
不完备形式背景中基于OE-cp-近似概念的规则提取

牛丽慧, 米据生, 白宇璋

引用本文

牛丽慧, 米据生,  白宇璋.  不完备形式背景中基于OE-cp-近似概念的规则提取[J ] .  计算机科学,  2023,

50(10) :  7-17.

NIU Lihui, MI Jusheng, BAI Yuzhang. Rule Extraction Based on OE-cp-Approximation Concepts in

Incomplete Formal Contexts [J]. Computer Science, 2023, 50(10): 7-17.

相似文章推荐（请使用火狐或 IE 浏览器查看文章）

Similar articles recommended (Please use Firefox or IE to view the article)

结合共享近邻和流形距离的自适应谱聚类算法

Adaptive Spectral Clustering Algorithm Combining Shared Nearest Neighbors and Manifold Distance

计算机科学, 2023, 50(10): 59-70. https://doi.org/10.11896/js jkx.230600010

基于序贯三支决策的半监督目标检测算法

Semi-supervised Object Detection with Sequential Three-way Decis ion

计算机科学, 2023, 50(10): 1-6. https://doi.org/10.11896/js jkx.230600035

基于概念复合的对偶三支概念格及其概念约简

Dual Three-way Concept Lattice Based on Composition of Concepts and Its Concept Reduction

计算机科学, 2023, 50(6): 122-130. https://doi.org/10.11896/js jkx.220800109

基于层次聚类的三支决策移动策略

Three-way Decis ion Movement Strategy Based on Hierarchical Clustering

计算机科学, 2023, 50(6): 92-99. https://doi.org/10.11896/js jkx.220900037

基于三支聚类的云任务优化调度

Optimal Scheduling of Cloud Task Based on Three-way Clustering

计算机科学, 2022, 49(11A): 211100139-7. https://doi.org/10.11896/js jkx.211100139

https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.230600037
https://www.jsjkx.com/EN/10.11896/jsjkx.230600037
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.230600010
https://doi.org/10.11896/jsjkx.230600010
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.230600035
https://doi.org/10.11896/jsjkx.230600035
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.220800109
https://doi.org/10.11896/jsjkx.220800109
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.220900037
https://doi.org/10.11896/jsjkx.220900037
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.211100139
https://doi.org/10.11896/jsjkx.211100139


http://www．jsjkx．com

DOI:１０．１１８９６/jsjkx．２３０６０００３７

到稿日期:２０２３Ｇ０６Ｇ０４　返修日期:２０２３Ｇ０７Ｇ２８
基金项目:国家自然科学基金(６２０７６０８８)

ThisworkwassupportedbytheNationalNaturalScienceFoundationofChina(６２０７６０８８)．
通信作者:米据生(mijsh＠２６３．net)

不完备形式背景中基于OEＧcpＧ近似概念的规则提取

牛丽慧１ 米据生１,２ 白宇璋１

１河北师范大学数学科学学院　石家庄０５００２４
２河北省计算数学与应用重点实验室　石家庄０５００２４
　(１０９２５５００１６＠qq．com)

　
摘　要　在许多实际的应用场景中,数据测量的误差、对数据的理解和传输失真等都会导致数据的丢失,这种数据不完整的形

式背景即为不完备形式背景.为了丰富不完备形式背景中的知识获取模型,文中结合三支思想在不完备形式背景中利用正算

子与粗糙集理论中的必然Ｇ可能性算子构造了共同Ｇ可能(cp)近似概念,讨论了对象诱导的共同Ｇ可能(cp)近似概念与经典概念、

面向属性概念、对象诱导的三支近似概念的关系,提出了由经典概念和面向属性概念构造对象诱导的cpＧ近似概念的算法.进

而,基于OEＧcpＧ近似概念讨论了不完备决策形式背景中近似决策规则的获取,提出了OEＧcpＧ协调的不完备决策形式背景下的

正规则和可能性规则,并给出了与基于经典概念的决策规则之间的关系.
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Abstract　Inmanypracticalapplication,datalosscanbecausedbydatameasurementerrors,dataunderstandingbiasesandtransＧ

missiondistortions．This“dataincomplete”formalcontextiscalledincompleteformalcontext．Inordertoenrichtheknowledge

discoverymodelintheincompleteformalcontext,thispapercombinestheideaofthreeＧwaytoconstructthecommonＧpossible
(cp)approximationconceptinincompleteformalcontextusingpositiveoperatorandnecessityＧpossibilityoperatorsinroughset

theory．TherelationshipbetweentheobjectＧinducedcommonＧpossible(cp)approximationconceptandtheclassical,attributeＧorienＧ

ted,andobjectＧinducedthreeＧwayapproximationconceptsisdiscussed,andanalgorithmforconstructingobjectＧinducedcpＧapＧ

proximationconceptsfromtheclassicalandattributeＧorientedconceptsisformulated．Further,theacquisitionofapproximatedeＧ

cisionrulesinincompletedecisionformalcontextisdiscussedbasedontheOEＧcpＧapproximationconcept．Weproposepositive

decisionrulesandpossibilitydecisionrulesinOEＧcpＧconsistentincompletedecisionformalcontextandcomparethem withthe

decisionrulesobtainedfromstronglyconsistentincompletedecisionformalcontext．

Keywords　Incompleteformalcontext,Approximateconcept,Ruleacquisition,ThreeＧwaydecision

　

　　形式概念分析[１](FormalConceptAnalysis,FCA)是德国

学者 Wille于１９８２年提出的一种从形式背景建立概念格,来
进行数据分析和规则提取的有效工具.形式背景、形式概念

及其有序结构层次的概念格共同构成 FCA的基础.其中,形
式背景是其数据表现形式,由对象集、属性集及两者之间的二

元关系组成;形式概念可以通过一对 Galois连接生成;概念

格通过 Hasse图简单明了地刻画形式概念之间的层次结构关

系[２Ｇ５].FCA作为一种实用的知识发现工具,已被成功应用

于多个领域,如知识发现[６Ｇ１０]、信息检索[１１]、机器学习[１２]和

软件工程[１３Ｇ１４]等.此外,一些学者还提出了推导算子的一些

自然泛化,这些泛化引出了一些新的概念,如面向对象概念、

面向属性概念、模糊概念和三支概念等[１５Ｇ２０].

在形式概念分析中,人们通常研究的形式背景是完备的,

即对象和属性之间的关系是已知的.然而,在现实世界中,由

于测量数据的误差、对数据的理解或获取的限制等众多的原

因,人们需要处理的形式背景存在数据缺失问题,对于这种有

“缺失值”的形式背景,我们称其为不完备的形式背景[２１Ｇ２２].

由于不完备形式背景在实际中大量存在,因此基于不完

备形式背景的形式概念分析成为了数据分析的实用工具[２３].

Burmeister等[２１]讨论了如何处理概念数据表示、数据分析和



知识发现中不完备背景的缺失值,总结出使用三值 KleeneＧ

logic来表征前提和结论不相交的属性蕴涵的有效性和可能

性.Obiedkov等[２４]指出,与 KleeneＧlogic相比,三值模态逻辑

更有利于评价不完备背景下属性蕴涵的有效性,因为三值模

态逻辑适用于所有的属性蕴涵,而不是只适用于前提和结论

不相交的属性蕴涵.Dubois等[２５]声称,可以将可能性理论作

为一个工具,将经典的FCA扩展到不确定或者不完备形式背

景下.近年来,人们在不完备形式背景中的研究成果越来越

多.Li等[２６]用两种模型在不完备背景中构建了近似概念,揭

示了两者的等价性,为了简化近似概念格的表示,进一步提出

了属性约简方法.Li等[２７]提出了KＧmedoids聚类方法,用于

压缩近似概念格,并在不完备背景中对近似概念进行聚类.

Yao等[２８]给出了一个区间集概念和表示部分已知概念的不

完备形式背景的通用概念框架.在提出的框架中,确定了４种

表示部分已知概念的可能形式,包括SEＧSI形式概念、SEＧISI
形式概念(即近似概念)、ISEＧSI形式概念和ISEＧISI形式概念

(即未知的形式概念).此外,Ren 等[２９]系统地研究了 SEＧ

ISI,ISEＧSI和ISEＧISI这３种不同形式的部分已知形式概念

的结构及其关系.Wang等[３０]在不完备背景中提出了基于不

同标准的SEＧISI概念格的４种属性约简方法.Yang等[３１]针

对语言值信息的缺失,给出了不完备模糊语言形式背景,讨论

了模糊语言近似概念,构造了相应的模糊语言近似概念格.

不完备决策形式背景是不完备形式背景的一个有用拓

展,用于使用概念格来实现决策分析.规则获取是决策形式

背景中进行决策分析的主要目的之一,近年来在这一问题上

有许多成果.例如,Li等[２２]在不完备的决策背景中构建了近

似概念,提出了近似决策规则的概念和从不完备决策形式背

景中提取非冗余近似决策规则的方法.为了提高规则的紧凑

性,Li等[２３]定义了最小闭标签概念来表示限制性决策蕴涵.

为了丰富规则的类型,Ren等[３２]基于面向对象(属性)概念格

给出了两种新的规则类型,分别为∨－型和∨－∧混合型.

在此基础上,Hu等[３３]提出了一种 OWＧ决策规则的规则获取

算法.Wei等[３４]讨论了基于三支概念格的决策形式背景的

规则获取,研究了对象诱导的三支协调决策形式背景下的积

极规则和消极规则.Shao等[３５]构造了一种无知识损耗的方

法,用于降低决策形式背景的复杂性,并在简化的决策形式背

景上提取了极大规则.

在不完备的决策形式背景中构造新的近似概念,进而进

行规则提取,获得更加完整的知识,是很有价值的研究课题.

类似于粗糙集理论中确定和可能性决策规则的获取,在不完

备形式背景中利用粗糙集理论中的确定和可能性算子构造近

似概念,进而在不完备的决策形式背景中提取确定性规则和

可能性的规则.尽管已有大量关于不完备决策形式背景中的

规则获取和知识约简问题的研究,但为了拓展概念格模型,获

得具有更丰富语义的规则类型,本文在不完备决策形式背景

中构建了共同Ｇ可能近似概念,基于近似概念进行规则获取研

究.首先,从对象和属性两个方面分别给出cpＧ近似概念的定

义,并严格证明其格结构和相关性质.其次,讨论了 OEＧcp
近似概念和形式概念、面向属性概念和对象诱导的三支近似

概念之间的关系.最后,在不完备决策形式背景中分别基于

形式概念和OEＧcpＧ近似概念定义了强协调性和OEＧcpＧ协调

性,将强协调下和OEＧcpＧ协调下获得的规则进行了比较.

１　预备知识

本节首先简要回顾形式概念格、面向属性(对象)概念格、

三支概念格的一些基本定义和相关性质.

１．１　形式概念

定义１[２]　形式背景是一个三元对(G,M,I),其中,G 是

一个非空有限对象集,M 是非空有限属性集,I是G 和M 之

间的二元关系,(x,a)∈I表示对象x 具有属性a,(x,a)∉I
表示对象x 不具有属性a.

用２G表示对象G 的幂集,２M 表示属性集M 的幂集.在

２G和２M 上定义一对对偶算子,如定义２所示.
定义２[２,３６]　设(G,M,I)为形式背景,对任意 X∈２G 和

A∈２M ,有:

X∗ ＝{a∈M ∣∀x∈X,xIa}

A∗ ＝{x∈G∣∀a∈A,xIa}
如果一个二元组(X,A)∈２G ×２M 满足X∗ ＝A 且A∗ ＝

X,则称(X,A)是一个形式概念,简称概念,其中 X 称为概念

的外延,A 称为概念的内涵.

任取形式背景(G,M,I)的两个概念(X１,A１)和(X２,

A２),定义它们之间的偏序关系及上下确界为:
(X１,A１)≤(X２,A２)⇔X１⊆X２⇔A１⊇A２

(X１,A１)∨(X２,A２)＝((X１∪X２)∗∗ ),A１∩A２)
(X１,A１)∧(X２,A２)＝(X１∩X２,(A１∪A２)∗∗ )

形式背景(G,M,I)的所有概念连同它们之间的这种序关

系组成一个完备格,称为形式背景(G,M,I)的概念格,用

L(G,M,I)表示.

性质１[１７]　设(G,M,I)为形式背景,对任意X,X１,X２⊆
G和A,A１,A２⊆M,以下结论成立:

(１)X⊆X∗∗ 且A⊆A∗∗ ;
(２)X１⊆X２⇒X∗

２ ⊆X∗
１ 且A１⊆A２⇒A∗

２ ⊆A∗
１ ;

(３)X∗ ＝X∗∗∗ 且A∗ ＝A∗∗∗ ;
(４)X⊆A∗ ⇔A⊆X∗ ;
(５)(X１∪X２)∗ ＝X∗

１ ∩X∗
２ ,(A１∪A２)∗ ＝A∗

１ ∩A∗
２ ;

(６)(X１∩X２)∗ ⊇X∗
１ ∪X∗

２ ,(A１∩A２)∗ ⊇A∗
１ ∪A∗

２ .

以上∗运算称为正算子,对偶地,可以定义一对负算子.

定义３[１９]　设(G,M,I)为一个形式背景,I
－
是I的补关

系,即:I
－
＝(G×M)－I.对任意X∈２G和A∈２M ,在２G和２M

上定义一对负算子,表达式如下:

X∗－ ＝{a∈M ∣∀x∈X,xIca}

A∗－ ＝{x∈G∣∀a∈A,xIca}

显然,形式背景(G,M,I)的负算子正是其补形式背景

(G,M,I
－)的正算子,因此负算子有类似于正算子的性质.由

负算子定义的概念(X,A)称为负(N)概念,由于正负算子互

补,因此由形式概念中的序关系及上下确界可得到负(N)概
念的序关系及其上下确界.用 NCL(G,M,I)表示所有负概

念及其序关系形成的完备格.

１．２　面向对象(属性)概念

定义４[２０]　设(G,M,I)为形式背景,对任意 X∈２G 和
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A∈２M ,定义:

X□ ＝{a∈M|a∗ ⊆X}

A◇ ＝{x∈G|x∗ ∩A≠Ø}

若X＝A◇ 且A＝X□ ,则称(X,A)是一个面向对象概念,

并称X 和A 分别是面向对象概念(X,A)的外延和内涵.

定义５[２０,３７]　设(G,M,I)为形式背景,对任意 X∈２G 和

A∈２M ,定义:

A□ ＝{x∈G|x∗ ⊆A}

X◇ ＝{a∈M|a∗ ∩X≠Ø}

若X＝A□ 且A＝X◇ ,则称(X,A)是一个面向属性概念,

并称X 和A 分别是面向属性概念(X,A)的外延和内涵.

如果形式背景(G,M,I)的所有面向对象概念按如下的

≤O进行偏序化,那么所有面向属性概念按如下的≤P 进行偏

序化:

(X１,A１)≤O(X２,A２)⇔X１⊆X２⇔A１⊆A２

(X１,A１)≤P(X２,A２)⇔X１⊆X２⇔A１⊆A２

则面向对象概念连同偏序关系≤O构成完备格,称为面向

对象概念格,记为LO(G,M,I);同理,面向属性概念连同偏序

关系≤P也构成概念格,称为面向属性概念格,记为LP(G,M,

I).

此外,面向对象概念格LO(G,M,I)的上确界和下确界分

别定义为:

(X１,A１)∨
O
(X２,A２)＝(X１∪X２,(A１∪A２)◇□ )

(X１,A１)∧
O
(X２,A２)＝((X１∩X２)□◇ ,A１∩A２)

类似地,面向属性概念格LP(G,M,I)的上确界和下确界

分别定义为:

(X１,A１)∨
P
(X２,A２)＝((X１∪X２)◇□ ,A１∪A２)

(X１,A１)∧
P
(X２,A２)＝(X１∩X２,(B１∩B２)□◇ )

性质２[２０]　设(G,M,I)为形式背景,∀X,X１,X２⊆G 和

A,A１,A２⊆M,以下结论成立:

(１)X１⊆X２⇒X◇
１ ⊆X◇

２ ,X□
１ ⊆X□

２ ;

(２)A１⊆A２⇒A□
１ ⊆A□

２ ,A◇
１ ⊆A◇

２ ;

(３)X□◇ ⊆X⊆X◇□ ;

(４)A□◇ ⊆A⊆A◇□ ;

(５)X◇ ＝X◇□◇ ,A□ ＝A□◇□ ;

(６)A◇ ＝A◇□◇ ,X□ ＝X□◇□ ;

(７)(X１∪X２)◇ ＝X◇
１ ∪X◇

２ ,(A１∩A２)□ ＝A◇
１ ∩A□

２ ;

(８)(A１∪A２)◇ ＝A◇
１ ∪A◇

２ ,(X１∩X２)□ ＝X□
１ ∩X□

２ ;

(９)(X１∩X２)◇ ⊆X◇
１ ∩X◇

２ ,(A１∪A２)□ ⊇A□
１ ∪A□

２ ;

(１０)(A１∩A２)◇ ⊆A◇
１ ∩A◇

２ ,(X１∪X２)□ ⊇X□
１ ∪X□

２ .

算子(□,◇)是(２G,⊆)和(２M ,⊆)之间的保序伽罗瓦连

接;对偶地,算子(◇,□)是(２G,⊆)和(２M ,⊆)之间的保序伽

罗瓦连接.

１．３　三支概念

Qi等[１９]将正算子和负算子相结合,首先定义了三支算

子,提出了对象诱导的三支概念和属性诱导的三支概念.本

节对两种三支概念进行了简要回顾.

定义６[１９]　设(G,M,I)为形式背景,在２G和２M ×２M 上定

义一对OE算子:对任意X∈２G和A,B∈２M ,有

X􀅰＞ ＝(X∗ ,X∗－ )

(A,B)＜􀅰 ＝{x∈G∣x∈A∗ 且x∈B∗－ }＝A∗ ∩B∗－

若X􀅰＞ ＝(A,B)且(A,B)＜􀅰 ＝X,则称(X,(A,B))为 OE
概念,其中X 称为OE 概念(X,(A,B))的外延,(A,B)称为

OE概念(X,(A,B))的内涵.

对任意OE 概念(X１,(A１,B１))和(X２,(A２,B２)),定义

偏序关系及上下确界为:

(X１,(A１,B１)⪯(X２,(A２,B２)⇔X１⊆X２⇔(A１,B１)⊇
(A２,B２)

(X１,(A１,B１)∨(X２,(A２,B２)＝((X１∪X２)􀅰＞＜􀅰 ,(A１,

B１)∩(A２,B２))
(X１,(A１,B１))∧(X２,(A２,B２)＝(X１∩X２,((A１,B１)∪

(A２,B２))＜􀅰􀅰＞ ).

形式背景(G,M,I)的所有OE概念连同这种序组成的集

合,称为(G,M,I)的OE概念格,用OEL(G,M,I)表示.

定义７[１９]　设(G,M,I)为形式背景,在２M 和２G×２G上定

义一对AE 算子:对任意 A∈２M 和 X,Y∈２G,A􀅰＞ ＝(A∗ ,

A∗－ ),(X,Y)＜􀅰 ＝{a∈M ∣a∈X∗ 且a∈Y∗－ }＝X∗ ∩Y∗－ .

若(X,Y)＜􀅰 ＝A 且A􀅰＞ ＝(X,Y),则称((X,Y),A)为AE
概念,其中(X,Y)称为AE 概念((X,Y),A)的外延,A 称为

AE 概念((X,Y),A)的内涵.

对任意AE概念((X１,Y１),A１)和((X２,Y２),A２)定义偏

序关系及上下确界为:

((X１,Y１),A１)⪯ ((X２,Y２),A２)⇔ (X１,Y１)⊆ (X２,

Y２)⇔A１⊇A２

((X１,Y１),A１)∨((X２,Y２),A２)＝(((X１,Y１)∪(X２,

Y２))＜􀅰􀅰＞ ,A１∩A２)
((X１,Y１),A１)∧((X２,Y２),A２)＝ ((X１,Y１)∩ (X２,

Y２),(A１∪A２)􀅰＞＜􀅰 ).

形式背景(G,M,I)的所有AE概念连同这种序组成的集

合,称为(G,M,I)的AE概念格,用AEL(G,M,I)表示.

２　不完备形式背景中三支近似概念构建

本节在不完备的形式背景中,利用正负算子和必要可能

算子定义三支算子和三支概念格的扩展模型,称其为不完备

形式背景下的OEＧcp(AEＧcp)近似算子和OEＧcp(AEＧcp)近

似概念格.进而讨论OEＧcpＧ近似概念与经典概念、面向属性

概念、对象诱导的三支近似概念(OEＧ近似概念)之间的关系.

２．１　属性诱导的cpＧ近似概念

本节将在不完备形式背景中构建属性诱导的cpＧ近似概

念.首先引入不完备形式背景的一些相关定义.

定义８[２８]　称(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,

其中G为对象集,M 为属性集,{＋,?,－}为对象和属性间的

取值,I⊆G×M×{＋,?,－}为G,M 和{＋,?,－}之间的三元

关系,使得(x,a,＋)表示对象x具有属性a,(x,a,－)表示对

象x不具有属性a,(x,a,?)表示不确定对象x 是否具有属

性a.

设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,为了便于描

述,记(G,M,I∗ )为不完备形式背景 (G,M,{＋,?,－},I)的

最小完备化形式背景,其中I∗ ＝{(x,m)∣(x,m,＋)∈I}.

９牛丽慧,等:不完备形式背景中基于OEＧcpＧ近似概念的规则提取



(G,M,I∗ )为不完备形式背景(G,M,{＋,?,－},I)的最大完

备化形式背景,其中I∗ ＝{(x,m)∣(x,m,＋)∈I}∪{(x,

m)∣(x,m,?)∈I}.

定义９　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,

∀x∈G,a∈M.定义:

x∗＋ ＝{a∈M|I(x,a)＝＋}

x∗－ ＝{a∈M|I(x,a)＝－}

a∗＋ ＝{x∈M|I(x,a)＝＋}

a∗－ ＝{x∈M|I(x,a)＝－}

x∗＋? ＝{a∈M|I(x,a)＝＋或I(x,a)＝?}

a∗＋? ＝{x∈M|I(x,a)＝＋或I(x,a)＝?}

定义１０　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,对

象集X⊆G,属性集A⊆M,正算子定义为:

X∗＋ ＝{a∈M|∀x∈X,I(x,a)＝＋}

A∗＋ ＝{x∈U|∀a∈A,I(x,a)＝＋}

由于正负算子的对偶性,类似地,负算子定义为:

X∗－ ＝{a∈M|∀x∈X,I(x,a)＝－}

A∗－ ＝{x∈U|∀a∈A,I(x,a)＝－}

可能性算子定义为:

X◇＋? ＝{a∈M|a∗＋? ∩X≠Ø}＝{a∈M|∃x∈X,I(x,

a)＝＋或I(x,a)＝?}

A◇＋? ＝{x∈G|x∗＋? ∩A≠Ø}＝{x∈G|∃a∈A,I(x,

a)＝＋或I(x,a)＝?}

X◇＋? 表示与对象X 交叉的最大属性集,A◇＋? 表示至少

确定拥有或可能拥有A 中一个属性的所有对象组成的集合.

必然性算子定义为:

A□＋? ＝{x∈G|x∗＋? ⊆A}＝{x∈G|∀a∈M,I(x,a)＝

＋,I(x,a)＝? ⇒a∈A}

X□＋? ＝{a∈M|a∗＋? ⊆X}＝{a∈M|∀x∈G,I(x,a)＝
＋,I(x,a)＝? ⇒x∈X}

A□＋? 可解释为最大拥有的属性不超过A 的所有对象组

成的集合或者最大可能拥有A 中属性的对象组成的集合,

X□＋? 可解释为对象集X 所覆盖的最大属性集.

注:下文中的()∗ 即为定义１０中的()∗＋ .

设G 为非空有限对象集,对(X１,Y１),(X２,Y２)∈２G ×

２G,定义:
(X１,Y１)≤cp(X２,Y２)⇔X１⊆X２,Y１⊇Y２

(X１,Y１)∩cp(X２,Y２)＝(X１∩X２,Y１∪Y２)

(X１,Y１)∪cp(X２,Y２)＝(X１∪X２,Y１∩Y２)

定义１１　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,定
义属性诱导的cpＧ近似算子,其中,▷:２M →２G ×２G,◁:２G ×

２G→２M ,∀A∈２M ,(X,Y)∈２G ×２G,A▷ ＝(A∗ ,A◇＋? ),(X,

Y)◁ ＝X∗ ∩Y□＋? .如果A▷ ＝(X,Y)且(X,Y)◁ ＝A,则称

((X,Y),A)为由属性诱导的共同Ｇ可能近似概念,简记为

AEＧcpＧ近似概念.

性质３　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备的形式背景,

下列性质成立:∀(X,Y),(X１,Y１),(X２,Y２)⊆２G ×２G 和A,

A１,A２⊆２M .

(１)A１⊆A２⇒A▷
１ ≥cpA▷

２ ,(X１,Y１)≤cp (X２,Y２)⇒(X１,

Y１)◁ ⊇(X２,Y２)◁ ;

(２)A⊆A▷◁ ,(X,Y)≤cp(X,Y)◁▷ ;

(３)▷和◁形成(２G ×２G,≤cp )和(２M ,⊆)之间的一对

Galois连接.

(４)A▷ ＝A▷◁▷ ,(X,Y)◁ ＝(X,Y)◁▷◁ ;

(５)((x∗∗ ),x∗◇＋?),x∗ )和((x□＋? ,x□＋?◇＋? ),x□＋? )是

两个AEＧcpＧ近似概念.

(６)(A１∪A２)▷ ＝A▷
１ ∩cpA▷

２ ,((X１,Y１)∪cp(X２,Y２)◁ ＝
(X１,Y１)◁ ∩(X２,Y２)◁ ;

(７)(A１∩A２)▷ ≥cpA▷
１ ∪cpA▷

２ ,((X１,Y１)∩cp(X２,Y２)◁ ⊇
(X１,Y１)◁ ∪(X２,Y２)◁ .

证明:

(１)如果A１⊆A２,则A∗
１ ⊇A∗

２ ,A◇＋?
１ ⊆A◇＋?

２ ,进而A▷
１ ≥cp

A▷
２ .若(X１,Y１)≤cp(X２,Y２),即X１⊆X２,Y１⊇Y２.由性质１

和性质２,可得X∗
１ ⊇X∗

２ ,Y□＋?
１ ⊇Y□＋?

２ ,从而X∗
１ ∩Y□＋?

１ ⊇

X∗
２ ∩Y□＋?

２ ,即(X１,Y１)◁ ⊇(X２,Y２)◁ .

(２)因 为 A⊆A∗∗ 和 A⊆A◇＋?□＋? ,可 得 A⊆A∗∗ ∩

A◇＋?□＋? ,从而 A⊆A▷◁ .由X∗ ⊇X∗ ∩Y□＋? ,可得X∗∗ ⊆
(X∗ ∩Y□＋?)∗ .由性质２,易得 X⊆X∗∗ ⊆(X∗ ∩Y□＋? )∗ .

另 外,由Y□＋? ⊇ X∗ ∩Y□＋? , 可 得Y□＋?◇＋? ⊇ (X∗ ∩

Y□＋?)◇＋? .由性质 ２,有Y⊇Y□＋?◇＋? ⊇(X∗ ∩Y□＋?)◇＋? .

综上可得(X,Y)≤cp(X,Y)◁▷ 成立.

(３)由结论(１)和(２)可知,▷和◁形成(２G ×２G,≤cp)和

(２M ,⊆)之间的一对Galois连接.

(４)一方面,基于结论(２)的第二部分(X,Y)≤cp(X,Y)◁▷

的证明过程,可得A▷ ≤cpA▷◁▷ .另一方面,由结论(２)的A⊆

A▷◁ 和结论(１)的第一部分,可得A▷ ≥cpA▷◁▷ .因此A▷ ＝

A▷◁▷ 成立.一方面,基于结论(２)的第一部分A⊆A▷◁ 的证明

过程,可得(X,Y)◁ ⊆(X,Y)◁▷◁ .另一方面,由结论(２)的

(X,Y)≤cp(X,Y)◁▷ 和结论(１)的第二部分,易得(X,Y)◁ ⊇
(X,Y)◁▷◁ .因此(X,Y)◁ ＝(X,Y)◁▷◁ 得证.

(５)设 (X,Y)＝ (x∗∗ ,x∗◇＋? )和 A＝x∗ .显 然A▷ ＝
(x∗ )▷ ＝(x∗∗ ,x∗◇＋?)＝(X,Y),(X,Y)◁ ＝(x∗∗ ,x∗◇＋? )◁ ＝

x∗∗∗ ∩x∗◇＋? □＋? .由 性 质 １ 和 性 质 ２ 知,x∗∗∗ ＝x∗ ,

x∗ ⊆x∗◇＋? □＋? ,从 而 (X,Y)◁ ＝ (x∗∗ ,x∗◇＋? )◁ ＝x∗∗∗ ∩

x∗◇＋? □＋? ＝x∗ ＝A.因此((x∗∗ ,x∗◇＋?),x∗ )是一个AEＧcpＧ
近似概念.

设(X,Y)＝(x□＋?∗ ,x□＋?◇＋? )和A＝x□＋? .显然 A▷ ＝
(x□＋?)▷ ＝(x□＋?∗ ,x□＋?◇＋? )＝(X,Y),(X,Y)◁ ＝(x□＋?∗ ,

x□＋?◇＋?)◁ ＝x□＋?∗∗ ∩x□＋?◇＋?□＋? .由性质１及性质２,可

得x□＋? ⊆x□＋?∗∗ 和x□＋? ⊆x□＋?◇＋?□＋? ,从 而 (X,Y)◁ ＝
(x□＋?∗ ,x□＋?◇＋? )◁ ＝x□＋?∗∗ ∩x□＋?◇＋?□＋? ＝x□＋? ＝A.因

此,((x□＋?∗ ,x□＋?◇＋?),x□＋?)是一个AEＧcpＧ近似概念.

(６)(A１∪A２)▷ ＝((A１∪A２)∗ ,(A１∪A２)◇＋? )＝(A∗
１ ∩

A∗
２ ,A◇＋?

１ ∪A◇＋?
２ )＝(A∗

１ ,A◇＋?
１ )∩cp (A∗

２ ,A◇＋?
２ )＝A▷

１ ∩cp

A▷
２ .

((X１,Y１)∪cp(X２,Y２))◁ ＝ (X１∪X２,Y１∩Y２)◁ ＝
(X１∪X２)∗ ∩(Y１∩Y２)□＋? ＝(X∗

１ ∩X∗
２ )∩(Y□＋?

１ ∩Y□＋?
２ )＝

(X∗
１ ∩Y□＋?

１ )∩(X∗
２ ∩Y□＋?

２ )＝(X１,Y１)◁ ∩(X２,Y２)◁ .

(７)因 为 (A１∪A２)∗ ⊇A∗
１ ∩A∗

２ 和 (A１∪A２)◇＋? ⊆D
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A◇＋?
１ ∩FA◇＋?

２ ,可 得 (A１ ∪A２)▷ ＝ ((A１ ∪A２)∗ ,(A１ ∪
A２)◇＋?)≥cp(A∗

１ ∩A∗
２ ,A◇＋?

１ ∩A◇＋?
２ )＝A▷

１ ∪cpA▷
２ .因此,

第一部分得证.
假设((X１,Y１),A１)和((X２,Y２),A２)是两个AEＧcpＧ近似

概念,则(A１∪A２)▷ ＝A▷
１ ∩cpA▷

２ ＝(X１,Y１)∩cp (X２,Y２).

另外,由于((X１,Y１)∩cp(X２,Y２),(A１∪A２)▷◁ )是一个AEＧ
cpＧ近似 概 念,这 使 得 ((X１,Y１)∩cp (X２,Y２))◁ ＝ (A１ ∪
A２)▷◁ ＝((X１,Y１)◁ ∪(X２,Y２)◁ )▷◁ 成立.又由结论(２)可
知,(X１,Y１)◁ ∪(X２,Y２)◁ ⊆((X１,Y１)◁ ∪(X２,Y２)◁ )▷◁ ,因
此((X１,Y１)∩cp(X２,Y２))◁ ⊇(X１,Y１)◁ ∪(X２,Y２)◁ .

对于不完备形式背景k＝(G,M,{＋,?,－},I),所有AEＧ
cpＧ近似概念间的偏序关系定义为:

((X１,Y１),A１)≤ ((X２,Y２),A２)⇔A１ ⊇A２ ⇔ (X１,

Y１)≤cp(X２,Y２)
此时,称((X１,Y１),A１)是((X２,Y２),A２)的一个子概念,

((X２,Y２),A２)是((X１,Y１),A１)的一个超概念.
在偏序关系≤下,所有的AEＧcpＧ近似概念构成一个偏序

集,用AEＧcpＧAL(k)表示,其结构用定理１描述.
定理１　偏序集AEＧcpＧAL(k)是一个完备格,对任意的

((X１,Y１),A１),((X２,Y２),A２)∈AEＧcpＧAL(k),((X１,Y１),

A１)∧ ((X２,Y２ ),A２ )＝ ((X１,Y１ )∩cp (X２,Y２ ),
(A１∪A２)▷◁ ),((X１,Y１ ),A１ )∨ ((X２,Y２ ),A２ )＝
(((X１,Y１)∩cp(X２,Y２))◁▷ ,A１∩A２).

证明:因为形式背景k的有限性,所以偏序集 AEＧcpＧAL
(k)是有限的.AEＧcpＧAL(k)是完备格的前提是 AEＧcpＧAL
(k)是一个格.

一方面,对任意的 AEＧcpＧ近似概念((X,Y),A),都有

(X,Y)＝A▷ ,因此(X１,Y１)∩cp (X２,Y２)＝A▷
１ ∩cpA▷

２ .此

外,(A１∪A２)▷ ＝A▷
１ ∩cpA▷

２ ＝(X１,Y１)∩cp (X２,Y２).故可

得((X２,Y２)∩cp(X２,Y２),(A１∪A２)▷◁ )是一个AEＧcpＧ近似

概念.
另一方面,因为(X１,Y１)∩cp(X２,Y２)是(X１,Y１)和(X２,

Y２)的一个子集,所以((X１,Y１)∩cp (X２,Y２),(A１∪A２)▷◁ )
是 ((X１,Y１),A１)和((X２,Y２),A２)的 一 个 子 概 念.从 而

((X１,Y１)∩cp(X２,Y２),(A１∪A２)▷◁ )也是((X１,Y１),A１)和
((X２,Y２),A２)的一个下界.另外,对((X１,Y１),A１)和 ((X２,

Y２),A２)的任意一个下界((X,Y),A),(X,Y)都是(X１,Y１)和
(X２,Y２)的子集,即 (X,Y)⊆(X１,Y１)∩cp(X２,Y２).由此可

推出((X,Y),A)≤((X１,Y１)∩cp (X２,Y２),(A１∪A２)▷◁ ).

因此,((X１,Y１)∩cp(X２,Y２),(A１∪A２)▷◁ )是((X１,Y１),A１)
和 ((X２,Y２),A２)最大的下界.

综上,可 得 ((X１,Y１),A１)∧ ((X２,Y２),A２)＝ ((X１,

Y１)∩cp(X２,Y２),(A１∪A２)▷◁ ).
最小上界的情况类似可证.
完备格AEＧcpＧAL(k)称为AEＧcpＧ近似概念格.可以看

出,AEＧcpＧ近似概念通过两种不同类型的对象集来表征属

性,即A 是X 中对象共同具有和Y 中对象可能具有的属性全

体.因此,本研究又被称为共同－可能概念分析.

２．２　对象诱导的cp－近似概念

根据 AEＧcpＧ近 似 算 子 的 定 义,类 似 可 定 义 OEＧcpＧ近

似子.

设 M 为非空有限属性集,对任意(A１,B１),(A２,B２)∈

２M ×２M ,定义:
(A１,B１)≤cp(A２,B２)⇔A１⊆A２,B１⊇B２

(A,B１)∩cp(A２,B２)＝(A１∩A２,B１∪B２)
(A１,B１)∪cp(A２,B２)＝(A１∪A２,B１∩B２)

定义１２　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,定

义对象诱导的cp－近似算子,其中,▷:２G →２M ×２M ,◁:

２M ×２M →２G.∀X∈２G,(A,B)∈２M ×２M ,X▷ ＝ (X∗＋ ,

X◇＋?),(A,B)◁ ＝A∗＋ ∩B□＋? .如 果X▷ ＝ (A,B)且 (A,

B)◁ ＝X,则称(X,(A,B))为对象诱导的共同Ｇ可能近似概

念,简记为OEＧcpＧ近似概念.

在上述定义中,A 是X 中的对象共同确定拥有的最大属

性集,B是X中的对象可能拥有的最大属性集.类似于性质

３,由OEＧcpＧ近似算子可得性质４.

性质４　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,以
下结论 成 立:∀X,X１,X２ ⊆２G 和 (A,B),(A１,B１),(A２,

B２)⊆２M ×２M .

(１)X１ ⊆X２ ⇒X▷
１ ≥cpX▷

２ ,(A１,B１)≤cp (A２,B２)⇒
(A１,B１)◁ ⊇(A２,B２)◁ ;

(２)X⊆X▷◁ ,(A,B)≤cp(A,B)◁▷ ;

(３)X▷ ＝X▷◁▷ ,(A,B)◁ ＝(A,B)◁▷◁ ;
(４)▷和◁形成(２G,⊆)和(２M ×２M ,≤cp )之间的一对

Galois连接;

(５)(X１∪X２)▷ ＝ X▷
１ ∩cp X▷

２ ,((A１,B１ )∪cp (A２,

B２))◁ ＝(A１,B１)◁ ∩(A２,B２)◁ ;

(６)(X１∩X２)▷ ≥cpX▷
１ ∪cpX▷

２ ,((A１,B１)∩cp (A２,

B２))◁ ⊇(A１,B１)◁ ∪cp(A２,B２)◁ .

对于不完备的形式背景(G,M,{＋,?,－},I),OEＧcpＧ近

似概念间的偏序关系定义为:
(X１,(A１,B１))≤ (X２,(A２,B２))⇔X１ ⊆X２ ⇔ (A１,

B１)≥cp(A２,B２)

容易知道,所有的OEＧcpＧ近似概念关于偏序≤构成一个

偏序集,用OEＧcpＧAL(G,M,{＋,?,－},I)表示.对任意的

(X１,(A１,B１)),(X２,(A２,B２))∈OEＧcpＧAL(G,M,{＋,?,

－},I),它们的上下确界定义为:
(X１,(A１,B１)∧ (X２,(A２,B２)＝ (X１ ∩X２,((A１,

B１)∪cp(A２,B２))◁▷ )

(X１,(A１,B１)∨(X２,(A２,B２)＝ ((X１∪X２)▷◁ ,(A１,

B１)∩cp(A２,B２))

不完备形式背景(G,M,{＋,?,－},I)的所有OEＧcpＧ近

似概念连同它们之间的偏序≤关系构成一个完备格,称为不

完备形式背景(G,M,{＋,?,－},I)的OEＧcpＧ近似概念格,用

OEＧcpＧAL(G,M,{＋,?,－},I)表示.

命题１　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,p∈

M,则(p∗ ,(p∗∗ ),p∗＋? ))为由属性生成的OEＧcpＧ近似概念,
(p－∗＋? ,(p－∗＋? ,p－∗＋?∗＋? ))为由p－ 生成的 OEＧcpＧ近似概念,其

中,p－＝M－{p}.

一般地,记{＋,?,－}为V,则 (G,M,{＋,?,－},I)可写

为(G,M,V,I).

例１　表１列出了不完备形式背景(G,M,V,I),其中对
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象集G＝{１,２,３,４}为４位患有甲流的病人的集合,属性集

M＝{a,b,c,d,e,f}为６种症状的集合(流涕、咳嗽、头疼、发热、

咽痛以及鼻塞).图１及图２分别给出了表１中不完备形式背

景(G,M,V,I)的OEＧcpＧ近似概念格和AEＧcpＧ近似概念格.

表１　不完备形式背景(G,M,V,I)

Table１　Incompleteformalcontext(G,M,V,I)

a b c d e f
１ ＋ － ＋ ＋ － ＋
２ ? ＋ － － ? ?

３ － － ＋ － － ?

４ ＋ ＋ － － ＋ －

图１　对象诱导的cpＧ近似概念格

Fig．１　OEＧcpＧAL(G,M,V,I)

图２　属性诱导的cpＧ近似概念格

Fig．２　AEＧcpＧAL(G,M,V,I)

３　OEＧcpＧ近似概念与形式概念、面向属性概念的

联系

　　不完备形式背景中的cpＧ近似概念格在本质上也是经典

形式背景中概念格模型的一个推广,它与经典概念、面向属性

概念格有紧密的联系.本节将讨论OEＧcpＧ近似概念与经典

概念、面向属性概念之间的关系.

类似于经典形式概念分析中的属性概念,下面的命题显

然成立.

命题２　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,p∈

M,则(p∗ ,p∗∗ ))为形式概念,(p－□＋? ,p－□＋?◇＋? )为面向属性

概念.

定理２　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,如

果(X,A)为最小完备化形式背景(G,M,I∗ )下的形式概念,

(Y,B)为最大完备化形式背景(G,M,I∗ )下的面向属性概念,

则(X,(A,X◇＋?))和(Y,(Y∗ ,B))为OEＧcpＧ近似概念.

证明:因为(X,A)为形式概念,所以有X∗ ＝A 和A∗ ＝

X.根据 算 子 ◇ 和 □ 的 性 质,有 X⊆X◇＋?□＋? ,则X∗∗ ∩

X◇＋?□＋? ＝X.因此,由定义１２,可得(X,(A,X◇＋? ))为OEＧ
cpＧ近似概念.

因为(Y,B)为面向属性概念,所以有Y◇＋? ＝B 和B□＋? ＝

Y.根据性质１有Y⊆Y∗∗ ,进而Y∗∗ ∩B□＋? ＝Y.因此,由定

义１２,证得(Y,(Y∗ ,B))为OEＧcpＧ近似概念.

定理３　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,如

果(X,(A,B))是一个OEＧcpＧ近似概念,则(A∗ ,A)为形式概

念,(B□＋? ,B)为面向属性概念.

证明:因为(X,(A,B))是一个OEＧcpＧ近似概念,从而有

X∗ ＝A 和X◇＋? ＝B.因此(A∗ ,A)为形式概念,(B□＋? ,B)＝
(X◇＋?□＋? ,X◇＋?)为面向属性概念.

命题３　给定一个不完备形式背景 k＝(G,M,{＋,?,

－},I),形式概念格、面向属性概念格和OEＧcpＧ近似概念格

分别记为CL(k),PCL(k)和OEＧcpＧAL(k),其外延集合分别

记为CLE(k),PCLE(k)和OEＧcpＧALE(k),则下列式子成立:

(１)CLE(k)⊆OEＧcpＧALE(k);

(２)PCLE(k)⊆OEＧcpＧALE(k);

(３)CLE(k)∪PCLE(k)⊆OEＧcpＧALE(k).

证明:此处仅证结论(１)和(２),结论(３)可由(１)和(２)直

接得到.

(１)假设X∈CLE(k),则有(X,X∗ )∈CL(k).由定理２,

进一步得(X,(X∗ ,X◇＋? ))∈OEＧcpＧAL(k),故 X∈OEＧcpＧ

ALE(k).因此,CLE(k)⊆OEＧcpＧALE(k).

(２)假设Y∈PCLE(k),则有(Y,Y◇＋? )∈PCL(k).根据

定理２,得(Y,(Y∗ ,Y◇＋? ))∈OEＧcpＧAL(k),故Y∈OEＧcpＧ

ALE(k).因此,PCLE(k)⊆OEＧcpＧALE(k).

定理２说明了在形式概念和面向属性概念的基础上可以

得到OEＧcpＧ近似概念,这样可以得到对象诱导的cpＧ近似概

念的另一种构造方法.相应的算法如算法１所示.

算法１　由经典概念和面向属性概念生成对象诱导的cpＧ近

似概念

输入:不完备形式背景k＝(G,M,{＋,?,－},I)

输出:OEＧcpＧ近似概念

１．完备化k得到(G,M,I∗)和(G,M,I∗);

２．在(G,M,I∗)和(G,M,I∗ )下分别构建 CL(G,M,I∗ )和 PCL(G,

M,I∗);

３．分别从CL(G,M,I∗)和PCL(G,M,I∗ )中找出所有外延集合 CLE

(G,M,I∗)和PCLE(G,M,I∗);

４．在CLE(G,M,I∗ )和 PCLE(G,M,I∗ )中各取集合作交运算形成

OEＧcpＧALE(k);

５．根据定理２及定义１２生成对象诱导的cpＧ近似概念.
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例２　利用表１所列的不完备形式背景对算法１作进一

步的阐述.

１．易得(G,M,I∗ )和(G,M,I∗ ).

２．构建CL(G,M,I∗ )和PCL(G,M,I∗ ).

　CL(G,M,I∗ )＝{(１,acdf),(２４,b),(１３,c),(４,abe),(１４,

a),(G,Ø),(Ø,M)}

　PCL(G,M,I∗ )＝ {(１３,acdf),(２４,abef),(３,cf),(４,

abe),(２３４,abcef),(G,M),(Ø,Ø)}

３．得到外延集合CLE(G,M,I∗ )和PCLE(G,M,I∗ ).

　CLE(G,M,I∗ )＝{１,２４,１３,４,１４,G,Ø}

　PCLE(G,M,I∗ )＝{１３,２４,３,４,２３４,G,Ø}

４．形成集合OEＧcpＧALE(k).

　OEＧcpＧALE(k)＝{１３,２４,３,４,２３４,１,１４,G,Ø}

５．生成OEＧcpＧ近似概念.

　OEＧcpＧAL(k)＝{(１３,(c,acdf)),(２４,(b,abef),(１,(acＧ
df,acdf),(４,(abe,abe),(２３４,(Ø,abＧ
cef),(３,(c,cf),(１４,(a,M),(G,(Ø,

M)),(Ø,(M,Ø))}

４　OEＧcpＧ近似概念与对象诱导三支近似概念的

联系

　　cpＧ近似概念格的构建体现了三支的思想,与三支概念有

紧密的联系,本节将讨论OEＧcpＧ近似概念与不完备形式背景

完备化处理之后得到的对象诱导的三支近似概念之间的

联系.

命题４　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,则
(p∗ ,(p∗∗ ,p∗∗＋?))和(p－□＋? ,(p－□＋?∗ ,p－□＋? ∗＋? ))为两个对象

诱导的三支近似概念.

证明:设X＝p∗ ,(A,B)＝(p∗∗ ,p∗∗＋?).一方面,X
􀅰＞

＝
(p∗∗ ,p∗∗＋? )＝ (A,B).另 一 方 面,(A,B)＜􀅰

＝p∗∗∗ ∩

p∗∗＋?∗＋? .因为 有 p∗∗∗ ＝p∗ 和p∗ ⊆p∗∗＋?∗＋? ,可 得 到 (A,

B)＜􀅰
＝p∗∗∗ ∩p∗∗＋?∗＋? ＝p∗ ＝X.因此,(p∗ ,(p∗∗ ,p∗∗＋? ))

为一个对 象 诱 导 的 三 支 近 似 概 念.同 理,可 证 得 (p－□＋? ,

(p－□＋?∗ ,p－□＋?∗＋?))也为一个对象诱导的三支近似概念.

由命题４,给定一个不完备的形式背景,基于(p∗ ,(p∗∗ ,

p∗∗＋?))∣p∈M}和{(p－□＋? ,(p－□＋??∗ ,p－□＋?∗＋? ))∣p∈M}可

以推 导 出 所 有 的 三 支 近 似 概 念.另 外,由 于 (􀅰)◇＋? ＝
(􀅰)∗＋? ,可以直接得到下面的推论和命题.

推论１　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,则
(p∗ ,(p∗∗ ,p∗◇＋?))和(p－□＋? ,(p－□＋?∗ ,p－□＋?◇＋?))为两个对象

诱导的cpＧ近似概念.

命题５　设(G,M,{＋,?,－},I)为不完备形式背景,p∈

M,(X,(A,B))是一个OEＧcpＧ近似概念当且仅当(X,(A,B
－))

是一个对象诱导的三支近似概念.

证明:(X,(A,B))是OEＧcpＧ近似概念,

⇔X∗ ＝A,X◇＋? ＝B且A∗ ∩B□＋? ＝X

⇔X∗ ＝A,X◇＋? ＝B
－
⊆x◇＋?

且A∗ ∩{x∈G∣x∗＋? ⊆B}＝X

⇔X∗ ＝A,{a∈M ∣∀x∈X,I(x,a)＝－}＝B
－

且A∗ ∩{x∈G∣B
－
⊆x∗＋?}＝X

⇔X∗ ＝A,X◇＋? ＝B
－
且B

－ ∗－ ＝X

⇔(X,(A,B
－))是对象诱导的三支近似概念.

例３　利用表１所列的不完备形式背景和图１所示的

OEＧcpＧ近似概念格进一步阐述命题５.表２列出了表１所列

的不完备形式背景最大完备化下的补形式背景(G,M,I∗－ ).

表２　补形式背景(G,M,I∗－ )

Table２　Complementaryformalcontext(G,M,I∗－ )

a b c d e f
１ － ＋ － － ＋ －
２ － － ＋ ＋ － －
３ ＋ ＋ － ＋ ＋ －
４ － － ＋ ＋ － ＋

通过表３的直观对比可进一步说明OEＧcpＧ近似概念和

OEＧ近似概念之间的内在联系.

表３　对比表

Table３　Comparisontable

OEＧcpＧ近似概念(X,(A,B)) OEＧ近似概念(X,(A,􀭺B))
(１,(acdf,acdf)) (１,(acdf,be))
(２４,(b,abef)) (２４,(b,cd))
(１３,(c,acdf)) (１３,(c,be))
(１４,(a,M)) (１４,(a,Ø))

(２３４,(Ø,abcef)) (２３４,(Ø,d))
(３,(c,cf)) (３,(c,abde))

(４,(abe,abe)) (４,(abe,cdf))

根据以上讨论可知,可以直接在不完备的形式背景中进

行cpＧ近似形式概念分析.之前在不完备形式背景中多数利

用正算子在最小和最大完备化背景下定义三支近似概念或者

利用正算子及其补算子定义三支近似概念,这都是对不完整

信息的一个近似处理,因此本文直接利用粗糙集理论中的必

然Ｇ可能性算子来近似处理不完备形式背景中存在的不完整

数据,具有一定的实用性.接下来将在不完备的形式背景中

直接进行规则获取研究.

５　不完备决策形式背景中基于协调性的规则获取

基于决策形式背景的决策规则获取是形式概念分析中的

一个重要研究课题,在三支概念分析中具有重要的理论意义

和应用价值.已有许多研究先对不完备形式背景进行信息补

全,然后进行知识获取.而本文的创新之处在于提出了一种

新的利用粗糙集理论中的必然Ｇ可能性算子来直接近似处理不

完备形式背景中存在的不完整数据的模型,可以直接在不完

备的形式背景中进行近似形式概念分析,具有一定的实用性.

本节将在不完备决策形式背景下定义两种协调性(强协

调性和OEＧcpＧ协调性),基于OEＧcpＧ近似概念研究正规则和

可能性规则的获取,并讨论OEＧcpＧ协调性下获得的规则与强

协调性下的规则之间的关系.

５．１　基于强协调性的规则获取

本节在完备化形式背景中进行讨论,利用在最小完备化

条件形式背景和决策形式背景下定义的形式概念,给出强协

调的不完备决策形式背景的定义.

为了叙述需要,下文用CL(G,M,I∗ )和CL(G,N,J∗ )

３１牛丽慧,等:不完备形式背景中基于OEＧcpＧ近似概念的规则提取



分别表示不完备形式背景(G,M,V,I)和(G,N,V,J)最小完

备化之后得到的概念格.

受文献[３４]启发,在不完备形式背景中引入如下概念.

定义１３　设(G,M,V,I)和(G,N,V,J)为不完备形式背

景,如果对任意的(Y,B)∈CL(G,N,J∗ ),存在(X,A)∈CL
(G,M,I∗ ),满足X＝Y,则称CL(G,M,I∗ )细于CL(G,N,

J∗ ),记作CL(G,M,I∗ )≤CL(G,N,J∗ ).

下文在不完备决策形式背景中定义强协调性.

定义１４　设(G,M,N,V,I,J)是不完备的决策形式背

景,(G,M,V,I)和(G,N,V,J)为两个不完备形式背景,M 为

条件属性集,N 为决策属性集,V 为属性值的全体.进而,如

果CL(G,M,I∗ )≤CL(G,N,J∗ ),则称(G,M,N,V,I,J)是

一个强协调的不完备决策形式背景.

定义１５　(G,M,N,V,I,J)是一个强协调的不完备决策

形式背景.如果两个概念(X,A)∈CL(G,M,I∗ )和(Y,B)∈

CL(G,N,J∗ )满足X⊆Y,则称A⇒B 是一个决策规则,读作

如果A,则B.

当在强协调的不完备决策形式背景下分析规则时,会发

现某些规则后件相同,但会有更小的前件,或者前件相同,有

更大的后件.这就意味着具有较小前件、较大后件的规则会

比较紧凑.由此,下文定义规则的冗余性.

定义１６　假设(G,M,N,V,I,J)为强协调的不完备决策

形式背景.如果两条决策规则A⇒B和A′⇒B′满足A⊆A′和

B⊇B′,则称A⇒B蕴含A′⇒B′,即A′⇒B′是冗余的.

５．２　基于OEＧcpＧ协调的决策形式背景的规则获取

一般来说,当获取决策规则时,需要一个协调的决策形式

背景,此时所获取的规则不会引起矛盾.因此,本节在协调的

不完备决策形式背景中定义近似决策规则.

定义１７　设(G,M,N,V,I,J)为不完备决策形式背景,

OEＧcpＧAL(G,M,V,I)和OEＧcpＧAL(G,N,V,J)为OEＧcpＧ
近似概念格.对任意的(Y,(C,D))∈OEＧcpＧAL(G,N,V,

J),如果存在(X,(A,B))∈OEＧcpＧAL(G,M,V,I),满足 X＝

Y,则称OEＧcpＧAL(G,M,V,I)细于OEＧcpＧAL(G,N,V,J),

记作OEＧcpＧAL(G,M,V,I)≤OEＧcpＧAL(G,N,V,J),此时称

不完备决策形式背景(G,M,N,V,I,J)是对象诱导的共同Ｇ
可能协调的(简称OEＧcpＧ协调).

例４　表４列出了一个不完备决策形式背景,它的条件

部分由表１列出.图３给出了不完备决策形式背景(G,N,

V,J)的OEＧcpＧAL(G,N,V,J),从图１和图３可得 OEＧcpＧ

AL(G,M,V,I)≤OEＧcpＧAL(G,N,V,J).因此,不完备决策

形式背景k是OEＧcpＧ协调的.

表４　不完备决策形式背景k＝(G,M,N,V,I,J)

Table４　Incompletedecisionformalcontextk＝(G,M,N,V,I,J)

a b c d e f h i j k
１ ＋ － ＋ ＋ － ＋ ＋ － ＋ ＋
２ ? ＋ － － ? ? － ＋ ? ?

３ － － ＋ － － ? ＋ － － ＋
４ ＋ ＋ － － ＋ － ＋ ＋ ? －

定义１８　设(G,M,N,V,I,J)是OEＧcpＧ协调的不完备

决策形式背景.对于OEＧcpＧ近似概念(X,(A,B))∈OEＧcpＧ

AL(G,M,V,I)和(Y,(C,D))∈OEＧcpＧAL(G,N,V,J),如果

它们满足X⊆Y,则有两条决策规则.一条是A⇒C(C≠Ø),

称为对象诱导的正cpＧ近似决策规则(简称为OEＧPＧcpA 决策

规则),读作如果A,则C,所有OEＧPＧcpA 决策规则的集合记

为OEＧPＧcpAR.另外一条为 mayB⇒mayD(D≠Ø),叫对

象诱导的可能cpＧ近似决策规则 (简 称 OEＧMＧcpA 决 策 规

则),读作如果 mayB,则 mayD,所有OEＧMＧcpA 决策规则

的集合记为OEＧMＧcpAR.OEＧPＧcpA 和OEＧMＧcpA 决策规

则统称为对象诱导的cpＧ近似决策规则(简称为OEＧcpA 决策

规则),所有OEＧcpA 决策规则的集合记为OEＧcpAR.

图３　对象诱导的cpＧ近似概念格

Fig．３　OEＧcpＧAL(G,M,V,I)

OEＧcpA 决策规则中也存在冗余规则.冗余OEＧPＧcpA
决策规则类似于定义１６中给出的强协调下的冗余规则,冗余

OEＧMＧcpA 决策规则的解释为定义１９.

定义１９　设(G,M,N,V,I,J)是OEＧcpＧ协调的不完备决

策形 式 背 景.如 果 OEＧMＧcpA 决 策 规 则 mayB⇒mayD
(D≠Ø)和 mayB′⇒mayD′满足B⊆B′和D⊇D′,则称 may
B⇒mayD 蕴含mayB′⇒mayD′,此时规则 mayB′⇒may
D′是冗余的.

例５　(接例４)例４表明,表４所列的不完备决策形式

背景是OEＧcpＧ协调的.利用图１、图３和定义１８,可以得

到表５所列的所有 OEＧcpＧ近似决策规则 OEＧcpAR.再由

定义１９得 到 OEＧcpAR 的 所 有 非 冗 余 近 似 决 策 规 则,如

表６所列.表６中,为了简便,用属性集中的字母字符串

来表示属性集.

表５　OEＧcpＧ近似决策规则

Table５　OEＧcpＧapproximationdecisionrules

正cpＧ近似决策规则

OEＧPＧcpA
可能性cpＧ近似决策规则

OEＧMＧcpA
c⇒hk mayacdf⇒mayhjk
b⇒i mayabef⇒mayijk
abe⇒i mayabe⇒mayij

acdf⇒hjk maycf⇒mayhk

表６　非冗余OEＧcpＧ近似决策规则

Table６　NonＧredundantOEＧcpＧapproximationdecisionrules

正cpＧ近似决策规则

OEＧPＧcpA
可能性cpＧ近似决策规则

OEＧMＧcpA
c⇒hk mayacdf⇒mayhjk
b⇒i mayabef⇒mayijk

acdf⇒hjk mayabe⇒mayij,maycf⇒mayhk
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５．３　强协调与OEＧcpＧ协调的不完备决策形式背景下的规则

比较

　　本节主要比较在强协调与OEＧcpＧ协调情况下获得的规

则.先推广文献[３４]中的一个引理,它从序和代数结构的角

度揭示了OEＧcpＧ近似概念格与完备化形式背景中概念格之

间的关系.

引理１　设(G,M,V,I)为不完备形式背景,存在从CL
(G,M,I∗ )到OEＧcpＧAL(G,M,V,I)的一个保∧序嵌入.

证明:定义φ１:CL(G,M,I∗ )⇒OEＧcpＧAL(G,M,V,I),即

φ１((X,A))＝(X,(A,X◇＋?)).

首先,∀(X,A),(X１,A１)∈CL(G,M,I∗ ),一方面,φ１

((X,A)∧(X１,A１))＝φ１(X∩X１,(A∪A１)∗＋∗＋ )＝(X∩

X１,((A∪A１)∗＋∗＋ ,(X∩X１)◇＋? )).另一方面φ１((X,A)∧

φ１((X１,A１)＝(X,(A,X◇＋? )∧(X１,(A１,X◇＋?
１ )＝(X∩X１,

((A,X◇＋?)∪(A１,X◇＋?
１ ))◁▷ )＝(X∩X１,(A∪A１,X◇＋? ∩

X◇＋?
１ )◁▷ )＝(X∩X１,((A∪A１)∗＋ ∩(X◇＋? ∩X◇＋?

１ )□＋? )▷ )＝
(X∩X１,(((A∪A１)∗＋ ∩ (X◇＋? ∩X◇＋?

１ )□＋? )∗＋ ,((A∪

A１)∗＋ ∩(X◇＋? ∩X◇＋?
１ )□＋? )◇＋? )).由性质１和性质２,有

(A∪A１)∗＋ ＝A∗＋ ∩A∗＋
１ ＝X∩X１,(X◇＋? ∩Y◇＋? )□＋? ＝

X◇＋?□＋? ∩Y◇＋?□＋? .由 性 质 ２ 知 X ∩X１ ⊆X◇＋?□＋? ∩

X◇＋?□＋?
１ .因此 ((A∪A１)∗＋ ∩ (X◇＋? ∩X◇＋?

１ )□＋? )∗＋ ＝
(A∪A１)∗＋∗＋ ,以及((A∪A１)∗＋ ∩(X◇＋? ∩X◇＋?

１ )□＋? )◇＋? ＝
(X∩X１)◇＋? ,从而φ１((X,A)∧(X１,A１))＝φ１((X,A))∧φ１

((X１,A１)),φ１是保∧映射.

其次,(X,A)≤(X１,A１)⇔X１⊆X１⇔(X,(A,X◇＋? ))≤
(X１,(A１,X◇＋?

１ ))⇔φ１((X,A))≤φ１((X１,A１)).这说明φ１

是CL(G,M,I∗ )到OEＧcpＧAL(G,M,V,I)的一个序嵌入.

综上,引理得证.

引理２　设(G,M,V,I)为不完备的形式背景,存在从

PCL(G,M,V,I)到OEＧcpＧAL(G,M,V,I)的一个保∧序嵌入.

证明:定义φ２:PCL(G,M,I∗ )⇒OEＧcpＧAL(G,M,V,I),

即φ２((Y,C))＝(Y,(Y∗＋ ,C)).

首先,∀(Y,C),(Y１,C１)∈PCL(G,M,I∗ ),一方面,φ２

((Y,C)∧(Y１,C１))＝φ２(Y∩Y１,(C∩C１)□＋?◇?＋? )＝(Y∩

Y１,((Y∩Y１)∗＋ ,(C∩C１)□＋?◇＋? )).另一方面,φ２((Y,C))∧

φ２((Y１,C１))＝(Y,(Y∗＋ ,C))∧(Y１,(Y∗＋
１ ,C１))＝(Y∩Y１,

((Y∗＋ ,C)∪ (Y∗＋
１ ,C１))◁▷ )＝ (Y∩Y１,(Y∗＋ ∪Y∗＋

１ ,C∩

C１)◁▷ )＝(Y∩Y１,((Y∗＋ ∪Y∗＋
１ )∗＋ ∩(C∩C１)□＋?)▷ )＝(Y∩

Y１,(((Y∗＋ ∪Y∗＋
１ )∗＋ ∩(C∩C１)□＋? )∗＋ ,((Y∗＋ ∪Y∗＋

１ )∗＋ ∩
(C∩C１)□＋? )◇＋? )).由性质１和性质２有(C∩C１)□＋? ＝

C□＋? ∩C□＋?
１ ＝Y∩Y１,(Y∗＋ ∪Y∗＋

１ )∗＋ ＝Y∗＋∗＋ ∩Y∗＋∗＋
１ .又

Y⊆Y∗＋∗＋ ,Y１⊆Y∗＋∗＋
１ ,得Y∩Y１⊆(Y∗＋ ∪Y∗＋

１ )∗＋ .因此

(((Y∗＋ ∪Y∗＋
１ )∗＋ ∩ (C∩C１)□＋? ))∗ ＝ (Y∩Y１)∗＋ ,以 及

((Y∗＋ ∪Y∗＋
１ )∗＋ ∩(C∩C１)□＋? )◇＋? ＝(C∩C１)□＋?◇＋? ,从而

φ２((Y,C)∧(Y１,C１)＝φ２((Y,C)∧φ２((Y１,C１)),φ２是保 ∧
映射.

其次,(Y,C)≤(Y１,C１)⇔Y⊆Y１ ⇔(Y,(Y∗＋ ,C１))≤
(Y１,(Y∗＋

１ ,C１))⇔φ２((Y,C))≤φ２((Y１,C１)).这说明φ２是

PCL(G,M,I∗ )到OEＧcpＧAL(G,M,V,I)的一个序嵌入.

综上,引理得证.

定理４　设(G,M,N,V,I,J)是不完备决策形式背景,它

既是强协调又是OEＧcpＧ协调.IAR 表示在强协调下得到的

所有决策规则,OEＧPＧcpAR 表示在OEＧcpＧ协调下得到的所

有正的近似决策规则,则IAR⊆OE－P－cpAR.

证明:因为(G,M,N,V,I,J)为强协调,对任意A⇒C∈

IAR,必存在概念(X,A)∈CL(G,M,I∗ )和(Y,C)∈CL(G,

M,J∗ ),满足X⊆Y.

由引理２知,存在两个保交序嵌入φ１′:CL(G,M,I∗ )⇒

OEＧcpＧAL(G,M,V,I),φ１″:CL(G,M,V,I)⇒OEＧcpＧAL(G,

M,V,I),使得φ１′((X,A))＝(X,(A,X◇＋? ))以及φ１″((Y,

C))＝(Y,(C,Y◇＋? )).根据定义１８,有 A⇒C∈OEＧcpAR,

mayX◇＋? ⇒mayY◇＋? ∈OEＧcpAR.进 而,A⇒C∈OEＧPＧ

cpAR.因此IAR⊆OEＧPＧcpAR.　
定理４表明,基于OEＧcpＧ协调性获得的OEＧPＧcp 近似决

策规则包含所有基于强协调性获得的决策规则.这意味着在

不完备决策形式背景中提取OEＧPＧcp 近似决策规则比将形

式背景完备化之后提取的决策规则更完整.

例６(接例５)　考虑表５所列的OEＧcpＧ协调的不完备决

策形式背景k＝(G,M,N,V,I,J).概念格CL(G,M,I∗ )和

CL(G,N,J∗ )如图４和图５所示.由于CL(G,M,I∗ )≤CL
(G,N,J∗ ),所以不完备决策形式背景k也是强协调的.根据

定义１５可以得到所有决策规则IAR,如表７所列.在例５中

已经给出了OEＧcpAR,容易看出IAR⊆OEＧcpAR,因为实际

上IAR⊆OEＧPＧcpAR.

图４　概念格CL(G,M,I∗)

Fig．４　CL(G,M,I∗)

图５　概念格CL(G,N,I∗)

Fig．５　CL(G,N,I∗)

表７　IAR

Table７　IAR

强协调不完备决策形式背景的决策规则

b⇒i

c⇒hk

acdf⇒hjk
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　　结束语　数据的丢失是日常生活和工作中经常遇到的问

题,本文对不完备形式背景进行了知识获取研究.为了丰富

不完备形式背景的知识获取模型,首先,在不完备的形式背景

中利用正算子和粗糙近似算子结合得到了OEＧcpＧ近似算子

和AEＧcpＧ近似算子,构造了OEＧcpＧ近似概念格和AEＧcpＧ近

似概念格;讨论了OEＧcpＧ近似概念与形式概念、面向属性概

念、对象诱导的三支近似概念之间的联系;给出了由形式概念

和面向属性概念构造OEＧcpＧ近似概念的算法.其次,在不完

备的决策形式背景中定义了强协调性和OEＧcpＧ协调性,并在

两种协调下进行了规则提取,所提取的可能性规则丰富了原

有的正负规则,使得规则形式和语义更加完整;进而得到了

OEＧcpＧ协调下的近似决策规则与强协调下的 决 策 规 则 的

关系.

本文仅考虑了基于OEＧcpＧ近似概念的规则研究,未来将

对基于AEＧcpＧ近似概念的知识获取进行研究,另外,更多新

的不完备背景的处理方法也值得探究.
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