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基于最小最大割算法的阈值分割算法 

刘雅坤 于双元 罗四维 

(北京交通大学计算机与信息技术学院 北京100044) 

摘 要 近年来，建立在图论基础上的谱聚类算法作为一种新型的工具被应用于图像分割。其本质是将图像分割转 

化为最优化问题，其中的最小最大割算法(Min-max cut)能充分满足聚类算法的准则。算法实现过程中，把最优化准 

则转化为特征系统进行求解。该实现方法计算复杂，随着图像尺寸的增加，所需存储空间和计算时间复杂度都会增 

加。在实现最小最大割算法时，用基于灰度级的权值矩阵代替通常所用的基于图像像素的权值矩阵来描述图像各像 

素的关系，确定分割的阈值。实验表明，此方法实现的最小最大割算法实现简单、实时性高，具有自动分割等优越的分 

割 性能。 
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Threshold Image Segmentation Based on M in-max Cut Algorithm 

LIU Ya-kun YU Shuang-yuan LUO Si~wei 

(Department of Computer and Information Technology，Beijing Jiaotong University，Beijing 100044，China) 

Abstract In recent years，the spectral clustering algorithm based 0n graph theory is a new tool to be applied to image 

segmentation．Essentially，image segmentadon is tO be converted into the optimization problem，and the minimum cut al— 

gorithrn(Min-max cut)can fully meet the criteria of the clustering algorithm．In the process of implementation，optimi— 

zation criteria into eigen system solves the problem．The implementation is computationally complex，and the required 

storage space and computing time complexity are increased as the image size increases．In the page，when Min-max cut 

algorithm is achieved，the weight matrices used in evaluating the graph cuts are based on the gray levels of an image， 

rather than the commonly used image pixels to determine the segmentation threshold．Experimental results show that 

the Min-max cut segmentation algorithm that this method achieves is simple，real-time，and has automatic segm entation 

and other superior segmentation performance． 

Keywords Spectral clustering，Graph theory，M_in-max cut algorithm，Image threshold segm entation 

图像分割是数字图像处理和计算机视觉中最重要的任务 

之一，其目的是根据图像的区域内满足一定的灰度、纹理等特 

征的相似性准则，分割图像的各个特征区域并提取出感兴趣 

的目标[1]。很多重要应用都需要依靠图像分割，例如图像编 

码、基于内容的图像检索、模式识别等。正是这些重要的应用 

技术的发展促使了大量高质量的图像分割技术的产生，特别 

是基于图论的图像分割技术。它具有高度的灵活性，提供统 

一 框架来处理图像的颜色、纹理、噪声和特征等。 

基于图论的图像谱分割技术是将图像映射为一个带权无 

向图，把图像中的单个像素或小区域作为无向图中的节点，利 

用最小割准则得到图像的最佳分割。该方法在本质上将图像 

分割问题转化为图的最优化问题，是一种对点聚类的方法。 

常见基于图论的割集准则有：最小割(Minimum cut)算法[2]、 

标准割(Normalized cut)算法[3]、比例分割(Ratio cut)算法[4]、 

最小最大割(Min-max cut)E引、算法平均割(Average cut)算 

法l_6]、等周割集(Isoperimetric ratio)[刀等。最小最大割算法 

(Mcut)完全满足聚类算法的一般准则[8]：类内样本相似度最 

大，类间样本相似度最小。因此，Mcut比其他割集算法有更 

好的分割性能。 

本文实现了基于特征系统的 Mcut算法，同时提出了基 

于Mcut的阈值分割算法。Mcut阈值分割算法的基本思想： 

采用基于灰度级的权值矩阵M(256*256)来代替通常所用 

的基于图像像素的权值矩阵来描述图像各像素的关系。对每 

一 个门限t，利用灰度级矩阵M可以快速地求出Mcut的值， 

其最小的Mcut对应的门限t即为最佳阈值。此求解分割方 

法能避免特征系统求解问题，减少算法时间复杂度和空间复 

杂度，提高算法实时性。 

1 基于谱聚类的分割算法 

任意特征空间的点集可以表示成元向加权图G一( ， 
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E)。其中节点集合用V表示，图G的阶N—lVI。连接任意 

两个节点的边的集合用E表示，连接两个节点( ， )的边赋予 

权值 ( ， )。对于图像来说，每个像素作为一个节点，其向 

量空间可包含像素的颜色信息和位置信息，权重 ( ，v)表示 

节点 和 之间的差异或者相似度 ]。 

假设图像节点集分为A和B两个独立的子集，其中B— 

V—A。如果不断地移去连接这两个子集的边，那么 A和 B 

两个子集的不相似程度可描述为移去的所有边的权值之和， 

即代价函数文中称为割 。可描述如下： 

cut(A，B)一 ∑ 叫( ， (1) 
t,EA，V∈B 

Wu和 Leahy提出最小割准则，当 cut(A，B)取最小时是 

图的最佳划分。但是该方法容易划分出图中的孤立节点[1 。 

为了克服这种现象，Shi和Malik提出标准割算法，即使用体 

积对割集的权值进行归一化，式(2)描述标准化割集算法的 

割 ： 

Ncut一 + (2) 一 十 百 J 

式中，asso(A，V)一 ∑ W( ， )为 A 中节点与图中所有节 

点的连接权值之和。当类间重叠较大时，Ncut算法容易出现 

倾斜划分[1 。2001年 Ding等人为了克服 Ncut算法容易出 

现倾斜划分的缺点，提出最小最大割集准则。式(3)描述了最 

小最大割集的割： 

Mcut= + (3) 

聚类算法的一般准则：类内样本相似度大，类间样本相似 

度小。那么类内样本相似度asso(A，A)和 asso(B，B)的值应 

该大，类间相似度cut(A，B)的值应该小。Mcut的最小值能 

够充分满足聚类算法的准则L1 。求Mcut最小值来实现图像 

的分割，即目标函数是 min Mcut。该目标函数可以转化为特 

征系统式(4)进行求解 ： 

(D--W)y=2／(1+a)Dy (4) 

w是一个对称的权值矩阵，元素为 ( ， )，它表示两个 

节点 和 之间的相似程度；D是结点的度矩阵，对角阵D— 

diag(dl，d2，⋯ ， )。 

d 一∑w(i， ) (5) 

A和Y分别为对应的特征值和特征向量。特征系统的次 

小特征值对应的特征矢量即Fielder矢量可以用来完成全图 

的最优划分Ⅱ ，Mcut割集算法得到的最优划分既能消除歪 

斜划分又能保证子类之间的分离度最大，对图像的分割结果 

也较为理想。然后递归调用该方法，进一步对分割得到的子 

图进行分割，直至满足某一终止条件为止。 

如果要处理的是一个较大的图像，则采用传统的 Mcut 

算法，并且在计算中使用基于像素的邻接权值矩阵，该权值矩 

阵W的维数必定会相应的较大，根据公式将求解一个N×N 

维的特征系统。此时即使采用近似优化算法[1。。来实现，对于 

大尺度的图像而言其算法的复杂度仍然非常高。另外，根据 

特征系统求解出的特征值有时会非常小，所以计算特征值时 

产生的微小误差也会对图像的分割效果产生严重的影响。以 

上这些因素限制了各领域对 Mcut算法的应用。 

2 本文算法 

在文献[14]中提出了基于标准割的阈值分割算法，本文 
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阂值分割建立在最小最大割算法基础上。令 一{( ， )；i一 

0，1，⋯，／／k一1；j=o，1，⋯，‰一1}，L一{0，1，⋯，255)，其中m 

和‰ 分别表示图像的高度和宽度，令 f(x， )为图像在像素 

(z， )处的灰度值，则 和f(x， )满足如下条件： 

f(x，3，)∈L，V( ， )EV (6) 

一 {( ， )：f(x， )一患，( ， )EV}，五∈L (7) 
255 

UVk— ， n 一 ，忌≠J， ， ∈L (8) 

对任意门限z(O≤t~255)，得到图像对应的图G(V，E)的 

一 个划分，A和B可分别表示为： 
t 255 

A—UVk，B— U Vk，k∈L (9) 

cut(A，B)= ∑ 训( ， )： ∑(∑ ( ，v)) 
,uEA， ∈B pEA V∈B 

善点1[ 簇v硼( ， ] (1o) O J=f+ ∈ ， V 

。s阳c(A，A)一 善 ( ， —i蚤善[ 叫( ， ] ∈A， ∈A 互O = ∈ ， ∈y 
(11) 

ns 。c(13，B)一 
B B 

( ， —
i= t 1至i[ ( ，v)] ∈， ∈ + = 户∈ ， ∈ 

(12) 

令cut( ， )一 ∑ ( ， )为 中所有节点(其灰 
∈V ， ∈vj 

度级为 )与 中所有节点(其灰度级为 )间总的连接权值 

之和，式(1O)一式(12)可以转化为： 

cut(A，B) ∑ ∑ cut( ， ) (13) 
i=0 j=i+1 

asso(A，A)=∑ Ecut( ， ) (14) 
= 0 = { 

asso(B，B)一 ∑ Ecut(~ ，V ) (15) 
{； +1 j=i 

同时可以证明下列公式成立[3]： 

assoc(A，、厂)=assoc(A，A)+cut(A，B) (16) 

a．ssoc(B，Vr)一ns5oc(B，B)+cut(A，B) (17) 

令 M ， =cut(V~， )为 256×256对称矩阵( ， )处的元 

素，且ml， 一 给定一幅图像，通过计算图像中节点之间 

的权值可以构建基于灰度级的权值矩阵M。由于M是一个 

对称矩阵，因此只对它的上三角部分进行分析 ]，形状如图1 

所示 。 

图 1 对称矩阵M—Fm(i，j)]Z56*256 

根据式(13)一(17)可知对于每一个门限 t所对应的 cut 

(A，B)、assoc(A，A)、assoc(B，B)的值分别是图 l中Ⅱ、I、Ⅲ 

的元素之和，即图1中工内元素之和构成了 assoc(A，A)的 

值，Ⅱ内元素之和构成了cut(A，B)的值，Ⅲ内元素之和构成 

了assoc(B，B)的值。那么对应的Meut割集为： 

Mc一  + (18) 



 

于是，对于每一个可能的门限 t能简单地求出其对应 的 

Mcut(A，B)的值，而且矩阵M的大小不大于 256*256，与图 

像的大小无关，与NXN的矩阵相比减少了参加计算的数据 

的个数，从而可以降低算法的时间复杂性，同时减少了存储空 

间的需求，降低了算法的空间复杂性。 

3 算法实现步骤 

下面首先具体介绍通过特征系统求解 Meut算法的实现 

步骤： 

输入：原始图像 j，有效距离 )，，灰度高斯函数的标准方差 

，空间距离高斯函数的标准方差最，停止分割时聚类内最小 

节点个数sArea，Mcut最大阈值SMcut。 

输出：k个聚类 

第 1步 构造NXN(N=lVI)对称权重矩阵W=G(V， 

D 。连接两个节点 i和J的权重可以通过以下方法求得： 

wi， —IL一 (19) 

一eXp(一』_生 ) (20) 

fexpE一 一世 ]， 
砌，』一1 If x( )一x( )ll 2<)， 

L0， ll x( )一x( )ll z≥)， 

(21) 

式(19)一式(21)权函数中，对于灰度图像，F(i， )的值为 

像素的灰度值，X( )为像素的空间坐标， 为灰度高斯函数 

的标准方差，奴为空间距离高斯函数的标准方差，r为两像素 

之间的有效距离，超过这一距离则认为两像素之间的相似度 

为0。此相似度函数认为，两像素之间的灰度值越接近则两 

像素之间的相似度越大，两像素之间的距离越近则其相似度 

也越大[ ]。式(19)只考虑了灰度关系，式(2O)只考虑了距离 

关系。本文选取式(21)构造权值矩阵。 

本文特征空间选择距离特征空间，文中选取的是像素的 

欧式空间坐标值。亮度特征空间文中选取的是像素的灰度值 

(0~255)。然后构造 N×N维的对角矩阵D。 

第2步 转化为特征系统求解。iJ-~dg(D—W)y 

Dy特征值和特征向量。选取第二小的特征值对应的特征向 

量。实现过程中，Matlab有函数eigs解决此问题。 

[U，S]=eigs(D--W，D，2， sm ) 

U2=U(：，2) 

第3步 用特征值来分割图 理想情况下，子集A和B 

被分割需满足下列条件：A一{ Iyl>O}，B一{ IY／>O}。 

然而，在实际状况中Y放宽条件采取实际值。因此需要一个 

分割点 t来分割图。主要有 3种方法 ： 

①采用0，即t=0。 

②采用中间值，t=median(U2)。 

③检索Mcut=(A，B)最小时对应的分割点。此分割点 

可以通过式(22)求得： 

—

yT
—

(D
下

--  W
一

)y (22) 

‘1)y 

一  

∑ 

式中， 一(1+z)一b(1-x)，b一 ，k一薏 。 
最优分割点一般在特征向量的平均值附近，Matlab中函 

数fminsearch实现多元函数最优解。 

第 4步 递归分割。 

本文 Mcut算法实现时，停止递归分割的条件有两个，一 

个Mcut大于预先设定阈值SMcut，Mcut值比较大意味着不 

存在清晰的分割点；同时对分割结果的大小也进行了限制，分 

割区域中节点总数小于一个预先设定阈值 sArea时，则停止 

分割。 

Mcut伪代码 ： 

Meut算法 

Function[SEG]=Mcut_Partition(I，w) 

W=Compute_W (I，SI，SX，r)； 

[u，s3=eigs(D--W，D，2， sm ) 

U2一U(1，2) 

t~me&tl(U2)# 

t=fminsearch(t，[]，U2，W，D)； 

A—find(U2> t)； 

B=find(U2<一 t)； 

mcut=McutValue(t，U2，W，D)； 

if(1ength(A)< sArea ll length(B)<sArea)ll mcut> sMcut 

retum ~ 

[SegA McutA]一McutPartition(I(A)，W(A，A)，sMcut，sArea) 

[SegBMcutB]=McutPartition(I(B)，W(B，B)，sMcut，sArea) 

本文提出基于Mcut阈值分割算法的实现步骤如下： 

输入：原始图像 ，有效距离r，灰度高斯函数的标准方差 

，空间距离高斯函数的标准方差 文。 

输出：K个聚类。 

第 1步 根据式(21)构造权值矩阵w。 

第 2步 构造矩阵M，rni， =cut( ， )。 

第 3步 在 0~255之间搜索使式(18)最小的阈值t。 

第4步 单阈值分割图像。 

4 实验结果和分析 

采用一系列的图像进行实验来测试本文方法的性能，并 

与一些具有代表性的基于图论的图像分割算法进行结果比 

对。为了使结果更有实际意义，本文选取的测试图像为实际 

图像，图片分为两类，一类图像有明确的目标和背景，而且能 

够通过某个门限准确地将 目标从实际背景中分割出来，理想 

的阈值分割结果以及对应的门限采用手动分割的方法由我们 

视觉来决定。另一类图像背景和目标没有明确的分离，图像 

的灰度分布比较均匀，这一类图像用于与其他基于图论的图 

像分割算法进行对比。 

本文选取的代表性的基于图论的图像分割算法有 ：标准 

割 (Normalized cut)算法[ 、比例分割(Ratio cut)算法[ 、最 

小最大割 (Min-max cut)E 、算法 平均割 (Average cut)算 

法_6]。上述比对算法按照本文的思想进行实现，公式的转换 

如表 1所列。 

表 l 比对算法公式转换 

本文选取 4张灰度 图片进行实验 ：Bird、Camera、Ty— 

phoon、Monkey。图像大小为 150*150，4张图像的灰度分布 
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后的第一个 IMF能量作为高铁故障特征向量 T，将各个速度 

下的4种工况的T作为BP神经网络的输入进行分类识别研 

究。实验结果表明，不管是在速度较大还是速度较小时，该故 

障诊断方法都能有效识别高铁故障，但随着速度的减小，该故 

障诊断方法的诊断正确率呈下降趋势。此外，通过同基于单个 

特征的故障诊断实验的对比，表明融合后的特征比单个特征更 

能全面反映高铁故障信息，能有效提高高铁故障诊断性能。 
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