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摘　要　文中讨论了带有不同模糊基函数的模糊系统的逼近问题.首先,基于一维正则模糊划分和重叠函数建立多维正则模

糊划分,以划分中的元素为模糊基函数设计模糊系统,应用 Weierstrass逼近定理证明了该模糊系统是通用逼近器,给出了模糊

系统的逼近误差界.其次,提出了多项式型、指数型和对数型模糊系统,并给出了带有隶属函数参数的逼近误差界.最后,通过

数值实验对不同模糊系统的逼近能力进行了比较,实验结果进一步验证了理论分析的正确性.
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Abstract　ThispaperisdevotedtoinvestigatingtheapproximationproblemoffuzzysystemsbasedondifferentfuzzybasisfuncＧ

tions．Firstly,themultiＧdimensionalregularvaguepartitionsareestablishedbasedononeＧdimensionalregularvaguepartitionsand

overlapfunctions,andthefuzzysystemsaredesignedbytakingtheelementsinthepartitionasthefuzzybasisfunctions．Withthe

helpoftheWeierstrassapproximationtheorem,theconclusionthatthefuzzysystemsareuniversalapproximatorsisobtained,and

thecorrespondingapproximationerrorboundsarepresented．Secondly,thispaperproposesthepolynomial,exponentialandlogaＧ

rithmicfuzzysystems,andgivestheirapproximationerrorboundswiththeparametersofmembershipfunctions．Finally,experiＧ

mentsaredesignedtocomparetheapproximationcapabilityofdifferentfuzzysystems．Experimentalresultsfurtherverifythe

correctnessofthetheoreticalanalysis．
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１　引言

模糊系统[１]是确定性系统的一种推广,是一种将输入、输
出和状态变量定义在模糊集上的系统,它能够较好地解决非

线性问题.由于模糊系统能够模拟人处理传统数学方法难以

处理的模糊信息问题,故其被广泛应用于模式识别、医疗诊断

系统等多个领域.尽管如此,模糊系统的理论基础还远不完

善.目前,关于模糊系统的理论研究主要集中在模糊系统的

构造、模糊系统的通用逼近性、逼近误差界以及逼近精度等方

面.早在１９９２年,Wang[１]就利用 StoneＧWeierstrass定理证

明了特定的模糊系统是通用逼近器,自此,许多学者相继展开

对模糊系统逼近问题的研究.文献[２]通过 KＧ拟减运算建立

了一种新的KpＧ积分模,并以分片线性函数为桥梁讨论了模

糊系统对一类 Kp 可积函数的逼近性.Tao等[３Ｇ４]引入了分

片线性函数以及剖分的定义,利用 mＧ网格剖分提出了逼近

因子的概念,并证明了逼近因子与剖分数无关,而逼近精度与

剖分数有关.随后,Sadjadi等[５Ｇ６]提出了基于SFC的光滑模

糊系统(SFS),并对其结构性质、精度以及稳定性进行了研究.

文献[７Ｇ８]对多项式模糊系统的稳定性问题进行了讨论,并针

对一类模糊系统提出了非线性隶属函数的逼近和变换方法.

在设计模糊系统时,模糊集隶属函数的选取会影响模糊

系统的逼近效果,因此许多学者对基于不同隶属函数的模糊

系统及其逼近性质进行了研究.对于单输入单输出模糊系

统,Zeng等[９]研究了具有三角形、梯形隶属函数的模糊系统

的逼近性质,包括一致逼近性和通用逼近性等.文献[１０]讨

论了布尔 模 糊 系 统 的 逼 近 精 度,并 得 出 了 基 于 RＧ蕴 涵 或

ReichenbachＧ蕴涵I(a,b)＝１－a＋ab且带有三角形隶属函数

的模糊系统是二阶逼近器,而多输入多输出模糊系统不构成

二阶逼近器.随后,Chen[１１]提出了基于余弦函数和二次多项

式函数的模糊系统,并研究了相关的逼近误差界.对于多



输入单输出模糊系统,Wang[１]证明了具有高斯隶属函数的模

糊系统是通用逼近器.Zeng等[１２]详细研究了具有三角形、梯

形隶属函数的模糊系统及其逼近性质.因三角形和梯形隶属

函数计算简洁,所以被广泛应用于模糊系统中.Huang等[１３]

提出了以三角形和梯形作为特例的广义线性隶属函数来设计

模糊系统,并给出了该模糊系统亦是通用逼近器的结论.通

过调整参数,可以获得相对较小的逼近误差,但他们并未对其

逼近误差界进行讨论.随后,Jiang等[１４Ｇ１５]直接在输入论域上

建立锥形隶属函数,以此设计双输入单输出模糊系统,并证明

了其通用逼近性,给出了３类模糊系统的逼近误差界.这些

结果主要是针对具有特殊类型隶属函数的模糊系统给出其逼

近性质,而基于其他类型隶属函数的模糊系统是否构成通用

逼近器,以及相关的逼近性质如何,目前还未见相关研究讨

论.此外,Wang[１]也指出隶属函数的选取具有很强的主观

性,因此系统地研究带有不同隶属函数的模糊系统及其逼近

性质具有重要意义.

２０１８年,Pan等[１６Ｇ１７]深入分析模糊现象,基于模糊现象

的本质及其特征,从全局和整体的观点给出了关于模糊概念

的新观点,从公理化的角度定义了模糊划分.故本文在一维

模糊划分的基础上,利用重叠函数建立多维模糊划分,并以划

分中的元素为基函数设计模糊系统,讨论该模糊系统的通用

逼近性及逼近误差界问题.

２　预备知识

下面主要介绍后文用到的基本概念和结论.对任意的

N∈ℕ＋ ,用符号 N
－

表示集合{１,􀆺,N}.

定义１[１６]　设U＝[a,b]⊂ℝ,U 上的一个模糊划分指具

有如下形式的对象:

U
~
＝{A１,􀆺,AN},N∈ℕ＋

其中,Ai＝{(x,μAi
(x))|x∈U}(i∈N

－ ),函数μAi
:U→[０,１]

定义了元素x∈U 关于类Ai(代表某种性质,即定性描述的

类)的隶属度,并且满足下面的条件:

(１)对任意的x∈U,至少存在一个i∈N
－ ,使得μAi

(x)＞

０;

(２)对任意的i∈N
－ ,μAi

(x)是连续的;

(３)对 任 意 的i∈N
－ ,至 少 存 在 一 个 点 x０ ∈U,使 得

μAi
(x０)＝１;

(４)对任意的i∈N
－ ,如果在点x０∈U 处满足μAi

(x０)＝１,

那么,μAi
(x)在[a,x０]上不减,在[x０,b]上不增;

(５)对任意的x∈U,满足０＜μA１
(x)＋􀆺＋μAN

(x)≤１.

若把上述定义中的条件(５)替换为:对任意的x∈U,满足

μA１
(x)＋􀆺＋μAN

(x)＝１,则称U
~

是U 上的正则模糊划分.

定义２[１７]　设W＝[a,b]×[c,d]＝U×V⊂ℝ２,W 上的

一个模糊划分指具有如下形式的对象:

W
~
＝{R１,􀆺,RN},N∈ℕ＋

其中,Ri＝{((x,y)T,μRi
(x,y))|(x,y)T∈U×V}(i∈N

－ ),函

数μRi
:W→[０,１]定义了元素x∈U 与元素y∈V 具有关系Ri

的程度,并且满足下面的条件:

(１)对任意的(x,y)T ∈W,至 少 存 在 一 个i∈N
－ ,使 得

μRi
(x,y)＞０;

(２)对任意的i∈N
－ ,μRi

(x,y)在W 上是连续的;

(３)对任意的i∈N
－ ,至少存在一点(x０,y０)T ∈W,使得

μRi
(x０,y０)＝１;

(４)对 任 意 的i∈N
－ ,如 果 在 点 (x０,y０)T ∈W 处 满 足

μRi
(x０,y０)＝１,那么,对任意的单位向量 (α１,α２)T,单变量函

数r(t)＝μRi
(x０＋α１t,y０＋α２t)在(－∞,０]上不减,在[０,

＋∞)上不增;

(５)对任 意 的 (x,y)T ∈W,满 足 ０＜μR１
(x,y)＋ 􀆺 ＋

μRN
(x,y)≤１.

若把上述定义中的条件(５)替换为:对任意的(x,y)T∈

W,满足μR１
(x,y)＋􀆺＋μRN

(x,y)＝１,则称W
~

是W 上的正

则模糊划分.

显然,上述定义可以进一步推广到多维模糊划分.

定义３[１８]　设A∈U
~,记

suppA＝{x∈U|μA(x)＞０}

kerA＝{x∈U|μA(x)＝１}

分别称suppA 和kerA 为A 的支集与核集.

定义４[１９]　设A∈U
~,则称

[A]α＝
{x∈U|μA(x)≥α}, ０＜α≤１

suppA, α＝０{
为模糊集A 的αＧ水平集.

由模糊划分的定义知,模 糊 集 Ai ∈U
~

是 凸 模 糊 集 且

[Ai]α 是闭区间,记[Ai]α＝[a－
iα ,a＋

iα ]⊂U.显然,a－
iα 关于α单

调不减,a＋
iα 关于α单调不增.

定义 ５[２０] 　 对 任 意 的 Ai,Aj ∈U
~,i,j∈ N

－ ,若

maxkerAi＜minkerAj,则称Ai＜Aj.

定义６[２１]　称n元函数O:[０,１]n→[０,１]是一个n元重

叠函数,如果对任意的x１,􀆺,xn∈[０,１]满足下列条件:

(１)O具有交换性;

(２)O(x１,􀆺,xn)＝０,当且仅当∏
n

i＝１
xi＝０;

(３)O(x１,􀆺,xn)＝１,当且仅当∏
n

i＝１
xi＝１;

(４)O是递增的;

(５)O是连续的.

构造重叠函数的定理如下.

定理１[２１]　映射O:[０,１]n→[０,１]是一个n元重叠函

数,当且仅当

O(x１,􀆺,xn)＝ u(x１,􀆺,xn)
u(x１,􀆺,xn)＋v(x１,􀆺,xn)

其中,u,v:[０,１]n→[０,１]对任意的x１,􀆺,xn∈[０,１]满足:

(１)u和v具有交换性;

(２)u是单调不减的,且v是单调不增的;

(３)u(x１,􀆺,xn)＝０当且仅当∏
n

i＝１
xi＝０;
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(４)v(x１,􀆺,xn)＝０当且仅当∏
n

i＝１
xi＝１;

(５)u和v是连续的.

定理２[２２](Weierstrass逼近定理)　设g(x)是[a,b]上

的连续函数,那么,对任意的ε＞０,存在多项式函数p(x),使

得|g(x)－p(x)|＜ε对任意的x∈[a,b]成立.

３　模糊划分及模糊系统

对任意的j∈n－(n∈ℕ＋ ),设Uj 和V 是ℝ中的有界闭区

间,U
~
j 和V

~
分别是Uj 和V 上的正则模糊划分,D＝U１×􀆺×

Un,重叠函数O在[０,１]n 上满足:∀xj,ri∈[０,１],j∈n－１,

i∈m－ ,m∈ℕ＋ ,且 ∑
m

i＝１
ri∈[０,１],有 O(x１,􀆺,xn－１,∑

m

i＝１
ri)＝

∑
m

i＝１
O(x１,􀆺,xn－１,ri),记O 为所有满足以上条件的重叠函数

的集合.显然,若O(x１,􀆺,xn)＝∏
n

i＝１
xi,则O∈O.

模糊系统f:D⊂ℝn→V⊂ℝ主要由模糊器、模糊规则

库、模糊推理机和解模糊器构成.模糊规则库由模糊IFＧ

THEN规则组成,具有形式Ri１􀆺in :如果x１ 为Ai１
１ 且􀆺且xn

为Ain
n ,则y为Bi１􀆺in .其中,Aij

j 是U
~
j 中的模糊集,Bi１􀆺in 是V

~

中的模糊集,ij∈N
－

j,j∈n－,Nj∈ℕ＋ 是U
~
j 中模糊集合的个

数,X＝(x１,􀆺,xn)T∈D 和y∈V 分别是模糊系统的输入和

输出变量.

设Ai１􀆺in ＝Ai１
１ ×􀆺×Ain

n 是 D 中的一个模糊关系,O∈

Ο,Ai１􀆺in 定义为:

μAi１􀆺in (X)＝O(μA
i１
１
(x１),􀆺,μA

in
n
(xn))

则有如下定理.

定理３　对任意的j∈n－,设U
~
j＝{Aij

j|ij∈N
－

j}是Uj 上的

一个模糊划分,则D
~
＝{Ai１􀆺in|ij∈N

－
j,j∈n－}是D 上的一个模

糊划分.

证明:只需证明n＝２成立即可.设U
~

１＝{Ai１
１|i１∈N

－
１},

U
~

２＝{Ai２
２|i２∈N

－
２}分别是U１,U２ 上的模糊划分,则:

(１)对任意的(x１,x２)T∈D,至少存在一个i１∈N
－

１,i２∈

N
－

２,使得μA
i１
１

(x１)＞０,μA
i２
２

(x２)＞０,所 以μAi１i２ (x１,x２)＝

O(μA
i１
１
(x１),μA

i２
２
(x２))＞０;

(２)对任意的 Ai１i２ ∈D
~ ,显然μAi１i２ (x１,x２)在 D 上是连

续的;

(３)对 任 意 的 Ai１i２ ∈D
~ ,因 存 在 (x１０,x２０)T ∈D,使 得

μA
i１
１
(x１０)＝μA

i２
２
(x２０)＝１,所以μAi１i２ (x１０,x２０)＝O(μA

i１
１

(x１０),

μA
i２
２
(x２０))＝１;

(４)对任意的 Ai１i２ ∈D
~ ,若在点(x１０,x２０)T ∈D 处满足

μAi１i２ (x１０,x２０)＝O(μA
i１
１

(x１０),μA
i２
２

(x２０))＝１,则μA
i１
１

(x１０)＝

μA
i２
２
(x２０)＝１.对任意的单位向量(α１,α２)T,当α１＜０,α２＞０

时,若t∈(－∞,０],则x１０＋α１t∈[x１０,＋∞),因μA
i１
１

(x１)

在x１∈[x１０,＋∞)上不增,故μA
i１
１

(x１０＋α１t)在t∈(－∞,

０]上不减.同理知μA
i１
１

(x１０＋α１t)在t∈[０,＋∞)上不增,

且μA
i２
２
(x２０＋α２t)在(－ ∞,０]上不减,在[０,＋ ∞)上不增,

其余情况类似.再由定义６知单变量函数r(t)＝O(μA
i１
１
(x１０＋

α１t),μA
i２
２
(x２０＋α２t))在(－∞,０]上不减,在[０,＋∞)上不增.

(５)对任意的(x１,x２)T∈D,因

∑
N１

i１＝１

　∑
N２

i２＝１
μAi１i２ (x１,x２)＝∑

N１

i１＝１

∑
N２

i２＝１

O(μA
i１
１
(x１),μA

i２
２
(x２))

＝O(∑
N１

i１＝１
μA

i１
１
(x１),∑

N２

i２＝１
μA

i２
２
(x２))

故０＜∑
N１

i１＝１

∑
N２

i２＝１
μAi１i２ (x１,x２)≤１.

综上知,D
~
＝{Ai１i２|ij∈N

－
j,j＝１,２}是 D＝U１×U２ 上的

一个模糊划分,故结论成立.

由定理３易得以下推论.

推论１　对任意的j∈n－,设U
~
j＝{Aij

j|ij∈N
－

j}是Uj 上的

一个正则模糊划分,则D
~
＝{Ai１􀆺in|ij∈N

－
j,j∈n－}是D 上的一

个正则模糊划分.

证明:对任意的(x１,x２)T ∈D,因U
~

１,U
~

２ 分别是U１,U２

上的正则模糊划分,故∑
N１

i１＝１
μA

i１
１
(x１)＝ ∑

N２

i２＝１
μA

i２
２

(x２)＝１.由定理

３的证明知,∑
N１

i１＝１

∑
N２

i２＝１
μAi１i２ (x１,x２)＝O(１,１)＝１,证毕.

下面基于 ４类基本初等函数,给出论域U＝[a,b]＝

∪
N－１

i＝１
[ei,ei＋１]上的一维正则模糊划分.

(１)余弦型正则模糊划分

μA１
(x)＝

cos(a１(x－e１)), x∈[e１,e２]

０, x∈(e２,eN]{

μAN
(x)＝

０, x∈[e１,eN－１)

１－cos(aN－１(x－eN－１)), x∈[eN－１,eN]{

μAi
(x)＝

１－cos(ai－１(x－ei－１)), x∈[ei－１,ei)

cos(ai(x－ei)), x∈[ei,ei＋１]

０, 其他

ì

î

í

ïï

ïï

其中ai 是大于０的常数,且满足ai(ei＋１－ei)＝ π
２

,i＝

２,􀆺,N－１.

(２)多项式型正则模糊划分

μA１
(x)＝

１－b１(x－e１)k１ , x∈[e１,e２]

０, x∈(e２,eN]{

μAN
(x)＝

０, x∈[e１,eN－１)

bN－１(x－eN－１)k１ , x∈[eN－１,eN]{

μAi
(x)＝

bi－１(x－ei－１)k１ , x∈[ei－１,ei)

１－bi(x－ei)k１ , x∈[ei,ei＋１]

０, 其他,

ì

î

í

ïï

ïï

其中,k１∈ℕ＋ ,且bi 是大于０的常数,满足bi (ei＋１－ei)k１ ＝

１,i＝２,􀆺,N－１.

(３)指数型正则模糊划分

μA１
(x)＝

２k－c１(x－e１)
２ －１, x∈[e１,e２]

０, x∈(e２,eN]{

μAN
(x)＝

０, x∈[e１,eN－１)

２－２k－cN－１(x－eN－１)
２ , x∈[eN－１,eN]{
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μAi
(x)＝

２－２k－ci－１(x－ei－１)
２ , x∈[ei－１,ei)

２k－ci(x－ei)
２ －１, x∈[ei,ei＋１]

０, 其他

ì

î

í

ïï

ïï

其中,k２＞０且k２≠１,ci 满足ci(ei＋１－ei)＝logk２２,i＝２,􀆺,

N－１.

(４)对数型正则模糊划分

μA１
(x)＝

１－logk３
(d１(x－e１)＋１), x∈[e１,e２]

０, x∈(e２,eN]{

μAN
(x)＝

０, x∈[e１,eN－１)

logk３
(dN－１(x－eN－１)＋１), x∈[eN－１,eN]{

μAi
(x)＝

logk３
(di－１(x－ei－１)＋１), x∈[ei－１,ei)

１－logk３
(di(x－ei)＋１), x∈[ei,ei＋１]

０, 其他

ì

î

í

ïï

ïï

其中,k３＞０且k３≠１,di 满足logk３
(di(ei＋１－ei)＋１)＝１,i＝

２,􀆺,N－１.

通过重叠函数将模糊IFＧTHEN规则Ri１􀆺in 简化为:如果

X 是Ai１􀆺in ,则y 是Bi１􀆺in ,其 中 Ai１􀆺in ∈D
~ ,Bi１􀆺in ∈V

~.令

Bi１􀆺in 的中心为y－i１􀆺in ,则带有单值模糊器、乘积推理机和中心

平均解模糊器的模糊系统为:

f(X)＝
∑

i１,􀆺,in
y－i１􀆺inO(μA

i１
１
(x１),􀆺,μA

in
n
(xn))

∑
i１,􀆺,in

O(μA
i１
１
(x１),􀆺,μA

in
n
(xn))

＝ ∑
i１,􀆺,in

φi１􀆺in (X)y－i１􀆺in

其中,

φi１􀆺in (X)＝
O(μA

i１
１
(x１),􀆺,μA

in
n
(xn))

∑
i１,􀆺,in

O(μA
i１
１
(x１),􀆺,μA

in
n
(xn))

为模糊系统的模糊基函数,简称基函数.

设模糊 划 分 D
~

中 元 素 Ai１􀆺in 的 隶 属 函 数 为 O(μA
i１
１

(x１),􀆺,μA
in
n
(xn))＝∏

n

j＝１
μAijj

(xj),下面以式(３)为基函数构建

模糊系统,并探讨其逼近性质.

φi１􀆺in (X)＝μAi１􀆺in (X) (３)

若模糊系统以指数型正则模糊划分为基函数,则称其为

指数型模糊系统,其他类型类似.

４　模糊系统的逼近性质

设g(X)是D 上的一个待逼近函数,论域 D 上的有界函

数g(X)的无穷范数定义为‖g(X)‖∞ ＝sup
X∈D

|g(X)|.

４．１　单输入单输出模糊系统

设U＝ ∪
N－１

i＝１
[ei,ei＋１]⊂ℝ为输入论域,U 上的正则模糊划

分U
~
＝{A１,􀆺,AN },其中 A１ ＜ 􀆺 ＜AN 且 kerAi＝{ei},

μAi
(x)分别在[a－

i０ ,a－
i１ ]和[a＋

i１ ,a＋
i０ ]上二次连续可微,i∈N

－ .

由式(３)知,单输入单输出模糊系统:

f(x)＝∑
N

i＝１
μAi

(x)y－i (４)

其中,Ai∈U
~.若Ai 的核为ei,则y－i＝g(ei),我们给出以下

定理.

定理４　设U
~

是U 上的一个正则模糊划分,g(x)是U 上

的连续可微函数,则式(４)的模糊系统f(x)满足

‖g(x)－f(x)‖∞ ≤２‖g′(x)‖∞h (５)

其中,h＝max
i∈N－１

{hi},hi＝ei＋１－ei.

证明:对任意的x∈U,存在i∈N－１,使得x∈[ei,ei＋１].

因U
~

是U 上的正则模糊划分,故

f(x)＝μAi
(x)g(ei)＋μAi＋１

(x)g(ei＋１)

利用微分中值定理,有

|g(x)－f(x)|＝|g(x)－g(ei)＋g(ei)－f(x)|

≤|g(x)－g(ei)|＋|μAi＋１
(x)||g(ei＋１)－

g(ei)|

≤|g′(β１)||x－ei|＋|g′(β２)||ei＋１－ei|

≤‖g′(x)‖∞h＋‖g′(x)‖∞h
其中β１∈(ei,x),β２∈(ei,ei＋１).故‖g(x)－f(x)‖∞ ≤

２‖g′(x)‖∞h.

由定理４知,论域U 上的多项式函数p(x)满足式(５),故

可得定理５.

定理５　设U
~

是U 上的一个正则模糊划分,则对任意定

义在U 上 的 实 连 续 函 数g(x)和 任 意 的ε＞０,一 定 存 在

式(４)所示的模糊系统f(x)满足

‖g(x)－f(x)‖∞ ＜ε (６)

即基于正则模糊划分的模糊系统是通用逼近器.

证明:由定理２知,存在U 上的一个实系数多项式p(x),

使得对任意的ε＞０和任意的x∈U,有|g(x)－p(x)|＜ε
２

.又

由定理４知,存在式(４)所示的模糊系统f(x),使得|p(x)－

f(x)|≤２‖g′(x)‖∞h.因存在 M＞０,使得‖g′(x)‖∞ ＜

M,令h充分小且h＜ ε
４M

,故

|g(x)－f(x)|≤|g(x)－p(x)|＋|p(x)－f(x)|＜ε
则‖g(x)－f(x)‖∞ ＜ε.

定理６　设U
~

是U 上的一个正则模糊划分,g(x)是U 上

的二次连续可微函数,则式(４)所示的模糊系统f(x)满足:

‖g(x)－f(x)‖∞ ≤１
８

(‖g″(x)‖∞h２＋

P‖g′(x)‖∞h３) (７)

其中,P＝max
i∈N－１

{ sup
x∈[ei,ei＋１]

|μ″Ai
(x)|},h＝ max

i∈N－１
{hi},hi＝ei＋１－

ei.

证明:对任意的x∈U,存在i∈N－１,x∈[ei,ei＋１],使得

f(x)＝μAi
(x)g(ei)＋μAi＋１

(x)g(ei＋１)

令R１(x)＝g(x)－f(x),因f(ek)＝g(ek),k＝i,i＋１,故

R１(x)＝T(x)(x－ei)(x－ei＋１),其中T(x)是二次连续可微

函数.对任意一个固定的点x,定义辅助函数

ϕ(t)＝g(t)－f(t)－T(x)(t－ei)(t－ei＋１),t∈[ei,ei＋１]

易知,t＝ek,k＝i,i＋１与t＝x是φ(t)＝０的３个根.故

由中值定理知,存在与x有关的γ∈(ei,ei＋１),使得ϕ″(γ)＝

０,从而有

T(x)＝１
２g″(γ)＋１

２μ″Ai
(γ)(g(ei＋１)－g(ei))
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|R１(x)|≤１
２|g″(γ)(x－ei)(x－ei＋１)|＋１

２|μ″Ai
(γ)

(g(ei＋１)－g(ei))(x－ei)(x－ei＋１)|

≤１
８‖g″(x)‖∞h２

i＋１
８‖μ″Ai

(x)‖∞

‖g′(x)‖∞h３
i

≤１
８‖g″(x)‖∞h２

i＋P
８‖g′(x)‖∞h３

i

≤１
８‖g″(x)‖∞h２＋P

８‖g′(x)‖∞h３

故‖g(x)－f(x)‖∞ ≤１
８

(‖g″(x)‖∞h２＋P‖g′(x)‖∞h３).

注１:式(７)中 P 与模糊划分相关,或是常数,或与hi

有关.

４．２　多输入单输出模糊系统

设Uj＝ ∪
Nj－１

ij＝１
[eij

j ,eij＋１
j ],U

~
j＝{A１

j,􀆺,ANj
j }是Uj 上形如

４．１节中的正则模糊划分,且kerAij
j ＝{eij

j },D
~
＝{Ai１􀆺in|ij∈

N
－

j,j∈n－}是D 上的正则模糊划分.首先,基于正则模糊划分

的双输入单输出模糊系统.

f(X)＝ ∑
i１,i２

μAi１i２ (X)y－i１i２ (８)

其中,Ai１i２ ∈D
~ ,X＝(x１,x２)T∈D.若Ai１i２ 的核为(ei１

１ ,ei２
２ )T,

则y－i１i２ ＝g(ei１
１ ,ei２

２ ),给出以下定理.

定理７　设D
~

是 D 上的一个正则模糊划分,g(X)是 D
上的连续可微函数,则如式(８)所示的模糊系统f(X)满足

‖g(X)－f(X)‖∞ ≤∑
２

j＝１

∂g
∂xj ∞

Hj (９)

其中,Hj＝ max
ij∈Nj－１

{hij
j },hij

j ＝eij＋１
j －eij

j ,j＝１,２.

证明:利用微分中值定理易证,故略.

定理８　设D
~

是 D 上的一个正则模糊划分,g(X)是 D
上的二次连续可微函数,则如式(８)所示的模糊系统f(X)

满足

‖g(X)－f(X)‖∞ ≤１
８∑

２

j＝１

∂２g
∂x２

j ∞
H２

j＋Pj
∂g
∂xj ∞

H３
j[ ]

(１０)

其中,Hj＝ max
ij∈Nj－１

{hij
j },hij

j ＝eij＋１
j －eij

j ,Pj＝ max
ij∈Nj－１

{ sup
xj∈[e

ij
j

,e
ij＋１
j

]

|

μ″Aijj
(xj)|},j＝１,２.

证明:对 任 意 的 (x１,x２)T ∈D,存 在i１ ∈N１－１,i２ ∈

N２－１,(x１,x２)T∈[ei１
１ ,ei１＋１

１ ]×[ei２
２ ,ei２＋１

２ ],使得

f(x１,x２)＝ ∑
i１＋１

j１＝i１
∑

i２＋１

j２＝i２
g(ej１

１ ,ej２
２ )μAj１

１
(x１)μAj２

２
(x２)

令R２(x１,x２)＝g(x１,x２)－f(x１,x２),因f(ej１
１ ,ej２

２ )＝

g(ej１
１ ,ej２

２ ),j１＝i１,i１＋１,j２＝i２,i２＋１,故可设

R２(x１,x２)＝T１(x１,x２)(x１－ei１
１ )(x１－ei１＋１

１ )＋T２(x１,

x２)(x２－ei２
２ )(x２－ei２＋１

２ )

其中T１,T２ 是二次连续可微函数.对任意一个固定的点

(x１,x２)T,定义辅助函数

ψ(s,t)＝g(s,t)－f(s,t)－T１(x１,x２)(s－ei１
１ )(s－

ei１＋１
１ )－T２(x１,x２)(t－ei２

２ )(t－ei２＋１
２ )

显然,(ei１
１ ,ei２

２ )T,(x１,ei２
２ )T,(ei１＋１

１ ,ei２
２ )T 是ψ(s,t)＝０的

３个根,且(ei１
１ ,ei２

２ )T,(ei１
１ ,x２)T,(ei１

１ ,ei２＋１
２ )T 也是ψ(s,t)＝０

的３个根.故由罗尔中值定理知,存在与x１ 有关的η１∈(ei１
１ ,

ei１＋１
１ ),与 x２ 有 关 的η２ ∈ (ei２

２ ,ei２＋１
２ ),使 得

∂２ψ
∂s２

s＝η１,t＝ei２２

＝

∂２ψ
∂t２

s＝e
i１
１

,t＝η２

＝０,故

T１(x１,x２)＝１
２

∂２g
∂s２

s＝η１,t＝ei２２

＋１
２μ″Ai１

１
(η１)(g(ei１＋１

１ ,ei２
２ )

－g(ei１
１ ,ei２

２ ))

T２(x１,x２)＝ １
２

∂２g
∂t２

s＝e
i１
１

,t＝η２

＋ １
２μ″Ai２

２
(η２)(g(ei１

１ ,ei２＋１
２ )

－g(ei１
１ ,ei２

２ ))

|g(x１,x２)－f(x１,x２)|

　≤|T１(x１,x２)||(x１－ei１
１ )(x１－ei１＋１

１ )|＋|T２(x１,x２)

||(x２－ei２
２ )(x２－ei２＋１

２ )|

　≤１
８

∂２g
∂x２

１ ∞
H２

１＋P１

８
∂g
∂x１ ∞

H３
１＋ １

８
∂２g
∂x２

２ ∞
H２

２＋

P２

８
∂g
∂x２ ∞

H３
２

　＝１
８ ∑

２

j＝１

∂２g
∂x２

j ∞
H２

j＋Pj
∂g
∂xj ∞

H３
j[ ]

故式(１０)成立.

注２:式(１０)中Pj 同样与模糊划分相关,或是常数,或与

hij
j 有关.

与定理５的证明类似,同样可得基于正则模糊划分的多

输入单输出模糊系统是通用逼近器.以上定理可推广到多输

入单输出模糊系统(n＞２).

由上述结论知,当g(X)二次连续可微时,模糊系统满

足式(１０),且逼近误差界由３个因素决定:模糊规则所决

定的 Hj,g(X)的一阶和二阶偏导数以及与隶属函数相关

的Pj.

４．３　三类模糊系统及其逼近性质

设U＝ ∪
N－１

i＝１
[ei,ei＋１],h＝ max

i∈N－１
{hi},hi＝ei＋１－ei.由文献

[１１]可得以下结论.

定理９[１１]　设U
~

是U 上的一次多项式型正则模糊划分,

g(x)是U 上的二次连续可微函数,则如式(４)所示的模糊系

统f(x)满足

‖g(x)－f(x)‖∞ ≤１
８‖g″(x)‖∞h２

定理１０[１１]　设U
~

是U 上的二次多项式型正则模糊划

分,g(x)是U 上的二次连续可微函数,则如式(４)所示的模糊

系统f(x)满足

‖g(x)－f(x)‖∞ ≤１
８

(‖g″(x)‖∞h２＋２‖g′(x)‖∞

h)

定理１１[１１]　设U
~

是U 上的余弦型正则模糊划分,g(x)
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是U 上的二次连续可微函数,则如式(４)所示的模糊系统

f(x)满足

‖g(x)－f(x)‖∞ ≤１
８

(‖g″(x)‖∞h２＋

π２

４‖g′(x)‖∞h)

由定理６可证,以下３类模糊系统的逼近误差界具有如

下形式:

‖g(x)－f(x)‖∞ ≤１
８

(‖g″(x)‖∞h２＋Q‖g′(x)‖∞h)

其中,Q是与正则模糊划分相关的常数.

定理１２(多项式型)　设U
~

是U 上的多项式型正则模糊

划分,g(x)是U 上的二次连续可微函数,则如式(４)所示的模

糊系统f(x)满足

‖g(x)－f(x)‖∞ ≤１
８

[‖g″(x)‖∞h２＋k１(k１－１)

‖g′(x)‖∞h] (１１)

其中,k１∈ℕ＋ .

证明:由定理９和定理１０知,当k１≤２时,结论成立.当

k１≥３时,由定理６有,对任意的x∈U,存在i∈N－１,使得

x∈[ei,ei＋１],有|g(x)－f(x)|≤ １
８

(‖g″(x)‖∞h２
i ＋

‖μ″Ai
(x)‖∞ ‖g′(x)‖∞h３

i).因μAi
(x)＝１－bi (x－ei)k１ ,

故μAi
(ei＋１)＝１－bihk１

i ＝０,即bihk１
i ＝１,且μ″Ai

(x)＝ －k１

(k１－１)bi (x－ei)k１－２,故有

|μ″Ai
(x)|≤|μ″Ai

(ei＋１)|＝k１(k１－１)bihk１－２
i

|g(x)－f(x)|≤１
８

(‖g″(x)‖∞h２
i＋k１(k１－

１)bihk１＋１
i ‖g′(x)‖∞ )

＝１
８

(‖g″(x)‖∞h２
i＋k１(k１－

１)hi‖g′(x)‖∞ )

≤１
８

(‖g″(x)‖∞h２＋k１(k１－１)

‖g′(x)‖∞h)

从而,式(１１)成立.

由式(１１)知,若多项式的次数k１ 越大,Q＝k１(k１－１)就

越大,则需要更多的规则才能达到期望精度,见实验１.同理

可得以下定理.

定理１３(指数型)　设U
~

是U 上的指数型正则模糊划分,

g(x)是U 上的二次连续可微函数,则如式(４)所示的模糊系

统f(x)满足

‖g(x)－f(x)‖∞ ≤１
８

[‖g″(x)‖∞h２＋

２(lnk２)２ (logk２２)２‖g′(x)‖∞h]

(１２)

其中,k２＞０且k２≠１.

证明:与定理１２证明类似,故略.

定理１４(对数型)　设U
~

是U 上的对数型正则模糊划分,

g(x)是U 上的二次连续可微函数,则当 ０＜k３ ＜１ 时,如

式(４)所示的模糊系统f(x)满足

‖g(x)－f(x)‖∞ ≤１
８

[‖g″(x)‖∞h２＋

(k３
－１－１)２

lnk－１
３

‖g′(x)‖∞h] (１３)

当k３＞１时,如式(４)所示的模糊系统f(x)满足

‖g(x)－f(x)‖∞ ≤１
８

[‖g″(x)‖∞h２＋

(k３－１)２
lnk３

‖g′(x)‖∞h] (１４)

证明:与定理１２证明类似,故略.

对于上述定理,多输入单输出模糊系统具有类似结论.

此外,具有其他类型基函数的模糊系统,其逼近误差界亦可由

定理６和定理８得到.

基于以上结论,表１给出了余弦型、多项式型、指数型和

对数型模糊系统的逼近误差界.

表１　逼近误差界

Table１　Approximationerrorbounds

类型 参数 逼近误差界

余弦型 － ‖g(x)－f(x)‖∞ ≤ １
８ ‖g″(x)‖∞h２＋π２

３２‖g′(x)‖∞h

多项式型 k１∈ℕ＋ ‖g(x)－f(x)‖∞ ≤ １
８ ‖g″(x)‖∞h２＋ １

８k１(k１－１)‖g′(x)‖∞h

指数型 k２＞０且k２≠１ ‖g(x)－f(x)‖∞ ≤ １
８ ‖g″(x)‖∞h２＋ １

４
(lnk２)２ (logk２２)２‖g′(x)‖∞h

对数型

０＜k３＜１ ‖g(x)－f(x)‖∞ ≤ １
８ ‖g″(x)‖∞h２＋ １

８
(k－１

３ －１)２

lnk－１
３

‖g′(x)‖∞h

k３＞１ ‖g(x)－f(x)‖∞ ≤ １
８ ‖g″(x)‖∞h２＋ １

８
(k３－１)２

lnk３
‖g′(x)‖∞h

　　特别地,二次多项式型、以２为底的指数型、以２为底的

对数型和余弦型模糊系统,其逼近误差界中的Q 分别为:２,

２(ln２)２,１
ln２

,π
２

４
,故以２为底的指数型和以２为底的对数型

模糊系统的逼近能力优于二次多项式型和余弦型模糊系统,

见实验２.故当Q值相差较大时,可根据逼近误差界公式粗

略地比较不同模糊系统之间的优劣.在设计模糊系统时,

定理６和定理８可作为选取基函数的依据之一.

５　数值实验

分别以不同类型的正则模糊划分设计模糊系统逼近

下列函数,比 较 模 糊 系 统 的 逼 近 能 力.给 出 如 下 待 逼 近

函数:
(１)g１(x)＝sin(x),x∈[－３,３]
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(２)g２(x１,x２)＝０．２５x２
１＋０．１５x２

２＋０．１x１x２＋０．４(x１,
x２)∈[０,１]×[０,１]
５．１　实验１

分别设计一次多项式、二次多项式、三次多项式、四次多

项式型模糊系统逼近上述函数,并分别取６１对和１２１对输入

输出数据对作为测试样本.在相同规则数下,比较４个模糊

系统逼近函数的最大误差值,如图１和图２所示.

图１　对g１ 的逼近误差比较

Fig．１　Comparisonofapproximationerrorsforg１

图２　对g２ 的逼近误差比较

Fig．２　Comparisonofapproximationerrorsforg２

以带有５条和５×５条规则的４个模糊系统分别逼近g１

和g２,对g１ 的逼近结果如图３所示,图４给出了g２ 的逼近误

差曲面.

图３　g１ 的逼近结果

Fig．３　Approximationresultsofg１

(a)一次多项式型 　(b)二次多项式型

(c)三次多项式型　 　(d)四次多项式型

图４　g２ 的逼近误差曲面

Fig．４　Approximationerrorsurfacesofg２

由图１－图４可知,以上４个模糊系统在相同规则数下,
随着多项式次数的增加,逼近效果越来越差,且规则越少,４
个模糊系统逼近能力的差异就越明显.

５．２　实验２
为了用最少的规则实现以期望的精度达到对未知函数的

逼近,Wang等对传统的二分算法进行改进,加入标志位,若
运算满足条件,置标志位为 True,否则为 False.这样就可通

过标志位确定规则数的范围,逐步收缩到最优规则数,详细算

法步骤见文献[２３].根据本文的理论分析,对该算法中的

Step３进行改进,得到如下计算步骤:

Step１　规则数增加,确定规则数范围,即 N１＝􀆺＝Nn

且N１,􀆺,Nn∈(２m－１,２m],m∈ℕ＋ .

Step２　规则数收缩,得到一组满足期望精度的等值规则

数 Nj＝N,N∈(２m－１,２m],j∈n－.

Step３′　规则数优化,得到一组满足期望精度的相对最

优规则数∏
n

i＝１
Ni.

其中Step３′的详细步骤为:规则数 N１ 在区间(０,N]采用

传统二分算法优化(在优化过程中,若规则数是小数,则向上

取整),令其他规则数 Ni(i≠１)保持不变,迭代计算得到优化

后的规则数 N１.若迭代过程中标志位全为False,则 N 为最

优规则数.再对规则数N２ 在区间(０,N]采用二分算法优化,
规则数 Ni(i≠２)保持不变,得到优化后的规则数 N２.以此

类推,得到模糊系统的相对最优规则数∏
n

i＝１
Ni.

在Step３′中,规则数 Ni 只需在(０,N]内进行迭代优化,

而非在(０,２m]内,故改进后的算法与原算法相比,减少了运算

次数.
下面分别设计余弦型、二次多项式型、以２为底的指数型

以及以２为底的对数型模糊系统逼近g１,g２,并分别取６１对

和４４１对输入输出数据对作为测试样本.在达到期望的精度

条件下,利用改进后的算法得到模糊系统所需的规则数,结果

如表２和表３所列.

表２　不同精度所需规则数

Table２　Numberofrulesrequiredfordifferentaccuracy

精度 余弦型 二次多项式型 指数型 对数型

０．５ ５ ５ ４ ５
０．０５ ２７ ３２ １４ １７
０．００５ ２４９ ３０１ １０３ １４６
０．０００５ ２４８８ ３００１ １０３１ １４４９

表３　不同精度所需规则数

Table３　Numberofrulesrequiredfordifferentaccuracy

精度 余弦型 二次多项式型 指数型 对数型

０．１ ２×３ ２×３ ３×３ ３×３
０．０１ １８×１９ １９×２０ １０×１１ １０×１０
０．００１ １７９×１７５ ２１７×２１７ ７７×７８ ７８×７５

由表２和表３知,指数型和对数型模糊系统优于二次多

项式型和余弦型模糊系统,且随着输入维数的增加,期望的精

度越低,该优势越明显.故当不同类型模糊系统的Q 值相差

较大时,可粗略地比较模糊系统的优劣.

结束语　本文利用重叠函数构造了多维模糊划分,并基

于模糊划分设计了模糊系统,从理论上证明了该模糊系统是

通用逼近器并给出了相关的逼近误差界,这比已有的结论更
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一般化,从而反映出模糊系统与模糊划分之间更多的信息.

最后通过两个实验进一步验证了理论分析的正确性.文中仅

讨论了重叠函数为代数积的情况,而选择其他的重叠函数获

得多维模糊划分进而构建模糊系统,并研究其逼近性质将是

后续的研究方向.
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