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基于最大间隔和流形假设的半监督学习算法

戴　伟 柴　晶 刘雅娇

云南大学信息学院　昆明６５０５００
　(daiwei＠mail．ynu．edu．cn)

　
摘　要　半监督学习是一种介于监督学习和无监督学习之间的弱监督学习模式,其在学习过程中将少量标记示例和大量未标

记示例结合起来构建模型,以期取得比监督学习仅使用标记示例更高的学习精度.在该学习模式下,文中提出了一种将最大间

隔准则和示例空间的流形假设思想相结合的半监督学习算法.该算法在利用示例流形结构估计未标记示例标记置信度的同时

利用最大间隔准则构建分类模型,并采用交叉优化方法以迭代的方式交替地求解分类模型参数和标记置信度.在１２个 UCI
数据集和４个由 MNIST手写数字集生成的数据集上的实验结果表明,采用半监督直推学习方式,该算法的性能优于其他对比

算法的情况为６０．５％;采用半监督归纳学习方式,该算法的性能优于其他对比算法的情况为４２．６％.
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SemiＧsupervisedLearningAlgorithmBasedonMaximum MarginandManifoldHypothesis
DAIWei,CHAIJingandLIUYajiao
SchoolofInformationScienceandEngineering,YunnanUniversity,Kunming６５０５００,China

　

Abstract　SemiＧsupervisedlearningisaweaklysupervisedlearningpatternbetweensupervisedlearningandunsupervisedlearＧ

ning．Itcombinesasmallnumberoflabeledinstanceswithalargenumberofunlabeledinstancestobuildamodelduringthe

processoflearning,hopingtoachievebetterlearningaccuracythansupervisedlearningusingonlylabeledinstances．InthislearＧ

ningpattern,thispaperproposesasemiＧsupervisedlearningalgorithmthatcombinesthemaximum marginwithmanifoldhypoＧ

thesisoftheinstancespace．ThealgorithmutilizesthemanifoldstructureofinstancestoestimatethelabelingconfidenceoverunＧ

labeledinstances,atthesametimeutilizesthemaximummargintoderivetheclassificationmodel．Andalternatingoptimizationis

adoptedtoaddressthequadraticprogrammingproblemofthemodelparametersandthelabelingconfidenceinaniterativemanＧ

ner．On１２UCIdatasetsand４datasetsgeneratedbytheMNISTdatabaseofhandwrittendigits,insemiＧsupervisedtransductive

learning,theproposedalgorithm’sperformanceoutperformsthecomparisonalgorithmsfor６０．５％oftheconfigurationsinsemiＧ

supervisedinductivelearning,theproposedalgorithm’sperformanceoutperformsthecomparisonalgorithmsfor４２．６％ ofthe

configurations．

Keywords　SemiＧsupervisedlearning,Maximummargin,Manifoldhypothesis,Labelingconfidence,Supportvectormachine

　

１　引言

半监督学习(SemiＧsupervisedLearning,SSL)[１Ｇ４]是介于

监督学习(SupervisedLearning)和无监督学习(Unsupervised
Learning)之间的一个机器学习的重要分支.无监督学习[５]

对事先未给定标记的示例进行学习建模,由于示例没有监督

信息,因此其学习建模通常具有一定困难.监督学习[６Ｇ７]则通

过对示例及其相应标记组成的标记示例集进行学习建模,力
图构建出能够对未见示例进行准确预测的分类模型或回归模

型.监督学习需要大量的标记示例进行建模,但在许多现实

任务中,由于标记示例通常涉及必要的领域知识,收集起来可

能费时费力.例如在计算机辅助医疗诊断[８]中,可以从病人

的常规检查中获得大量的未标记医学图像,但是要求医学专

家给出所有图像的病灶标记则存在一定困难.相比之下,在

许多任务中,获取大量未标记示例更容易.半监督学习可以

在标记示例有限的情况下,充分利用大量未标记示例进行建

模,这在很大程度上降低了对标记示例的需求量.半监督学

习已经被证实在许多实际应用中有效,如计算机辅助医疗诊

断[８Ｇ９]、文本分类[１０]、图像检索[１１]、生物信息学[１２]、新冠(COＧ
VIDＧ１９)检测[１３]、自然语言处理[１４]和邮件分类[１５].



流形假设是半监督学习中的常见假设,即假设示例分布

在某个低维的流形结构上,流形相近的示例拥有相似的标记.

在具体实现时,通常使用图的方法来近似流形结构,从而衍生

出了一些基于图的半监督学习(GraphＧbasedSemiＧsupervised

Learning,GSSL)算法[１６Ｇ２１].近似流形结构时所构建的图的

质量对于基于流形假设的算法性能而言至关重要[３],一个不

合适的图可能导致基于图的半监督学习算法比仅使用标记示

例的监督学习算法性能更差.然而,如何构建一个高质量的

流形结构图仍是一个问题.

支持向量机(SVM)[２２]基于最大间隔准则,其目标是寻找

具有最大间隔的划分超平面.半监督支持向量机(SemiＧsuＧ

pervisedSupportVectorMachine,S３VM)[１０,２３]是支持向量机

在半监 督 学 习 问 题 上 的 推 广.S３VM 基 于 大 间 隔 (Large

Margin)或低密度划分(LowDensityAssumption)原则[２],试

图寻找到一个划分超平面使得所有标记示例和未标记示例到

划分超平面之间都具有最大间隔.但是,Li等[２４]指出,当给

定少量标记示例和大量未标记示例时,示例特征空间中可能

会存在多个大间隔划分.在缺乏充足领域知识对这些大间隔

划分加以选择的情况下,选择其中一种错误划分可能会严重

影响算法性能.

通过对上述单独运用流形假设或最大间隔原则建模的问

题进行分析并受文献[２５]中算法的启发,本文将最大间隔准

则和示例空间的流形假设思想相结合,提出基于最大间隔和

流形假设的半监督学习算法(semiＧsupervisedlearningalgoＧ

rithmbasedon MAximum MArginand MAnifold HypotheＧ

sis,MA３H).MA３H 在构建最大间隔划分超平面的同时,通

过流形正则化项将标记示例的标记置信度和未标记示例的标

记置信度保持在流形结构上,并采用交叉优化方法交替地求

解最大间隔划分超平面的权重系数和未标记示例的标记置

信度.

本文第２章介绍相关工作;第３章阐述本文的算法原理

和优化流程;第４章介绍相关实验结果;最后总结全文并展望

未来.

２　相关工作

在过去的二十年里,学者们提出了大量的半监督学习算

法.根据工作方法的不同,它们可大致分为４类主流的学习

方法:基于生成式模型的方法[２６Ｇ３１]、基于分歧的方法[９,３２Ｇ３５]、

基于图的方法和基于半监督支持向量机的方法.为了给

MA３H 奠定基础,本章主要介绍后两类.

基于图的半监督学习算法是半监督学习的主流方法之

一,该类算法直接或间接地利用了流形假设思想.Zhu等[１７]

提出了基于半监督学习的标记传播算法(LabelPropagation

Algorithm,LPA),LPA首先构造一个图来近似流形结构并计

算示例之间的相似度得到图的权重矩阵,由权重矩阵得到概

率转移矩阵,然后以随机行走的方式将标记信息迭代传播到

未标记示例中.在此基础上,Zhu等[１９]结合高斯随机场和谐

波函数,利用图上的高斯随机场的谐波特性,提出了基于高斯

随机场与谐波函数(GaussianFieldsandHarmonicFunction,

GFHF)的半监督学习算法,由于 GFHF将真正的标记固定在

标记示例上,因此其不能很好地处理标记噪声.Zhou等[１６]

提出了一种与 GFHF 密切相关的局部与全局一致性算法

(LocalandGlobalConsistency,LGC),LGC利用局部和全局

一致性条 件 进 行 标 记 传 播 来 弥 补 GFHF 方 法 中 的 不 足.

Wang等[３６]提出了线性近邻重构算法(LinearNeighborhood

Propagation,LNP),LNP假设每个示例都可以由其近邻示例

的加权线性组合进行重构,并使用示例的局部线性重构计算

示例之间的权重,保证了图中局部和全局流形结构的平滑性.

Gong等[３７]提出了图拉普拉斯形变算法(LabelPredictionalＧ

gorithmviaDGL,LPDGL),LPDGL将示例的局部信息加入

平滑正则化中,实现了全局最优预测模型.Calder等[３８]基于

图的半监督学习提出了Poissonlearning框架,用于在标记示

例比率非常低的情况下基于图的半监督学习.

半监督支持向量机是半监督学习的另一个主流方法,

Bennett等[３９]提出了最初的 S３VM,为了能够利用未标记示

例的信息,其在SVM 的基础上,对训练集中每个未标记示例

引入两个松弛项,用于惩罚对未标记示例的错误分类并计算

其可能的错分风险,从而将未标记示例归类到其错分风险最

小的类中.Joachims[１０]提出了直推式支持向量机(TransducＧ

tiveSupportVectorMachine,TSVM),其通过添加新的约束

项将未标记示例的标记指派(LabelAssignment)加入到算法

的优化函数中,从而寻找一个在标记示例和进行了标记指派

的未标记示例上间隔最大化的决策边界.S３VM 算法中的优

化问题是混合整数规划问题,具有较高的计算复杂度.针对

该问题,Li等[４０]通过对未标记示例类中心的估计,提出了

MeanS３VM.MeanS３VM 使两个类别的未标记示例的类中

心之间的间隔最大化;通过考虑类中心,不再考虑 S３VM 算

法中对每个未标记示例的限制.因此,MeanS３VM 提升了

S３VM 的学习效率.Li等[４１]在 MeanS３VM 的基础上引入代

价敏感学习,提出了代价敏感的半监督支持向量机(CostＧ

SensitiveSemiＧsupervisedSupportVectorMachine,CS４VM),

CS４VM 把代价敏感学习和 MeanS３VM 相结合,对未标记示

例不同的错误分类采用不同的代价,赋予了S３VM 处理不均

衡代价的能力.

此后,针对在某些情况下,半监督学习可能出现性能下降

的情况,Li等[８]提出了安全半监督学习(SafeSemiＧsupervised

SupportVectorMachine,S４VM).S３VM 试图寻找一个具有

最大间隔的划分超平面,S４VM 则同时寻找多个具有大间隔

的划分超平面,再通过优化求解最优的决策边界.

基于上述研究现状,本文提出了一种将最大间隔准则和

流形假设思想相结合的半监督学习算法 MA３H,下文将对

MA３H 的具体原理和流程进行详细描述.

３　MA３H算法

３．１　问题定义

设X＝Rn表示n维特征空间,Y＝{y１,y２,􀆺,yq}表示含

有q类标记的类别空间.给定标记示例集DL＝{(xi,yi)|１≤
i≤l}和未标记示例集DU ＝{xi|l＋１≤i≤l＋u},其中xi∈X是

示例的n维特征向量[xi１,xi２,􀆺,xin]T,yi∈Y是示例xi的类

别标记,通常令l≪u.半监督学习的目标是从示例集合DL∪

０６２ ComputerScience 计算机科学 Vol．５１,No．２,Feb．２０２４



DU 中学习一个分类器f:X→Y.

３．２　模型构建

设fi＝[fi１,fi２,􀆺,fiq]T表示示例xi(１≤i≤l＋u)的标记

置信 度 向 量.未 标 记 示 例 的 置 信 度 矩 阵 为FU ＝ [fl＋１,

fl＋２,􀆺,fl＋u]T∈[０,１]u×q且∑
q

c＝１
fic＝１;标记示例的置信度矩

阵为FL＝[f１,f２,􀆺,fl]T∈{０,１}u×q.由于标记示例的类别

标记已知,因此对于任意标记示例(xi,yi)(１≤i≤l),有:

fic＝
１, ifc∈Y

０, otherwise{ (１)

定义特征空间映射函数Φ(x,y):X×YaRnq如下:

Φ(x,y)＝

x􀅰I(y＝y１)

x􀅰I(y＝y２)

􀆺

x􀅰I(y＝yq)

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(２)

其中,I(􀅰)为指示函数,Φ(x,y)将示例的原始特征映射为特

定于示例类别标记的联合特征.

３．２．１　流形假设

MA３H 基于流形假设来保持未标记示例和标记示例的

标记置信度处于流形结构上,并使用图的方法来逼近该流形.

首先在DL和DU 上构建一个加权图G＝(L,U,E,W),其中顶点

集L和U 分别表示标记示例xi(１≤i≤l)和未标记示例xi(l＋

１≤i≤l＋u)在图中的顶点集合.边集E 包含从L 到U 的有

向边集合,对于每个未标记示例xi∈DU ,找到其在标记示例集

DL中的k近邻N(xi),则图G中的边集E 可表示为E＝{(xj,

xi)∣xj∈N(xi),l＋１≤i≤l＋u}.W 表示E 中未标记示例和

标记示例之间的相似度权重矩阵,W ＝[wi,j]u×l(如果(xj,

xi)∈E,则wi,j≥０,否则wi,j＝０).本文采用文献[４２]中的方

法计算W,该方法通过计算示例在近邻空间的加权重构来确

定相应权重.设w∧i＝[w∧i,j１
,􀆺,w∧i,jk ]T(ja∈N(xi),１≤a≤k)

表示未标记示例xi和其在标记示例中k 近邻 N(xi)之间的权

重向量,N(xi)中示例xja 在重构xi时的权重系数wi,ja 可由以

下优化问题求得:

min
wi
　‖xi－∑

k

a＝１
　wi,ja

􀅰xja ‖

s．t．wi,ja ≥０(ja∈N(xi),１≤a≤k)
(３)

如式(３)所示,通过拟合具有非负约束的线性最小二乘问

题来优化权重向量wi,该问题可以通过二次规划求解器求解.

进一步对W 行归一化得到归一化后的权重矩阵S＝[sij]u×l:

S＝D－１W (４)

其中,D＝diag[d１,d２,􀆺,du],di＝∑
l

j＝１
wi,j.

算法１给出了构建加权图的具体算法流程.

算法１　加权图构建算法

输入:(DL,DU,k)

输出:S

１．初始化权重矩阵 W＝[wi,j]u×l

２．fori＝１toudo

３．　找到未标记示例xi在DL中的k近邻N(xi);

４．　　通 过xj和 N(xi)求 解 式 (３)确 定 权 重 矩 阵w∧i＝ [w∧i,j１ ,􀆺,

w∧i,jk]T;

５．　　forja∈N(xi)do

６．　　　setwi,ja＝w∧i,ja

７．　endfor

８．endfor

９．对权重矩阵 W 行归一化得到S＝D－１W

最后,为保持标记示例和未标记示例的标记置信度处在

图G的流形结构上,需最小化如下流形正则化项:

∑
u

i＝１
　∑

l

j＝１
　sij‖fl＋i－fj‖２

２ (５)

其中,sij是图G 中未标记示例顶点和标记示例顶点之间的相

似度权重值.如果两个顶点由具有较大权重的边进行连接,

则它们的置信度向量应趋于一致,以保持流形结构的平滑性.

３．２．２　MA３H 模型

联合优化最大间隔划分超平面权重向量w∈Rnq和流形

正则化项∑
u

i＝１
　∑

l

j＝１
sij‖fl＋i－fj‖２

２,得到基于最大间隔和流形假

设的半监督学习模型 MA３H 如下:

min
w,Ξ,FU

　１
２‖w‖２

２＋λ
l ∑

l

i＝１
　∑

q

c＝１
　ficξic＋μ

u ∑
l＋u

i＝l＋１
　∑

q

c＝１
　ficξic＋

γ∑
u

i＝１
　∑

l

j＝１
　sij‖fl＋i－fj‖２

２

s．t．wTΦ(xi,yc)－max
yc′≠yc

　wTΦ(xi,yc′)≥１－ξic,

(１≤i≤l＋u,１≤c≤q)

ξic≥０,(１≤i≤l＋u,１≤c≤q)

fic≥０,(l＋１≤i≤l＋u,１≤c≤q)

∑
q

c＝１
　fic＝１,(l＋１≤i≤l＋u) (６)

其中,Ξ＝[ξic](l＋u)×q是一系列用于调整分类间隔的松弛变

量,每个示例xi(１≤i≤l＋u)中有q个松弛变量ξic(１≤c≤q);

yc是xi的真实类别标记.第一项是划分超平面权重向量w;第

二项和第三项是示例的松弛变量ξic,其由示例标记置信度fic

进行加权调节;第四项是标记置信度的流形正则化项,用于保

持未标记示例和标记示例的标记置信度处于平滑的流形结

构上.

３．３　交叉优化

MA３H 可以采用文献[２５]中的交叉优化的方法以迭代

的方式交替更新w和FU .

３．３．１　固定w,优化FU

当w固定时,松弛变量ξic根据式(６)的第一项和第二项约

束可由式(７)计算得到.

ξic＝max(０,１＋max
yc′＝yc

　wTΦ(xi,yc′)－wTΦ(xi,yc)) (７)

则式(６)可被转换成下列二次规划问题:

min
FU
　μ

u ∑
l＋u

i＝l＋１
　∑

q

c＝１
　ficξic＋γ∑

u

i＝１
　∑

l

j＝１
　sij‖fl＋i－fj‖２

２

s．t．fic≥０,(l＋１≤i≤l＋u,１≤c≤q)

∑
q

c＝１
　fic＝１,(l＋１≤i≤l＋u) (８)

式(８)是一个含有uq个变量和u(q＋１)个约束的二次规

划问题.为降低计算复杂度,在优化FU 中未标记示例xi标记

置信度fi的同时固定FU 中的其他分量,可进一步将式(８)分

解成u个下列二次规划子问题:

１６２戴　伟,等:基于最大间隔和流形假设的半监督学习算法



min
fi

　γfT
ifi＋ μ

uξi－２γ∑
l

j＝１
sijfj( )

T

fi

s．t．fic≥０,(１≤c≤q)

∑
q

c＝１
fic＝１

(９)

其中,ξi＝[ξi１,ξi２􀆺,ξiq]是xi的松弛变量.

３．３．２　固定FU ,优化w
当FU 固定时,式(６)的优化问题可以转换为如下问题:

min
w,Ξ
　１

２‖w‖２
２＋λ

l ∑
l

i＝１
　∑

q

c＝１
　ficξic＋μ

u ∑
l＋u

i＝l＋１
　∑

q

c＝１
　ficξic

s．t．wTΦ(xi,yc)－max
yc′≠yc

　wTΦ(xi,yc′)≥１－ξic,

(１≤i≤l＋u,１≤c≤q)

ξic≥０,(１≤i≤l＋u,１≤c≤q) (１０)

为求解方便,进一步将式(１０)中的两个约束条件写为:

wTΦ(xi,yc)＋δcr－wTΦ(xi,yr)≥１－ξic(１≤i≤l＋u,１≤c,r≤

q),其中,如果c＝r则δcr＝１,否则δcr＝０.由拉格朗日乘子法

可得式(１０)的拉格朗日函数为:

L(w,Ξ,α)＝ １
２ ‖w‖２

２＋λ
l ∑

l

i＝１
　∑

q

c＝１
　ficξic＋μ

u ∑
l＋u

i＝l＋１
　∑

q

c＝１
　fic

ξic＋∑
l＋u

i＝１
　∑

q

c＝１
　∑

q

r＝１
　αi

cr(wTΦ(xi,yr)－wTΦ(xi,yc)

－δcr＋１－ξic) (１１)

其中,α＝[α１
１１,􀆺,αi

lr,􀆺,αl＋u
qq ]T是相应示例的拉格朗日乘子

且αi
cr≥０(１≤i≤l＋u,１≤c,r≤q).令L(w,Ξ,α)关于w和Ξ

的偏导数为０,可得式(１０)的对偶问题如下:

min
a
　１

２∑
l＋u

i＝１
　∑

l＋u

j＝１
　xT

ixj∑
q

c＝１
　(∑

q

r＝１
　αi

cr－∑
q

r＝１
　αi

rc)(∑
q

r＝１
　αj

cr－∑
q

r＝１
　αj

rc)＋

∑
l＋u

i＝１
　∑

q

c＝１
　∑

q

r＝１
　αi

crδcr

s．t．αi
cr≥０,１≤i≤l＋u,１≤c,r≤q (１２)

式(１２)是一个含有(l＋u)q２个变量和(l＋u)q２个约束的

二次规划问题.为求解方便,进一步将其分解成对每个示例

xi的拉格朗日乘子αi＝[αi
cr]q×q单独处理的l＋u个子问题并

引入矩阵M∈{０,１}q×q２ 和N∈{０,１}q×q２ .

M＝[Iq×q,􀆺,Iq×q] (１３)

N＝

１１×q ０１×q 􀆺 ０１×q

０１×q １１×q 􀆺 ０１×q

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

０１×q ０１×q 􀆺 １１×q

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(１４)

１)https://archive．ics．uci．edu/ml/datasets．php
２)http://yann．lecun．com/exdb/mnist/

其中,Iq×q是单位矩阵.优化αi时,固定α中的其他拉格朗日

乘子,则式(１２)可以写为:

min
αi
　１

２xT
ixivec(αi)TCTCvec(αi)＋(∑

j≠i
　xT

ixjCTCvec(αj)＋

vec(Iq×q))Tvec(αi)

s．t．αi
cr≥０,(１≤c,r≤q) (１５)

其中,vec(􀅰)将矩阵拉伸为长向量,C＝M－N.

当交叉优化结束后,根据 KarushＧKuhnＧTucker(KKT)条

件可得划分超平面权重向量w＝[w１;w２;􀆺;wq]为:

wr＝∑
l＋u

i＝１
　(∑

q

c＝１
　αi

rc－∑
q

c＝１
　αi

cr)xi(１≤r≤q) (１６)

最后,对 于 训 练 集 中 未 标 记 示 例 或 者 未 见 示 例x∗ ,

MA３H 对该示例的预测类别为:

y∗ ＝argmax
y∈Y

　w　TΦ(x∗ ,y) (１７)

MA３H 算法的伪代码如算法２所示.

算法２　MA３H 算法

输入:(DL,DU,λ,μ,γ,x∗)

输出:y∗

１．初始化未标记示例的置信度矩阵权重矩阵FU;

２．重复

３．　通过求解式(１５)中的一系列二次规划子问题求解α;

４．　通过求解式(１６)更新w;

５．　通过求解式(８)中的一系列二次规划子问题更新FU;

６．直到收敛

７．通过求解式(１７)返回y∗

４　实验

本章首先介绍实验中所使用的数据集和对比算法,然后

从半监督的直推式和归纳式两种学习方式来进行对比实验.

４．１　实验数据集

实验所用数据集来源于１２个 UCI数据集１)和４个由

MNIST手写数字数据集２)生成的二分类数据集.MNIST一

共包含 ４５对二分类问题,本文选择其中 ４对(mnist４vs９,

mnist３vs８,mnist７vs９,mnist１vs７)分类难度最大的二分类问

题[８],采用文献[８]中的做法,去除上述４对数据集中特征全

０的维度.表１列出了这１６个半监督数据集的主要特征.

表１　实验数据集的特征

Table１　Characteristicsofexperimentaldatasets

数据集 特征维度
示例数目

正示例 负示例 总计

house １６ １０８ １２４ ２３２
haberman １４ ８１ ２２５ ３０６
isolet ５１ ３００ ３００ ６００

australian ４２ ３８３ ３０７ ６９０
german ５９ ３００ ７００ １０００
optdigits ４２ ５７２ ５７１ １１４３
digit１ ２４１ ７６６ ７３４ １５００
ethn ３０ １３１０ １３２０ ２６３０
sat ３６ １５０８ １５３３ ３０４１

spambase ５７ １８１３ ２７８８ ４６０１
mushroom ２１ ３９１６ ４２０８ ８１２４
mnist４vs９ ６２９ ６８２４ ６９５８ １３７８２
mnist３vs８ ６３１ ７１４１ ６８２５ １３９６６
mnist７vs９ ６００ ７２９３ ６９５８ １４２５１
mnist１vs７ ６５２ ７８７７ ７２９３ １５１７０

magic １０ １２３３２ ６６８８ １９０２０

实验在每个数据集上均采用十折交叉验证法对各算法进

行评估,同时记录各算法的平均准确度和标准差.给定数据

集D,首先将其平均分成１０份,每次轮流将其中１份作为测

试集Dtest,其余９份作为训练集Dtrain.采用文献[８]中划分标

记示例和未标记示例的做法:在Dtrain中随机选择l(l＝１０,

１００)个示例作为标记示例集DL,其余作为未标记示例集DU .

为分析 MA３H 算法的性能,分别以直推式和归纳式两种
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半监督学习方式进行对比实验,直推式在训练集Dtrain上训练,

对DU 中示例进行预测,归纳式则对Dtest中示例进行预测.

４．２　对比算法

将 MA３H 算法与４个经典的半监督学习算法和１个基

准的监督学习算法进行对比.SVM(只使用DL 训练)为基准

监督学习算法,４ 个半 监 督 算 法 包 括:基 于 图 的 学 习 算 法

LNP[３６]和LGC[１６]、基于半监督支持向量机的S３VM[１０]和安

全半监督支持向量机算法S４VM[８].

实验中各对比算法参数设置如下:监督 SVM 和 S３VM
算法中的正则化参数按照文献[２]中建议的参数进行设置;

S４VM 中正则化参数C１和C２、采样数量 N、分类器数量T 和

风险系数λ按照文献[８]中建议的参数进行设置;LGC中平

衡因子α按照文献[１７]中建议的参数进行设置,近邻数目k

设置为３(与 MA３H 相同);LNP中平衡因子α按照文献[３７]

中建议的参数进行设置,近邻数目k设置为３(与 MA３H 相

同).如算法１所示,MA３H 中近邻数目k设置为３(与 LGC
和 LNP 相 同),如 算 法 ２ 所 示,MA３H 中 参 数λ 和 μ 从

{０．００１,０．０１,０．１,１,５,１０,５０,１００}中选取,参数γ固定为０．０１.

４．３　实验结果

表２和表３分别列出了在标记示例数目l＝１０和l＝１００
时,M３AH 与对比算法的直推式学习实验结果.在每个数据

集上性能最优的结果均加粗表示.基于显著性水平为０．０５
的配对t检验,使用􀅰/􀳱表示 MA３H 是否明显优于/差于对

比算法.表４列出了在标记示例l＝１０和l＝１００的情况下,

MA３H 算法优于(win)/持平(tie)/差于(loss)对比算法的实

验次数.

表２　MA３H 与对比算法在１０个有标记示例(l＝１０)直推式学习方式上的分类准确度

Table２　ClassificationaccuracyofMA３Handeachcomparisonalgorithmon１０labeledinstances(l＝１０)intransductivelearning

数据集 SVM LGC LNP S３VM S４VM MA３H
house ０．９１８±０．０３０ ０．８９７±０．０１４􀅰 ０．９０１±０．０１８ ０．８５１±０．０６３􀅰 ０．９１９±０．０２６ ０．９１４±０．０２７

haberman ０．６３４±０．０６８ ０．６１９±０．１２２ ０．６０１±０．１１９ ０．６１３±０．０５８ ０．６４６±０．０６７ ０．６３６±０．１２１
isolet ０．８７１±０．０７１􀅰 ０．８４６±０．０８５􀅰 ０．８６９±０．０５３􀅰 ０．８６０±０．１１０􀅰 ０．８９０±０．０９８􀅰 ０．９９０±０．００６

australian ０．６８６±０．１６７ ０．６４６±０．０９６􀅰 ０．６４５±０．１０３􀅰 ０．７０１±０．１８４ ０．６８４±０．１７３ ０．７０９±０．１１９
german ０．６３９±０．０３８􀅰 ０．６６０±０．０４１ ０．６４６±０．０３７􀅰 ０．６１２±０．０４６􀅰 ０．６４０±０．０３８􀅰 ０．６６７±０．０３２
optdigits ０．９３１±０．０５８􀅰 ０．９００±０．１０１􀅰 ０．９４０±０．０５１􀅰 ０．８９６±０．０９５􀅰 ０．９４１±０．０７３ ０．９７６±０．０２５
digit１ ０．７６４±０．０８２􀅰 ０．７２１±０．０９７􀅰 ０．７４６±０．０８７􀅰 ０．８２５±０．０５５ ０．７６４±０．０８２􀅰 ０．８３３±０．０４９
ethn ０．６９４±０．０５７ ０．６０６±０．０６３ ０．６６６±０．０６７ ０．７７７±０．０９６􀳱 ０．７２９±０．０８９ ０．６８７±０．１８５
sat ０．９８２±０．０２３􀅰 ０．９８９±０．００７􀅰 ０．９９０±０．００７􀅰 ０．９０１±０．０８９􀅰 ０．９４６±０．０６０􀅰 ０．９９５±０．００１

spambase ０．６０９±０．０７４􀅰 ０．６８６±０．０６９ ０．６８７±０．０６２ ０．６０２±０．１２３􀅰 ０．６００±０．１１９􀅰 ０．６７０±０．０８４
mushroom ０．７６９±０．１１６ ０．６９７±０．０９６􀅰 ０．７７２±０．０８３ ０．７３１±０．１２２􀅰 ０．７３５±０．１１９􀅰 ０．７８３±０．１０３
mnist４vs９ ０．６７５±０．０９４􀅰 ０．６１８±０．０９４􀅰 ０．６４８±０．０８６􀅰 ０．６９２±０．０８４ ０．６９１±０．０９８ ０．７３７±０．１２９
mnist３vs８ ０．７６３±０．０７７􀅰 ０．７２７±０．０６４􀅰 ０．７５４±０．０７３􀅰 ０．７７８±０．０６７􀅰 ０．７８６±０．０７９􀅰 ０．８４０±０．０６１
mnist７vs９ ０．７６９±０．０５５􀅰 ０．７０８±０．０５３􀅰 ０．７５４±０．０４７􀅰 ０．７６４±０．０６９􀅰 ０．７７２±０．０８３􀅰 ０．８３７±０．０４６
mnist１vs７ ０．９０３±０．０４６􀅰 ０．８９７±０．１０６􀅰 ０．９３４±０．０３５ ０．８７６±０．０９４􀅰 ０．８９０±０．０９０􀅰 ０．９４５±０．０２１

magic ０．５７６±０．１５０􀅰 ０．６５４±０．１２２ ０．６３７±０．１２７ ０．６４２±０．１３１ ０．６３７±０．１５６ ０．６６６±０．１２３

表３　MA３H 与对比算法在１００个有标记示例(l＝１００)直推式学习方式上的分类准确度

Table３　ClassificationaccuracyofMA３Handeachcomparisonalgorithmon１００labeledinstances(l＝１００)intransductivelearning

数据集 SVM LGC LNP S３VM S４VM MA３H
house ０．９２５±０．０３８􀅰 ０．９３０±０．０２２􀅰 ０．９２９±０．０２５􀅰 ０．９１９±０．０３２􀅰 ０．９２５±０．０３４􀅰 ０．９５０±０．０２４

haberman ０．７３９±０．０４３ ０．６８６±０．０３９􀅰 ０．６６２±０．０４１􀅰 ０．６９８±０．０４５ ０．７２５±０．０３３ ０．７４３±０．０３２
isolet ０．９８９±０．００５ ０．９７１±０．０１１􀅰 ０．９７３±０．００８􀅰 ０．９３８±０．０３９􀅰 ０．９８２±０．０１９ ０．９９３±０．００５

australian ０．８０５±０．０２２􀅰 ０．７８３±０．０２４􀅰 ０．７７３±０．０２３􀅰 ０．７９６±０．０２５􀅰 ０．８１３±０．０２６􀅰 ０．８４８±０．０１１
german ０．６４５±０．０３２􀅰 ０．６８３±０．０１５ ０．６８０±０．０１８􀅰 ０．６５８±０．０２７􀅰 ０．６５０±０．０３０􀅰 ０．６９９±０．０１５
optdigits ０．９９２±０．００２􀅰 ０．９９３±０．００４􀅰 ０．９９４±０．００３􀅰 ０．９５５±０．０２６􀅰 ０．９９１±０．００８􀅰 ０．９９７±０．００１
digit１ ０．８９７±０．０１３􀅰 ０．９２６±０．０１６ ０．９３３±０．０１４ ０．８９９±０．０１５􀅰 ０．９００±０．０１１􀅰 ０．９２９±０．０１８
ethn ０．８８４±０．０２２􀅰 ０．８２４±０．０３８􀅰 ０．８５８±０．０３６􀅰 ０．９０９±０．０２４ ０．８８６±０．０２１􀅰 ０．９１９±０．０３０
sat ０．９９７±０．００２ ０．９９５±０．００１􀅰 ０．９９５±０．００２􀅰 ０．９６１±０．０３１􀅰 ０．９９６±０．００４ ０．９９６±０．００１

spambase ０．７６０±０．０４３􀅰 ０．８０６±０．０１９􀅰 ０．８０７±０．０２１ ０．８２７±０．０１６ ０．８２３±０．０１３ ０．８２４±０．０１５
mushroom ０．９２６±０．０２４ ０．９４０±０．０１０􀳱 ０．９６１±０．０１３􀳱 ０．９２１±０．０２４ ０．９２２±０．０２０ ０．９２０±０．０１２
mnist４vs９ ０．９１０±０．０１３􀅰 ０．８４３±０．０２５􀅰 ０．８５６±０．０２３􀅰 ０．８９７±０．０１７􀅰 ０．９１６±０．０１３􀅰 ０．９３１±０．０１０
mnist３vs８ ０．９１９±０．０１０ ０．９２０±０．０１２ ０．９２４±０．０１０􀳱 ０．９０８±０．０１６ ０．９２６±０．００９􀳱 ０．９１４±０．０１２
mnist７vs９ ０．９１１±０．０１１ ０．９０１±０．０１７􀅰 ０．９０８±０．０１７􀅰 ０．８９２±０．０４０􀅰 ０．９０９±０．０３５ ０．９１９±０．００７
mnist１vs７ ０．９７９±０．００６􀳱 ０．９７６±０．００６􀳱 ０．９７９±０．００５􀳱 ０．９６３±０．０２７ ０．９６７±０．０２１ ０．９６９±０．００４

magic ０．７４９±０．０２４􀅰 ０．７６０±０．０１３􀅰 ０．７４７±０．０１６􀅰 ０．７７４±０．０１１ ０．７７３±０．０１４ ０．７７５±０．００６

表４　MA３H 与各对比算法在直推式学习方式上的胜/平/负统计

Table４　Win/tie/losscountsbetweenMA３Handeachcomparison

algorithmintransductivelearning

标记示例

数目l
MA３H 对比

SVM LGC LNP S３VM S４VM
l＝１０ １１/５/０ １１/５/０ ９/７/０ １０/５/１ ９/７/０
l＝１００ ９/６/１ １１/３/２ １１/２/３ ９/７/０ ７/８/１

总计 ２０/１１/１ ２２/８/２ ２０/９/３ １９/１２/１ １６/１５/１

　　在总共３２个(１６个数据集×２个l值)直推式学习结果

中,经统计发现:

(１)对比基准 SVM 算法,MA３H 优于 SVM 的情况为

６２．５％,与SVM 持平的情况为３４％.说明采用直推式学习

时,在大多数情况下 MA３H 不会比仅使用标记示例的SVM

性能更差.
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(２)对比基于图的半监督学习算法,MA３H 优于 LGC的

情况为６８％,与LGC持平的情况为２５％.MA３H 优于 LNP
的情况为６２．５％,与LNP持平的情况为２５％.

(３)对比基于支持向量机的半监督算法,MA３H 优于

S３VM 的情况为５９．４％,与 S３VM 持平的情况为 ３７．５％.

MA３H 优于S４VM 的情况占５０％,与 S４VM 持平的情况为

４６．９％.

为评估 MA３H 归纳式学习性能,本文进一步采用归纳式

学习测 试 MA３H 和 对 比 算 法 的 分 类 性 能.鉴 于 LGC 与

LNP没有较好的归纳式学习实现方法,且S３VM 和S４VM 的

归纳式学习在数据规模较大时计算复杂度太高,本文仅在较

小规模的数据集上对基准SVM,S３VM 和S４VM 进行归纳式

学习.

表５和表６分别列出了当标记示例数目l＝１０和l＝１００
时 MA３H 与对比算法的归纳式学习实验结果.在每个数据

集上性能最优的结果均加粗表示.基于显著性水平为０．０５
的配对t检验,使用􀅰/􀳱 表示 MA３H 是否明显优于/差于对

比算法.表７列出了在标记示例l＝１００和l＝１００情况下,

MA３H 算法优于(win)/持平(tie)/差于(loss)对比算法的实

验次数.

表５　MA３H 与对比算法在１０个有标记示例(l＝１０)归纳式学习方式上的分类准确度

Table５　ClassificationaccuracyofMA３Handeachcomparisonalgorithmon１００labeledinstances(l＝１０)ininductivelearning

数据集 SVM S３VM S４VM S４VM

house ０．９２７±０．０５７ ０．８４０±０．０９６􀅰 ０．９２７±０．０５３ ０．９３６±０．０４９

haberman ０．６３１±０．１１３ ０．６３１±０．０９８ ０．６４４±０．１０５ ０．６５３±０．１１２

isolet ０．８６０±０．１１２􀅰 ０．８５２±０．１１３􀅰 ０．８８５±０．１１７􀅰 ０．９８８±０．０１６

australian ０．６５８±０．１７０ ０．６５７±０．１８６ ０．６５４±０．１８０ ０．６８４±０．１２６

german ０．６５２±０．０５８􀅰 ０．６３８±０．０５２􀅰 ０．６５５±０．０５９􀅰 ０．６８８±０．０５４

optdigits ０．９４０±０．０４２􀅰 ０．８９７±０．０９３􀅰 ０．９５３±０．０５２ ０．９７３±０．０３０

digit１ ０．７５８±０．０８６ ０．８２９±０．０６１ ０．７５９±０．０８６ ０．８１９±０．０５９

ethn ０．６８７±０．０６９ ０．７８６±０．０９７􀳱 ０．７１１±０．１０７ ０．６７１±０．１８５

sat ０．９８３±０．０１９ ０．９００±０．０９０􀅰 ０．９６１±０．０４６ ０．９９５±０．００５

表６　MA３H 与对比算法在１００个有标记示例(l＝１００)归纳式学习方式上的分类准确度

Table６　ClassificationAccuracyofMA３Handeachcomparisonalgorithmon１００labeledinstances(l＝１００)ininductivelearning

数据集 SVM S３VM S４VM S４VM

house ０．９２２±０．０４４􀅰 ０．９０５±０．０８２􀅰 ０．９２２±０．０４４􀅰 ０．９６１±０．０３８

haberman ０．７４４±０．０９６ ０．６７５±０．１１２􀅰 ０．７２８±０．０８７ ０．７４４±０．０７９

isolet ０．９９５±０．００８ ０．９５２±０．０５８ ０．９９７±０．００７ ０．９９５±０．００８

australian ０．８０３±０．０５７􀅰 ０．８０１±０．０６３􀅰 ０．８２６±０．０５９ ０．８５１±０．０５０

german ０．６５９±０．０６１ ０．６５５±０．０５３􀅰 ０．６５１±０．０４７􀅰 ０．７０１±０．０３９

optdigits ０．９９０±０．００９􀅰 ０．９６２±０．０２８􀅰 ０．９９４±０．００８ ０．９９７±０．００４

digit１ ０．９０５±０．０２６􀅰 ０．９０３±０．０３１􀅰 ０．９１１±０．０２３ ０．９２３±０．０２３

ethn ０．８９２±０．０３８ ０．９１５±０．０３８ ０．８９２±０．０３８ ０．９０８±０．０２９

sat ０．９９７±０．００３ ０．９５８±０．０３５􀅰 ０．９９７±０．００２ ０．９９５±０．００４

表７　MA３H 与各对比算法在归纳式学习方式上的胜/平/负统计

Table７　Win/tie/losscountsbetweenMA３Handeachomparison

algorithmininductivelearning

标记示例

数目l
MA３H 对比

SVM S３VM S４VM

l＝１０ ３/６/０ ５/３/１ ２/７/０

l＝１００ ４/５/０ ７/２/０ ２/７/０
总计 ７/１１/０ １２/５/１ ４/１４/０

在总共１８个(９个数据集×２个l值)归纳式学习结果

中,经统计发现:

(１)相比基准 SVM 算法,MA３H 优于 SVM 的情况为

３８．９％,与SVM 持平的情况为６１．１％.

(２)相 比 S３VM 算 法,MA３H 优 于 S３VM 的 情 况 为

６６．７％,与S３VM 持平的情况为２７．８％.

(３)相 比 S４VM 算 法,MA３H 优 于 S４VM 的 情 况 为

２２．２％,与S４VM 持平的情况为７７．８％.

４．４　标记示例数目对分类准确度的影响

为研究标记示例数目对分类准确度的影响,我们进一步

在house,german和sat这３个数据集上分别进行不同标记数

目l(l＝１０,２０,４０,６０,８０,１００)的直推式学习和归纳式学习实

验.图１给出了 MA３H 与各对比算法在直推式学习方式上

的分类准确度随标记示例数目l变化的实验结果.如图１所

示,MA３H 在标记示例数目较小时,分类准确度具有明显优

势.随着标记示例数目增加,各对比算法的分类准确率均呈

上升趋势,最终与 MA３H 的分类准确度逐渐趋于一致或略低

于 MA３H 的分类准确度.图２给出了 MA３H 与各对比算法

在归纳式学习方式上的分类准确度随标记示例数目l变化的

实验结果.如图２所示,和直推式学习方式类似,在标记示例

数目较小时,MA３H 的分类准确度具有一定的优势.随着标

记示例数目的增加,MA３H 的分类准确度趋于稳定,而SVM
和S４VM 的分类准确度在house和german数据集上波动较

大,在sat数据集上则与 MA３H 逐渐趋于一致.S３VM 在标

记示例数目较小时,分类性能明显劣于对比算法.随着标记

示例数目的增加,其性能有所提升,但依然劣于大部分对比

算法.

４６２ ComputerScience 计算机科学 Vol．５１,No．２,Feb．２０２４



(a)house (b)german (c)sat

图１　MA３H 与对比算法分类准确度在直推式学习方式上随标记示例数目l变化的实验结果

Fig．１　ClassificationaccuracyofMA３Handeachcomparisonalgorithmchangesasnumbersoflabeledinstances(l)intransductivelearning

(a)house (b)german (c)sat

图２　MA３H 与对比算法分类准确度在归纳式学习方式上随标记示例数目l变化的实验结果

Fig．２　ClassificationaccuracyofMA３Handeachcomparisonalgorithmchangesasnumbersoflabeledinstances(l)ininductivelearning

４．５　算法收敛性和复杂度分析

图３给出了预测模型(‖w(t)－w(t－１)‖)和未标记示例标

记置信度(‖FU
(t)－FU

(t－１)‖)随交叉优化迭代次数t增加的

收敛曲线.从图中可以看出,预测模型和未标记示例标记置

信度随迭代次数的增加快速收敛.

(a)w

(b)FU

图３　w 和FU在sat和german数据集上的收敛曲线

Fig．３　ConvergencecurvesofwandFU onsatandgerman

时间复杂度是评价算法性能的重要指标,算法 MA３H 的

时间复杂度主要由权重矩阵S、交叉优化求解预测模型w以

及未标记示例置信度矩阵FU 的运算复杂度决定,MA３H 训练

和预测的时间复杂度可分别表示为Otrain＝O(u(l＋n２)＋t(FQP

(uq,u(q＋１))＋FQP((l＋u)q２,(l＋u)q２)))和Otest＝O(q２n２),

其中FQP(a,b)表示计算具有a个变量和b个约束的二次规划

问题的时间复杂度.时间复杂度定性地描述了执行算法所需

要的计算工作量,而算法执行所耗费的具体时间则无法从理

论上得出.

为分析算法 MA３H 与各对比算法的实际运行效率,本

文统计了各算法在相 同 实 验 平 台(CPURyzen７４８００H ＠

２．９０GHz,１６GBRAM,Win１０,MATLABR２０１８a)下不同数

据集上的运行时间,并计算出各算法独立运行１０次的平均时

间,结果如表８所列.

表８　各算法运行时间对比

Table８　Comparisonofrunningtimeofeachalgorithm
(s)

datasets SVM LGC LNP S３VM S４VM MA３H
house ０．００１ ０．００２ ０．０２３ ０．６２１ １．０７９ ９．０５８
german ０．００４ ０．００４ ０．１２３ ３．１９８ １０３．３００ ３５．１８０

sat ０．００３ ０．００５ ８．０１１ １３．６５０ １４５．９００ １０４．２００
total ０．００８ ０．０１１ ８．１５７ １７．４７０ ２５０．３００ １４８．４００

由表８ 可 知,MA３H 的 运 行 时 间 在 大 多 数 情 况 下 比

S４VM 短而比其他对比算法长.S４VM 相较其他算法耗时最

多,主要是因为S４VM 基于低密度假设,使用多个低密度分

类器来逼近决策边界,导致其模型复杂度较高.SVM 在训练

过程中仅利用了少量标记示例,耗时较少.S３VM 训练过程

中的时间复杂度与未标记示例的数目呈超线性增长,所以随

着未标记示例数目增加,S３VM 耗时增多.LGC和 LNP都

是构造流形构图,通过示例空间和标记空间的平滑性来预测

未标记示例的类别,两种算法的时间复杂度接近线性时间复

杂度,复杂度低,耗时较少.MA３H 求解过程中涉及多个二

次规划问题,因此耗时相对较多.

结束语　本文针对半监督学习问题,提出了一种将最大

５６２戴　伟,等:基于最大间隔和流形假设的半监督学习算法



间隔准则和示例空间流形假设相结合的半监督学习算法.该

算法利用示例空间流形假设,在得到平滑标记置信度的同时

利用最大间隔准则构建分类模型,并采用交叉优化方法以迭

代方式交替地求解分类模型参数和标记置信度.通过 UCI
数据集和 MNIST手写数字数据集上的实验,验证了本文算

法的可行性,其可适用于直推式和归纳式两种半监督学习方

式,且能够在标记示例较少的情况下获得相对较高的分类准

确度.在下一步工作中,将在半监督多类学习任务中检验所

提算法的有效性,并进一步提升该算法的优化效率.
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