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韦念念 韩曙光
浙江理工大学理学院　杭州３１００１８
　(wnn１９９８＠１６３．com)

　
摘　要　旅行商问题是一个经典的组合优化问题.为快速求解旅行商问题,设计了由图嵌入网络、图卷积神经网络、注意力神

经网络和多层感知机组合而成的深度学习模型的学习分支规则,通过改进传统的分支定界算法提高算法性能.对１５个城市的

旅行商问题实例进行监督训练,并在SCIP求解器上分别测试１０,１５,２０,２５和３０个城市的旅行商问题实例.发现:基于学习分

支规则的分支定界算法的求解时间比基于传统分支规则的分支定界算法的求解时间分别快－０．００２２s,０．０１７８s,１．７６４３s,２．３０７４s
和２．０５３８s.因此,基于图神经网络的分支变量选择对传统分支规则的改进是有效的,可以较好地泛化到训练规模更大的旅行

商问题实例中.
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NewSolutionforTravelingSalesmanProblemBasedonGraphConvolutionandAttention
NeuralNetwork
WEINiannianandHANShuguang
SchoolofScience,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China

　
Abstract　Travelingsalesmanproblemisaclassiccombinatorialoptimizationproblem．Tosolvetheproblemquickly,alearning
branchruleisdesigned,whichisbasedonadeeplearningmodelcomposedofgraphembeddingnetwork,graphconvolutionalneuＧ
ralnetwork,attentionneuralnetworkandmultiＧlayerperceptron,andthetraditionalbranchandboundalgorithmismodifiedto
improvethealgorithmperformance．Travelingsalesmanprobleminstancesof１５citiesaresupervisedandtrained,andthetraveＧ
lingsalesmanprobleminstancesof１０,１５,２０,２５and３０citiesaretestedontheSCIPsolverrespectively．Wefindthatthesolution
timeofthebranchandboundalgorithmbasedonlearningbranchruleis－０．００２２s,０．０１７８s,１．７６４３s,２．３０７４s,and２．０５３８s
fasterthanthatofthealgorithmbasedontraditionalbranchrules,respectively．Therefore,theselectionofbranchvariablesbased
ongraphneuralnetworksiseffectiveinimprovingtraditionalbranchrulesandcanbewellnormalizedtotravelingsalesmanprobＧ
leminstanceswithlargertrainingscales．
Keywords　Travelingsalesmanproblem,Graphconvolutionalneuralnetwork,Attentionneuralnetwork,BranchandboundalgoＧ
rithm,Supervisedlearning
　

１　引言

旅行商问题[１]是经典的组合优化问题,描述为:一个商品

推销员要去若干个城市推销商品,该推销员从一个城市出发,

需要经过所有城市后,回到出发地,应如何选择行进路线,以
使总的行程最短.从图论角度看,实质是在一个带权完全无

向图中,找一个权值最小的哈密顿回路.随着顶点数的增加,

会产生组合爆炸.由于旅行商问题在交通运输[２]、集成电路

以及物流配送[３]等领域有着广泛的应用,因此国内外学者对

该问题进行了大量研究.

求解旅行商问题常用的精确算法包括分支定界法[４]、分

支切割法[５]和动态规划法[６]等,但随着问题规模的增大,精确

算法会变得无能为力,因而近似算法和启发式算法不断涌现.

其中,近似算法有近 似 比 为 １/２(lgn＋１)、时 间 复 杂 度 为

O(n２lgn)的最近邻算法[７],近似比为２/７lgn＋５/２１、时间复

杂度为 O(n２)的 Clark&Wright算法[８],以及近似比为３/２、

时间复杂度为 O(n３)的 Christofides算法[９]等.启发式算法

有蚁群算法[１０]、粒子群算法[１１]、人工鱼群算法[１２]、混合蛙跳

算法[１３]和人工蜂群算法[１４]等.

精确算法的计算量一般随问题规模的增大呈指数增长,

其应用范围有限;近似算法能够保证最坏情况下解决方案的

质量,但不存在足够大的界限,可扩展性比较局限;启发式算

法需要设计有效的搜索规则,在求解问题时经常遇到搜索效

率和求解精度之间的权衡问题.

另外,依据该问题在不同领域的应用,旅行商问题又衍生

出许多扩展问题,如不对称旅行商问题[１５]、配送收集旅行商

问题[１６]、多人旅行商问题[１７]、多目标旅行商问题[１８]、带有时

间约束的旅行商问题[１９]和着色旅行商问题[２０]等.
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２０１３年,深度神经网络兴起,机器学习便被应用于旅行

商问题并取得满意的结果.目前,基于机器学习的旅行商问

题解法主要分为两类.
第一类是使用机器学习模型直接从旅行商问题定义中获

得解决方案.Vinyals等[２１]提出了一种基于长短时记忆网络

的序列到序列的模型———指针网络,采取监督训练的方式并

自回归地输出城市节点排列.Bello等[２２]使用演说者Ｇ评论家

算法训练指针网络.该算法视每个实例为训练样本,使用样

本的路径长度对策略梯度进行无偏蒙特卡洛估计.Kool
等[２３]将文献[２２]的训练方法应用 Transformer,该架构是可

用于完整图的图注意力网络.Nowak等[２４]有监督地训练一

个图神经网络,输出路径的邻接矩阵并使用光束搜索将其转

换为可行解.Joshi等[２５]训练一个图卷积神经网络生成旅行

商问题热图,使用文献[２４]的搜索方式构造有效路径.Kool
等[２６]将文献[２５]的研究扩展到车辆路径问题上,使用动态规

划算法构建路径.Fu等[２７]训练一个图神经网络生成小规模

旅行商问题热图,通过子图采样构建大规模旅行商问题热图,
采取强化学习训练方式并使用蒙特卡洛树搜索构造有效

路径.

第二类是使用机器学习模型获取某些数学信息,增强可

解决旅行商问题的传统优化算法.Deudon等[２８]采用策略梯

度训练一个基于 Transformer的网络,使用２Ｇopt搜索构建可

行路径.Dai等[２９]对旅行商问题实例进行图神经网络编码,

使用深度 QＧlearning网络训练一个structure２vec的图嵌入网

络,采取最便宜的插入启发式构造有效路径.Wu等[３０]和

DaＧcosta等[３１]均提出策略梯度算法,学习将２Ｇopt应用于现

有可行解决方案的策略.但文献[３０]使用的网络是 TransＧ
former,文献[３１]使用的网络是图卷积神经网络与循环神经

网络的组合,后者获得了更好的实验结果.

基于机器学习的旅行商问题解法是一种新的数据驱动解

决方案,通过模仿最佳求解器或通过强化学习来学习这些启

发式和规则,将更多深度学习的思想吸收融入问题中,补充传

统优化算法,使问题的求解过程变得高效.
本文试图使用机器学习模型获取变量的分支信息,增强

分支定界算法并加快旅行商问题的求解.
分支定界算法是一种用于产生无法在多项式时间内解决

的组合优化问题的精确解的方法[３２],被广泛应用于旅行商问

题[３３]、机器调度问题[３４]、图划分问题[３５]和二次指派问题[３６]

等.Land等[３７]首次提出使用分支定界算法解决离散规划问

题.该算法通过迭代将原始问题划分为一系列子问题,生成

树的结构并丢弃无法找到全局最优的子问题,从而隐式列举

了所有可能的解决方案.Clausen等[３８]指出变量选择(即分

支哪个分数变量)、节点选择(即接下来要探索哪个当前节

点)、修剪规则(即阻止探索次优空间的规则)和切割规则(即
为查找切割平面添加约束的规则)等决策影响着分支定界算

法性能.有效的决策可以缩小解空间的大小并加快搜索最优

解的速度.
而强分支是一种重要的变量选择规则,它通过求解线性

松弛问题来预测潜在子节点的上界与下界,从而保持分支定

界树的结构较小[３９].Gamrath等[４０]表明通过将域传播纳入

强分支来改进双界预测可以减少每次强分支调用的平均线性

松弛迭代次数、分支定界节点的数量以及整体求解时间.

Kilinç等[４１]通过基于分支的线性化、析取不等式和混合型不

等式等形式的强分支生成信息来加强混合整数非线性规划问

题的松弛.Santanu等[４２]使用顶点覆盖实例证明强分支规则

是有效的,且与所有其他已知的变量选择规则相比,该规则可

以产生更小的分支定界树.同时,基于强分支的分支定界树

的大小在最佳分支定界树大小的两倍以内,但计算成本巨大.

为克服强分支规则昂贵的计算成本,需要在分支规则的

质量与分支规则的成本之间寻找平衡.为此,我们使用机器

学习模型学习一个能够快速逼近强分支规则的分支函数,指
导分支变量的选择和旅行商问题的求解.

本文第２章描述了旅行商问题及其数学模型;第３章重

点介绍图神经网络模型的构造、搭建、训练与应用;第４章展

示了算法对比的实验结果;最后总结全文并展望未来.

２　问题描述与数学模型

旅行商问题可描述为:一个商品推销员要去若干个城市

推销商品,该推销员从一个城市出发,需要经过所有城市后,

回到出发地,应如何选择行进路线,以使总的行程最短.

旅行商问题的数学模型[４３]如下:

min∑
n

i＝１
∑
n

j≠i,j＝１
cijxij

∑
n

i＝１,i≠j
xij＝１,∀j∈{１,􀆺,n}

∑
n

j＝１,j≠i
xij＝１,∀i∈{１,􀆺,n}

ui－uj＋nxij≤n－１,∀２≤i≠j≤n
０≤ui≤n－１,∀i∈{２,􀆺,n}

xij∈{０,１},∀i,j∈{１,􀆺,n}

其中,cij表示城市i与城市j之间的欧氏距离;xij表示商品推

销员是否在访问城市i之后立即访问城市j;uj表示城市j的

访问次序.

３　基于图模型的算法设计

分支定界算法是一种被广泛应用于求解旅行商问题的精

确算法.该算法的核心是分支变量选择[４４]:根据不同的分支

规则计算所有候选变量的得分,选择分数最高的变量进行分

支.最有效的分支规则之一是强分支规则,但该规则的计算

成本巨大.因此,我们使用机器学习模型来学习一个能够快

速逼近强分支规则的分支函数,获取变量的分支信息,指导分

支变量的选取,从而加快旅行商问题的求解.本文方法将分

支定界树当前关注节点的线性松弛问题构建为二部图,分支

函数编码为图神经网络,最小化交叉熵进行监督训练,快速逼

近表现良好的强分支规则.

３．１　图模型的构造

将分支定界树当前关注节点的线性松弛问题LPt构建为

二部图G＝(V,E),如图１所示.图的顶点由变量顶点集合VV

和约束顶点集合VC组成,集合VV 中的每一个变量顶点v 对应

LPt的一个决策变量,集合VC的每一个约束顶点c对应LPt的

一个约束.如果变量顶点v在约束顶点c中所对应的系数不

为０,那么在变量顶点v与约束顶点c之间便存在一条变量Ｇ
约束边,且约束系数为该边的特征.

表１和表２分别描述了变量顶点和约束顶点的特征的符

号及其说明.

２３０７００２２２Ｇ２
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图１　线性松弛问题的二部图表示

Fig．１　Bipartitegraphrepresentationoflinearrelaxationproblem

表１　变量顶点特征的符号及其说明

Table１　Symbolsanddescriptionsofvariablevertexfeatures
符号 说明

objective 表示变量在目标函数中的系数

is_type_binary 表示变量是否是二进制变量,即取值只能是０或１
is_type_integer 表示变量是否是整数变量,即取值只能是整数

is_type_implicit_integer
表示变量是否是隐式整数变量,即虽然类型被定义为连续型变量,但是由于

取值范围限制在整数集合中,可以被视为整数变量

is_type_continuous 表示变量是否是连续型变量,即可以取任何实数值

has_lower_bound 表示变量是否有下界限制

has_upper_bound 表示变量是否有上界限制

normed_reduced_cost 表示变量的归一化成本,用于解释变量对目标函数的贡献程度

solution_value 表示变量在最优解中的取值

solution_fraction 表示变量在最优解中的分数部分,即小数点后的部分

is_solution_at_lower_bound 表示变量在最优解中是否达到了下界限制

is_solution_at_upper_bound 表示变量在最优解中是否达到了上界限制

scaled_ageincumbent_value 表示变量在最近若干次迭代中的平均取值

average_incumbent_value 表示变量在所有已知最优解中的平均取值

is_basis_lower 表示变量是否是基变量的下界,即在单纯形法中是否是基变量的下界

表２　约束顶点特征的符号及其说明

Table２　Symbolsanddescriptionsofconstraintvertexfeatures
符号 说明

bias 表示约束条件和目标函数的偏移量

objective_cosine_similarity 表示目标函数向量和约束条件向量之间的余弦相似度,用来判断目标函数是否收敛

is_tight 表示约束条件是否为紧约束

dual_solution_value 表示对偶问题的目标函数的取值,通过计算对偶问题的解,可以得到原问题的最优解

scaled_age 表示当前解的质量,值越小,表示当前解越优

３．２　图模型的搭建

为学习强分支规则,我们将分支函数编码为图神经网络

模型,如算法１所示.该图模型可分为５个阶段:１)预正则化

层:消除顶点与边的特征的平均值和标准差,避免出现过拟

合;２)嵌入层:使顶点与边的特征具有相同的维数;３)图卷积

层:通过邻居顶点与边进行顶点的信息聚合和传递;４)注意力

机制层:通过邻居变量顶点进行变量顶点的信息聚合和传递;

５)多层感知机层:作用于每个变量顶点并输出它们的得分.
算法１　图神经网络模型算法

输入:图G＝(V,E);输入特征xj,∀j∈V;嵌入层权重矩阵Wemb;图卷积

层权重矩阵Wcon１ 和Wcon２ ;邻域函数N;注意力系数矩阵 A;输出

层权重矩阵Wout;非线性函数σ
输出:变量得分yv,∀v∈Vv

１．hv←σ(Wemb
V 􀅰BN(xv)),∀v∈VV

２．hc←σ(Wemb
C 􀅰BN(xc)),∀c∈VC

３．he←σ(Wemb
E 􀅰BN(xe))

４．forcinCdo:

　　h′c←σ(Wcon１
Vc ,concat(he,hc))

　　hc←σ(Wcon１
Vc 􀅰concat(h′c, ∑

v∈VV∩N(c)
wvchv))

５．forvinVdo:

　　hv′←σ(Wcon２
eV 􀅰concat(he,hv))

　　hv←σ(Wcon２
Cv 􀅰concat(hv′, ∑

c∈VC∩N(v)
wcvhc))

６．forvinVdo:

　　hv←σ(hv, ∑
j∈{Vv\v}

Avjhj)

７．yv←σ(Wout􀅰hv),∀v∈Vv

在二部图中,顶点的特征信息根据以下两个交错的半卷

积层进行更新,如图２所示.

１)约束顶点的特征hc由它的邻居变量顶点的特征hv和与

之相关联的边的特征he进行更新.

２)变量顶点的特征hv由它的邻居约束顶点的特征hc和与

之相关联的边的特征he进行更新.

图２　图卷积层的信息流转换示意图

Fig．２　Schematicdiagramofinformationflowtransferingraph

convolutionallayers

通过上述图卷积层可知,一个变量顶点可以聚合来自于

与该顶点相关联的约束顶点和边的更多信息.为增强变量顶

点之间的信息关联,在图卷积层后便引入了一个注意力机制

层.最后,将多层感知机应用于变量顶点,生成候选分支变量

的得分,选择分数最高的变量进行分支.整个图神经网络模

型的结构搭建如图３所示.
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图３　图神经网络模型的结构示意图

Fig．３　Schematicdiagramofthestructureofneuralnetworkmodel

３．３　图模型的训练

根据损失函数最小,使用 Adam 优化算法对网络参数进

行更新,如图４所示.

其中损失函数是交叉熵函数:

L(θ)＝－１
N ∑

(LP,V∗
V )∈D

　logπθ(V∗
V|LP)

这里,D＝{(LPt,VVi
∗ )}i＝N

i＝１ 是随机生成的旅行商问题实例在

规划求解器中使用强分支规则进行分支定界时所记录的线性

松弛问题－被选择的分支变量标签数据对集合.

图４　图神经网络模型的训练示意图

Fig．４　Schematicdiagramofthetrainingofneuralnetworkmodel
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３．４　基于图模型的分支定界算法

对于每个待解决的旅行商问题实例,我们使用基于图模

型学习分支规则的分支定界算法进行求解,如算法２和图５
所示.

算法２　基于图模型的分支定界算法

输入:旅行商问题的数学模型

输出:最优解x∗ ∈XMIP,最优解值c∗ ＝cTx∗(x∗ 是旅行商问题的最优

行驶路径,c∗ 是该路径的总行驶距离)

１．旅行商问题的数学模型写成混合整数规划的一般形式:c∗ ＝min

cTx,Ax≤b,x∈Z;

２．初始化旅行商问题的数学模型的线性松弛问题集合S∶＝{PLP}.

令c∗ ＝∞;

３．若S＝Ø,则退出算法并返回最优解x∗ 和最优解值c∗ ;

４．选择一个松弛问题 Q∈S,更新S＝S\Q;

５．求解线性规划 min{cTx|x∈Q},得到最优解x－Q和最优解值c－Q;

６．若c－Q≥c∗ ,则转到３;

７．若x－Q∈XMIP,则令c∗∶＝c－Q,x∗∶＝x－Q,并转到３;(XMIP表示具有一

般形式的混合整数规划的可行解集合)

８．分支:

　８．１．分支变量选择

　　输入:当前子问题 Q和最优松弛解x－Q∉XMIP

　　输出:分数变量x－Qi∉Z的下标i

　　８．１．１．令C＝{i∈I|x－Qi∉Z}为分支候选变量集合;

　　８．１．２．对所有候选变量i∈C,根据基于图模型学习的分支规则

计算得分si∈R;

　　８．１．３．si＝maxj∈C{sj},并返回下标i;

　８．２．把问题 Q分解成分别添加约束xi≤ x－Qi 和约束xi≥ x－Qi 的

两个子问题,并把它们加到集合S中,转到４.

图５　图神经网络模型的应用示意图

Fig．５　Schematicdiagramoftheapplicationofneuralnetworkmodel

４　数值实验

首先,对随机产生的具有１５个城市的旅行商问题实例进

行监督训练,其中训练样本数为１００００,验证样本数为２０００.
然后,分别在标准 SCIP求解器和基于图神经网络的分支规

则的SCIP求解器上测试规模为１０,１５,２０,２５和３０个城市的

旅行商问题实例(因为３５个城市的旅行商问题测试时间超过

３６０００s,计算成本过高,所以暂不考虑３０个以上城市的旅行

商问题实例),其中每种规模的测试样本数均为５０,结果如表

３－表７所列.最后,对比每个规模实例在不同求解器上的平

均求解时间,如图６所示.所有的实验均在机器 RTX３０８０
GPU 和 IntelXeonPlatinum８２５５C CPU ＠ ２．５０GHz上

实现.

表３　基于学习分支规则的分支定界算法和基于传统分支规则的

分支定界算法求解５０个规模为１０个城市的旅行商问题实例的时间

Table３　Solutiontimeof５０travelingsalesmanprobleminstances

in１０citiesusingthebranchandboundalgorithmbasedon

learningbranchrulesandtraditionalbranchrules
(s)

模型 求解时间

GNN ０．２４ ０．２３ ０．２９ ０．２０ ０．２７
SCIP ０．２５ ０．１９ ０．３０ ０．２２ ０．２３
GNN ０．１７ ０．１７ ０．３２ ０．１９ ０．２３
SCIP ０．２２ ０．２３ ０．２３ ０．２０ ０．２１
GNN ０．３７ ０．３２ ０．３０ ０．６９ ０．２６
SCIP ０．３７ ０．３３ ０．３１ ０．６３ ０．２３
GNN ０．２６ ０．２４ ０．４２ ０．１９ ０．２１
SCIP ０．２４ ０．２０ ０．４２ ０．１７ ０．３１
GNN ０．３１ ０．１９ ０．２８ ０．２３ ０．３０
SCIP ０．２９ ０．２２ ０．３６ ０．２３ ０．３０
GNN ０．２２ ０．２９ ０．１７ ０．２７ ０．２９
SCIP ０．２４ ０．３３ ０．２０ ０．２４ ０．３２
GNN ０．２４ ０．２７ ０．２７ ０．１６ ０．３０
SCIP ０．２０ ０．２５ ０．２５ ０．１５ ０．２７
GNN ０．２６ ０．１６ ０．３１ ０．２５ ０．２０
SCIP ０．２５ ０．１７ ０．３１ ０．２５ ０．１９
GNN ０．２５ ０．３１ ０．２６ ０．１９ ０．２４
SCIP ０．２６ ０．２３ ０．２６ ０．２０ ０．２６
GNN ０．２５ ０．１７ ０．３１ ０．２５ ０．１９
SCIP ０．２３ ０．１７ ０．２５ ０．２２ １．２６

　注:０．２４表示基于学习分支规则的分支定界算法(GNN)求解第１个

实例所用的时间;０．２５表示基于传统分支规则的分支定界算法

(SCIP)求解第１个实例所用的时间.同理给出基于上述两种算

法求解剩余４９个实例所用的时间.

表４　基于学习分支规则的分支定界算法和基于传统分支

规则的分支定界算法求解５０个规模为１５个城市的旅行商

问题实例的时间

Table４　Solutiontimeof５０travelingsalesmanprobleminstances

in１５citiesusingthebranchandboundalgorithmbasedon

learningbranchrulesandtraditionalbranchrules
(s)

模型 求解时间

GNN ４．８３ ０．５５ ０．８０ ２．９０ ０．５１
SCIP ４．８５ ０．６０ ０．８６ ２．１２ ０．７６
GNN １．０４ ８．５０ ０．６１ ２．０３ １．１９
SCIP ０．８６ ８．７７ １．１０ １．３９ １．１７
GNN ２．４２ ２．２５ ０．５１ ０．７６ ６．２７
SCIP ３．０２ ２．３４ ０．６４ ０．７８ ６．０７
GNN １．０３ １．１６ ２．４５ ６．５８ ２．８７
SCIP ０．７７ １．２０ ３．０７ ６．６２ ２．９４
GNN ０．５３ ４．９０ １．３７ １．０４ ０．６６

SCIP ０．５５ ４．９３ １．１６ １．０６ ０．６６
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　　　(续表)

模型 求解时间

GNN ０．７１ ０．８３ １．０６ １．０８ １．４２
SCIP ０．５８ ０．７０ １．０１ １．０８ １．４５
GNN １２．１５ １．００ １．２３ １．８０ １．８７
SCIP １３．１３ １．４４ １．３０ １．７２ １．８６
GNN １．２２ ０．８１ ０．８１ ０．９０ ０．７５
SCIP １．９９ ０．９３ ０．７２ ０．９４ ０．７４
GNN １．５０ ４．７２ １．６１ ２．２０ ４．２４
SCIP １．２９ ４．５５ １．７１ ２．１２ ３．８５
GNN ０．８０ ０．６３ ３．１６ ３．９６ ０．８２
SCIP ０．７５ ０．８４ １．７１ ４．２０ １．０３

　注:４．８３表示基于学习分支规则的分支定界算法(GNN)求解第１个

实例所用的时间;４．８５表示基于传统分支规则的分支定界算法

(SCIP)求解第１个实例所用的时间.同理给出基于上述两种算

法求解剩余４９个实例所用的时间.

表５　基于学习分支规则的分支定界算法和基于传统分支规则的

分支定界算法求解５０个规模为２０个城市的旅行商问题

实例的时间

Table５　Solutiontimeof５０travelingsalesmanprobleminstances

in２０citiesusingthebranchandboundalgorithmbasedon

learningbranchrulesandtraditionalbranchrules
(s)

模型 求解时间

GNN １１．７９ １５．７１ ４．７２ １９．４２ ６．５０
SCIP １１．７９ １５．８８ ４．６８ １９．２５ ６．１７
GNN ４５．３６ １５．３８ ４０．２２ １０．４１ ４．６６
SCIP ３５．９０ １５．７２ ３９．８９ １０．４９ ４．７６
GNN １１．２８ ２９．８０ １３．２７ ６．７１ ９０．７３
SCIP １１．０２ ３０．００ ８．６８ ６．９１ ９７．３８
GNN ６．５０ １０．８６ ５７．０６ １２．８１ ８５０．７８
SCIP ６．４２ １０．７６ ４２．０６ １３．１３ ９５７．４３
GNN ４．８０ １８．２６ ４８．８９ ９．０２ ６．８２
SCIP ３．０１ １０．４１ ５１．６６ ８．９０ ６．７４
GNN １５．８５ ３．９０ ３．１２ １．６６ ６．２９
SCIP １５．２６ ６．７５ ２．８４ １．７１ ５．４３
GNN ４．５８ ５．８１ ３５．５８ ２３．６７ ２８．０１
SCIP ４．４１ ４．９１ ３５．７３ ２４．０３ ２１．１６
GNN ２３．９６ １５．０５ ３．１１ ５．２６ ４７７．２８
SCIP ２３．４５ １５．０９ ３．０２ ４．１９ ４７０．５４
GNN １４．７４ ２５．２８ １０．３８ １２．６６ １．４１
SCIP １４８８ ２５．０５ １８．９８ １８．０４ １．４０
GNN １８３．１３ ４．７６ ４．３９ １４．２０ ４．３６
SCIP １８６．２８ ４．８８ ３．６２ ２３．２０ ４．４８

　注:１１．７９表示基于学习分支规则的分支定界算法(GNN)求解第１
个实例所用的时间;１１．７９表示基于传统分支规则的分支定界算

法(SCIP)求解第１个实例所用的时间.同理给出基于上述两种

算法求解剩余４９个实例所用的时间.

表６　基于学习分支规则的分支定界算法和基于传统分支规则的

分支定界算法求解５０个规模为２５个城市的旅行商问题

实例的时间

Table６　Solutiontimeof５０travelingsalesmanprobleminstances

in２５citiesusingthebranchandboundalgorithmbasedon

learningbranchrulesandtraditionalbranchrules
(s)

模型 求解时间

GNN １７８．１９ １３３０．６４ １８．０４ ４５．４７ ６２．８３
SCIP １５８．３０ １６７０．３８ １７．８６ ４５．４１ ６３．０１
GNN １１９．１９ ４４．７０ ６０．８７ ６．３３ ３６．０１
SCIP １１８．２８ ４５．１０ ６０．０６ ６．４７ ３３．６７
GNN ７６．１８ ５８．４５ ２１．２６ １１６．９１ ５５．８８
SCIP ７６．１０ ５８．１６ ２１．２３ １１８．０３ ５５．６４
GNN ４０７．４３ １９２４．２５ ７０．８０ ４８．６５ ３０．２２
SCIP ２９８．８４ １９３２．７６ ７１．３４ ４８．６８ ３０．２２
GNN ４４．１６ ４６．１２ １７．１０ ６２．４２ ３８．３２
SCIP ４３．８８ ５３．２０ １５．６４ １１５．３２ ３８．６０

　　　(续表)

模型 求解时间

GNN ３９．６４ ７４．０９ ２５５．１２ １４６．４４ ７４．８９
SCIP ３９．５４ ７３．９４ ２５６．４３ １４５．７５ ７４．６１
GNN ４４．６１ ２１．９２ ２５．３６ １６２．０９ １４．７５
SCIP ４４．９７ ２２．１７ ２５．３３ １６２．５７ １４．５７
GNN ２４．８５ ３４．８５ ５０６．８３ ９４．３４ ３１．３６
SCIP １６．６７ ２４．２３ ４４４．６４ ９５．５４ ３１．３４
GNN ３６．７０ １１０．１０ １００．４３ １１８．６６ ２２．５１
SCIP ３５．８９ １１０．０４ ７６．２３ １１９．００ ２２．７２
GNN ３２．９３ １１．８５ １６．７０ ８３．８９ １３．２５
SCIP ３２．８８ １２．２２ １６．９７ ２５．６３ １３．３４

　注:１７８．１９表示基于学习分支规则的分支定界算法(GNN)求解第１
个实例所用的时间;１５８．３表示基于传统分支规则的分支定界算

法(SCIP)求解第１个实例所用的时间.同理给出基于上述两种

算法求解剩余４９个实例所用的时间.

表７　基于学习分支规则的分支定界算法和基于传统分支规则的

分支定界算法求解５０个规模为３０个城市的旅行商问题

实例的时间

Table７　Solutiontimeof５０travelingsalesmanprobleminstances
in３０citiesusingthebranchandboundalgorithmbasedon

learningbranchrulesandtraditionalbranchrules
(s)

模型 求解时间

GNN ３７５．０６ ３９．３７ ４５７．１６ １３０４．８８ １９９６．０７
SCIP ３７７．２５ ３９．６５ ４５５．０９ １３２０．１６ ２０１０．９５
GNN ２０２．５６ ７２．５８ ２０３６．１０ ３４．８４ １３６５．３２
SCIP ２０２．６５ ７２．９２ ２０２７．３５ ３４．８４ １３６５．３２
GNN １３９．０２ １３０．１９ ３３６．４０ ６１４．０２ ２２６．５４
SCIP １３９．４６ １３０．０７ ３３４．９２ ６１１．７８ ２２６．２３
GNN ２１９９．７６ ６３．４０ ８８．３６ ３０９３．４８ ２２１．４７
SCIP ２１９３．２０ ６３．３０ ８８．１６ ３０８７．８８ ２２２．４７
GNN ８４３．１１ ４０．５８ ３９．０６ ４４８．２７ １９７６．８７
SCIP ８４２．０９ ４０．６５ ３８．６９ ４４５．１９ １９６２．５８
GNN ６６２４．７９ ２１０８．７６ １４８．１５ ２２１．２８ ６２１．５４
SCIP ６６９４．８８ ２１２０．３０ １４８．５２ ２２０．４０ ６１７．９５
GNN １８６．４６ １７７．０５ ５４７．１０ ２７８．２８ ６９５．９８
SCIP １８６．３０ １７７．８９ ５４２．４３ ２７７．９９ ７０２．４０
GNN ２３４．２１ １２５．０９ ３７４．１９ １１０．５３ ２０６．６４
SCIP ２３４．３５ １２５．６８ ３７２．５６ １０９．８７ ２０５．５９
GNN ５８０．０９ ６０．６６ １０５．６３ ４９４．９７ ６１８９．８３
SCIP ５８０．４３ ６０．８１ １０４．８３ ４９５．０３ ６２５４．２２
GNN ６５４２．９５ １７７．１３ １４６．６４ ２１７．７８ ６１２．９６
SCIP ６５２０．６６ １７６．７６ １４６．１８ ２１８．０２ ６０８．９５

　注:３７５．０６表示基于学习分支规则的分支定界算法(GNN)求解第１
个实例所用的时间;３７７．２５表示基于传统分支规则的分支定界

算法(SCIP)求解第１个实例所用的时间.同理给出基于上述两

种算法求解剩余４９个实例所用的时间.

图６　基于学习分支规则的分支定界算法和基于传统分支规则的

分支定界算法求解不同规模旅行商问题的平均所用时间差值

Fig．６　Averagesolutiontimedifferenceoftravelingsalesman

problemsofdifferentscalesusingthebranchandbound

algorithmbasedontraditionalbranchrulesandlearningbranchrules

结果表明,对于每种规模的实例而言,后者的平均求解时

间要比前者分别快－０．００２２s,０．０１７８s,１．７６４３s,２．３０７４s和

２．０５３８s.说明基于图神经网络的分支变量选择策略对传统

２３０７００２２２Ｇ６
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分支规则的改进是有效的,而且可以很好地范化到比训练中

使用的更大规模的旅行商问题实例中.同时我们分析:图模

型需要经过训练数据的学习和参数调整过程,可能无法在相

对较小规模问题上充分发挥其优势,导致其在具有１０个城市

的旅行商问题实例上测试效果不佳.而对于相对较大规模问

题,如具有１０,１５,２０,２５和３０个城市的旅行商问题实例,该
学习模型的学习能力和推断能力能够使其在更短的时间内提

供最优的解决方案.
结束语　本文对求解旅行商问题的传统算法———分支定

界算法进行改进.我们的方法是将分支状态表示为二部图,
使用一组特征来描述该状态,构建有监督的图神经网络来近

似逼近强分支规则函数,并在随机生成的旅行商问题实例上

应用基于学习的分支规则,最终能够在相对较短的时间内获

得最优路径.但存在的问题是基于学习的分支规则的分支定

界算法只能求解中小规模的旅行商问题,其应用范围具有一

定的局限性.
未来,我们可以考虑使用图神经网络研究适用于旅行商

问题的其他变体的分支策略,如车辆路径问题;同时,分支决

策的质量与时间需权衡,可以根据问题背景来设计两者相平

衡的分支策略,如混合分支等.

参 考 文 献

[１] PAPADIMITRIOU C H．The Euclideantravelling salesman

problemis NPＧcomplete [J]．TheoreticalComputerScience,

１９７７,４(３):２３７Ｇ２４４．
[２] NOGAREDAA M,SERDJ,OSABAE,etal．Onthedesignof

hybridbioＧinspiredmetaＧheuristicsforcomplexmisattributeveＧ

hicleroutingproblems [J]．ExpertSystems,２０２０,３７(６):

e１２５２８．
[３] NOVELLANIS．Modelsandalgorithmsfortheoptimizationof

realＧworldroutingandlogisticsproblems[J]．AQuarterlyJourＧ

nalofOperationsResearch,２０１６,１４:３３１Ｇ３３２．
[４] DANTZIG G,FULKERSON R,JOHNSON S．Solution ofa

LangeＧScaleTravelingSalesmanProblem [J]．OperationsReＧ

search,１９５４,２(４):３６５Ｇ４６２．
[５] FISCHETTI M,GONZÁLEZJJS,TOTH P．A BranchＧandＧ

CutAlgorithmfortheSymmetricGeneralizedTravelingSalesＧ

manProblem [J]．OperationsResearch,１９９７,４５(３):３２７Ｇ４９４．
[６] BELLMANR．DynamicProgrammingTreatmentoftheTraveＧ

lingSalesmanProblem [J]．JournaloftheACM,１９６２,９(１):

６１Ｇ６３．
[７] TASSIULASL．WorstCaseLengthofNearestNeighborTours

fortheEuclideanTravelingSalesmanProblem [J]．SIAMJourＧ

nalonDiscreteMathematics,１９９７,１０(２):１７１Ｇ１７９．
[８] CLARKEG,WRIGHTJW．SchedulingofvehiclesfromacenＧ

traldepottoanumberofdeliverypoints[J]．OperationsReＧ

search,１９６４,１２(４):５１９Ｇ６４３．
[９] CHRISTOFIDESN．WorstＧcaseanalysisofanewheuristicfor

thetravellingsalesmanproblem [J]．OperationsResearchFoＧ

rum,２０２２,３(１):２０．
[１０]DORIGO M,GAMBARDELLAL M．Antcolonysystem:acoＧ

operativelearningapproachtothetravelingsalesmanproblem
[J]．IEEE Transactionson EvolutionaryComputation,１９９７,

１(１):５３Ｇ６６．
[１１]CHENY,ZHANGYD,JINGL,etal．AnintegerＧcodedchaotic

particleswarm optimizationfortraveling salesman problem
[M]∥ProgressinRobotics．Berlin:Springer,２００９:３７２Ｇ３７９．

[１２]ZHU M W,SHEXY．Improvedartificialfishswarmalgorithm

forsolvingtravelingsalesmanproblems[J]．ComputerApplicaＧ

tionResearch,２０１０,２７(１０):３７３４Ｇ３７３６．
[１３]LIZF,WANG Y H．AnimprovedshuffledfrogleapingalgoＧ

rithmforTSP[M]∥Advancesin Multimedia,SoftwareEngiＧ

neeringandComputingVol．２．Berlin:Springer,２０１２:１３９Ｇ１４４．
[１４]KARABOGAD,GORKEMLIB．Acombinationalartificialbee

colonyalgorithmfortravelingsalesmanproblem [C]∥InternaＧ

tionalSymposiumonInnovationsinIntelligentSystemsandApＧ

plications．２０１１:５０Ｇ５３．
[１５]CARPANETO G,DELL′AMICO M,TOTH P．Exactsolution

oflargeＧscale,asymmetrictravelingsalesmanproblems [J]．

ACMTransactionsonMathematicalSoftware,１９９５,２１(４):３９４Ｇ

４０９．
[１６]GOETSCHALCKX M,JACOBSＧBLECHAC．ThevehiclerouＧ

tingproblem withbackhauls[J]．EuropeanJournalofOperaＧ

tionalResearch,１９８９,４２(１):３９Ｇ５１．
[１７]XUE M H,WANG TZ,MAOS．Doubleevolutionalartificial

beecolonyalgorithmformultipletravelingsalesmanproblem
[J]．MATECWebofConferences,２０１６,４４:０２０２５．

[１８]BOUZOUBÍA S,LAYEB A,CHIKHI S．Enhanced Chemical

ReactionOptimizationfor MultiＧobjectiveTravelingSalesman

Problem [M]∥ModellingandImplementationofComplexSysＧ

tems．Springer,２０１６:９１Ｇ１０６．
[１９]MAUTOR T,NAUDIN E．ArcsＧstatesmodelsforthevehicle

routingproblemwithtimewindowsandrelatedproblems[J]．

Computers& OperationsResearch,２００７,３４(４):１０６１Ｇ１０８４．
[２０]LIJ,ZHOU M C,SUN QR,etal．Coloredtravelingsalesman

problem [J]．IEEETransactionsonCybernetics,２０１５,４５(１１):

２３９０Ｇ２４０１．
[２１]VINYALSO,FORTUNATO M,JAITLY N．Pointernetworks

[C]∥Proceedingsofthe２８thIntermationalConferenceonNeuＧ

ralInformation ProcessingSystems(NIPS’１５)．２０１５:２６９２Ｇ

２７００．
[２２]BELLOI,PHAM H,QUOC V L,etal．Neuralcombinatorial

optimization with reinforcementlearning [J]．arXiv:１６１１．

０９９４０,２０１６．
[２３]KOOLW,HOOFH V,WELLING M．Attention,learntosolve

routingproblems[J]．arXiv:１８０３．０８４７５,２０１８．
[２４]NOWAK A,VILLARS,BANDEIRA AS,etal．Revisednote

onlearningalgorithmsforquadraticassignmentwithgraphneuＧ

ralnetworks[J]．arXiv:１７０６．０７４５０,２０１８．
[２５]JOSHIC K,LAURENT T,BRESSON X．Anefficientgraph

convolutionalnetworktechniqueforthetravellingsalesman

problem[J]．arXiv:１９０６．０１２２７,２０１９．
[２６]KOOL W,HOOF H V,GROMICHOJ,etal．DeeppolicydyＧ

namicprogrammingforvehicleroutingproblems[M]∥IntegraＧ

tionofConstraintProgramming,ArtificialIntelligence,andOpＧ

erationsResearch．Springer,２０２２:１９０Ｇ２１３．
[２７]FUZ H,QIU KB,ZHA H Y．GeneralizeasmallpreＧtrained

modeltoarbitrarilylargetspinstances[C]∥Proceedingsofthe

AAAIConferenceonArtificialIntelligence．２０２１:７４７４Ｇ７４８２．
[２８]DEUDON M,COURNUTP,LACOSTEA,etal．LearningheuＧ

risticsfortheTSPbypolicygradient[C]∥IntegrationofConＧ

２３０７００２２２Ｇ７

韦念念,等:基于图卷积和注意力神经网络的旅行商问题新解法



straintProgramming．ArtificialIntelligence,andOperationsReＧ

search,２０１８:１７０Ｇ１８１．
[２９]DAIH,KHALILEB,ZHANGYY,etal．LearningcombinatoＧ

rialoptimizationalgorithmsovergraphs[C]∥Proceedingsof

the３１stInternationalConferenceon NeuralInformationProＧ

cessing(NIPS’１７)．２０１７:６３４８Ｇ６３５８．
[３０]WU Y,SONG W,CAOZ,etal．LearningimprovementheurisＧ

ticsforsolvingroutingproblems [J]．IEEE Transactionson

NeuralNetworksandLearningSystems,２０２２,３３(９):５０５７Ｇ

５０６９．
[３１]DACOSTAP,RHUGGENAATHJ,ZHANGYQ,etal．LearnＧ

ing２Ｇoptheuristicsforthetravelingsalesmanproblemviadeep
reinforcementlearning[J]．arXiv:２００４．０１６０８,２０２０．

[３２]HUANGLY,CHENX M,WEIH,etal．BranchandBoundin

MixedInteger Linear Programming Problems:A Survey of

TechniquesandTrends[J]．arXiv:２１１１．０６２５７,２０２１．
[３３]LAWLEREL,LENSTRAJK,RINNOOYK A H,etal．The

TravellingSalesman:AGuidedTourofCombinatorialOptimizaＧ

tion [J]．JournaloftheOperationalResearchSociety,１９８６,

３７(５):５３５Ｇ５３６．
[３４]LOMNICKIZA．ABranchＧandＧBoundAlgorithmfortheExact

SolutionoftheThreeＧMachineSchedulingProblem [J]．Journal

oftheOperationsResearchSociety,１９６５,１６:８９Ｇ１００．
[３５]CLAUSENJ,TRAFFJL．ImplementationofparallelBranchＧ

andＧBoundalgorithmsexperienceswiththegraphpartitioning

problem [J]．AnnalsofOperationsResearch,１９９１,３３:３３１Ｇ３４９．
[３６]MAUTORT,ROUCAIROLC．Anewexactalgorithmforthe

solutionofquadraticassignmentproblems[J]．DiscreteApplied

Mathematics,１９９４,５５(３):２８１Ｇ２９３．
[３７]LANDA H,DOIG A G．AnautomaticmethodforsolvingdisＧ

creteprogrammingproblems[J]．Econometrica,１９６０,２８(３):

４９７Ｇ５２０．
[３８]CLAUSENJ．BranchandboundalgorithmsＧprinciplesandexＧ

amples[J/OL]．https://janders．eecg．toronto．edu/１３８７/readＧ

ings/b_and_b．pdf．
[３９]ACHTERBERGT,KOCH T,MARTINA．BranchingrulesreＧ

visited[J]．OperationsResearchLetter,２００５,３３:４２Ｇ５４．
[４０]GAMRATHG．ImprovingStrongBranchingbyDomainPropaＧ

gation[J]．EUROJournalonComputationalOptimization,２０１４,

２:９９Ｇ１２２．
[４１]KILINÇ,MUSTAFA R L．StrongＧbranching inequalities for

convex mixedintegernonlinearprograms[J]．Computational

OptimizationandApplications,２０１４,５９:６３９Ｇ６６５．
[４２]SANTANUSD,YATHARTH D,MARCO M,etal．A TheoＧ

reticalandComputationalAnalysisofFullStrongＧBranching[J]．

arXiv:２１１０．１０７５４,２０２１．
[４３]MILLERCE,TUCKERA W,ZEMLINRA．IntegerprogramＧ

mingformulationoftravelingsalesmanproblems[J]．Journalof

theACM,１９６０,７(４):３２６Ｇ３２９．
[４４]TOBIASA,TIMOB．Hybridbranching[M]∥IntegrationofAI

andORTechniquesinConstriantProgrammingforCombinatoＧ

rialOptimizationProblems．Berlin:Springer,２００９:３０９Ｇ３１１．

WEINiannan,bornin１９９８,bachelor,

postgraduate．Her main research inＧ

terests include logistics and supply
chain management,andalgorithm deＧ

sign．

HANShuguang,bornin１９７７,Ph．D,

professor．His mainresearchinterests

includelogisticsandsupplychain maＧ

nagement,andalgorithmdesign．

２３０７００２２２Ｇ８

ComputerScience 计算机科学 Vol．５１,No．６A,June２０２４




