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图片模糊集的一种相似度量及其在模式识别中的应用

高建雷 罗敏霞
中国计量大学数据科学系　杭州３１００１８
　(s２２０８０７０１００３＠cjlu．edu．cn)

　
摘　要　图片模糊集能刻画具有模糊性、不确定性和不一致性的信息,相似度量是刻画两个对象的相似程度.文中研究图片模

糊集的相似度量.考虑图片模糊集３个隶属度的信息差,基于指数函数构造出一种新的相似度量.文中提出的相似度量不仅

满足相似度量的公理化定义,并且在实际应用中得到合理的计算结果.将相似度量应用到模式识别中,与现存的一些相似度量

进行对比分析,结果表明所提出的相似度量不仅可以弥补一些现存相似度量的缺陷,还可以得到合理的计算结果.
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SimilarityMeasureBetweenPictureFuzzySetsandItsApplicationinPatternRecognition
GAOJianleiandLUO Minxia
DepartmentofDataSciences,ChinaJiliangUniversity,Hangzhou３１００１８,China

　
Abstract　Picturefuzzysetscandepictinformationwithfuzziness,uncertainty,andinconsistency．Similaritymeasureisameasure
ofthedegreeofsimilaritybetweentwoobjects．Thesimilaritymeasurebetweenpicturefuzzysetsisstudiedinthispaper．ConsidＧ
eringtheinformationdifferenceofthethreemembershipdegreesofpicturefuzzysets,anewsimilaritymeasureisconstructed
basedonexponentialfunction．ThesimilaritymeasureproposedinthispapernotonlysatisfiestheaxiomaticdefinitionofthesimＧ
ilaritymeasure,butalsoyieldsreasonablecomputationalresultsinpracticalapplications．WeapplytheproposedsimilaritymeasＧ
uretopatternrecognition,andcompareitwithsomeexistingsimilaritymeasuresinexamples．Theresultsshowthattheproposed
similaritymeasurecannotonlyovercometheshortcomingsofsomeexistingsimilaritymeasures,butalsoobtainreasonablecalcuＧ
lationresults．
Keywords　Picturefuzzyset,Similaritymeasure,Patternrecognition
　
　　图片模糊集是直觉模糊集的一般化,与直觉模糊集相比,

图片模糊集是把直觉模糊集的犹豫度转化为中立度和拒绝

度,并且图片模糊集满足隶属度、中立度和非隶属度三者之和

不超过１.因此,图片模糊集可以处理具有模糊性、不确定性

和不一致性的信息.在日常生活中包含这样的信息的例子较

多,如投票问题.投票问题是一种较经典的问题,在大会选举

中,投票者需要对候选人投票,在投票时选民有以下４种情

况,即支持票、反对票、弃权票和拒绝投票,这４种信息则可以

用图片模糊集来刻画.

相似度量是一种重要的计算工具,它可以计算两个对象

之间的相似程度.然而,图片模糊集作为表示信息的重要工

具之一,关于图片模糊集的相似度量的研究有着重要的意义.

这个研究方向受到了学者们的广泛关注,并且取得了一些重

要的研究成果,这些研究成果也应用于多个领域,如模式识

别[１Ｇ２]、多属性决策[３Ｇ５]和医疗诊断[６Ｇ８]等.

模式识别是一种常见的实际应用问题,根据对某个物理

对象的观测信息,利用计算工具处理信息并对该对象进行分

类,从而给出该对象所属的类别.在解决模式识别问题时,图
片模糊集可以作为一种重要的工具去表示更复杂的信息,

相似度量则可以对这些复杂信息进行处理和计算,给出该物

理对象的分类结果.因此,图片模糊集的相似度量在模式识

别中的应用是非常有实际意义的.文献[９Ｇ１０]给出图片模糊

集的两种相似度量,并应用于模式识别问题;文献[１１]提出了

两个使用分数函数构造的相似度量,并且用于解决模式识别

和聚类分析问题;文献[１２]基于图片模糊集中的３个变量,研
究了一种新型的相似度量,并用于解决模式识别和医学诊断

问题.文献[１３]研究了一些与指数有关的相似度量,用于解

决模式识别、聚类和多属性决策问题.文献[１４]提出了两个

用于解决模式识别和医学诊断问题的相似度量.

然而,一些已有的图片模糊集的相似度量在实际应用时

会出现一些缺陷,如有些相似度量出现反直觉的情形,有些相

似度量识别两个完全不同的物体为同一类(见例１),这些都

是不合理的.为了弥补这些缺陷,本文提出了一种新的相似

度量,该相似度量不仅满足相似度量的公理化定义,而且被应

用于模式识别问题,同时具有较高的可信度.

１　预备知识

定义１[１５]　在论域 X＝{x１,x２,􀆺,xn}上的一个图片

２３０５００１５３Ｇ１



模糊集A 的形式如下:

A＝{‹μA(xi),ηA(xi),νA(xi)›|xi∈X}

其中,μA(xi):X→[０,１]称为“隶属度”,ηA (xi):X→[０,１]称

为“中立度”,νA(xi):X→[０,１]称为“非隶属度”,并且μA(xi),

ηA(xi),νA (xi)三者满足:０≤μA (xi)＋ηA (xi)＋νA(xi)≤１,

∀xi∈X.且ρA(xi)＝１－μA(xi)－ηA(xi)－νA(xi),∀xi∈X
称为拒绝度.论域X＝{x１,x２,􀆺,xn}上所有图片模糊集用

PFS(X)来表示.

定义２[１５]　设A＝{‹μA(xi),ηA(xi),νA(xi)›|xi∈ X},

B＝{‹μB (xi),ηB (xi),νB (xi)›|xi ∈X}是 论 域 X＝ {x１,

x２,􀆺,xn}上任意两个图片模糊集,A 和B 的几个运算的定

义如下:
(１)A⊆B当且仅当μA (xi)≤μB (xi),ηA (xi)≤ηB (xi),

νA(xi)≥νB(xi);
(２)A＝B当且仅当A⊆B,B⊆A;
(３)Ac＝{‹x,νA(x),ηA(x),μA(x)›|x∈X};

设D∗ ＝{‹μ,η,ν›|μ,η,ν∈[０,１],μ＋η＋ν≤１}是图片模

糊数的集合,α＝‹μα,ηα,να›,β＝‹μβ,ηβ,νβ›∈D∗ ,序“≤D∗ ”定

义为α≤D∗β当且仅当μα≤μβ,ηα≤ηβ,να≥νβ(见文献[１５]).

定义３[１６]　设A＝{‹μA(xi),ηA(xi),νA(xi)›|xi∈X},

B＝{‹μB(xi),ηB (xi),νB (xi)›|xi ∈X}是 论 域 X＝ {x１,

x２,􀆺,xn}上 任 意 两 个 图 片 模 糊 集,二 元 函 数 S(A,B):

PFS(X)×PFS(X)→[０,１]称为A 和B 的相似度量,如果满

足以下条件:
(S１)０≤S(A,B)≤１;
(S２)S(A,B)＝S(B,A);
(S３)S(A,B)＝１当且仅当A＝B;
(S４)设C＝{μC (xi),ηC (xi),νC (xi)|xi∈X}也是论域

X＝{x１,x２,􀆺,xn}上的任意图片模糊集,如果A⊆B⊆C,那
么S(A,C)≤S(A,B),S(A,C)≤S(B,C).

设A＝{μA(xi),ηA(xi),νA(xi)|xi∈X}与B＝{‹μB(xi),

ηB(xi),νB(xi)›|xi∈X}是论域X＝{x１,x２,􀆺,xn}上任意两

个图片模糊集,下面给出图片模糊集上已有的一些相似度量.

Singh和 Mishra提出的相似度量[１６]如下:

Sp１
(A,B)＝１－１

４n　∑
n

i＝１
(|μA(xi)－μB(xi)|＋|ηA(xi)－

ηB(xi)|＋|νA(xi)－νB(xi)|＋|ρA(xi)－

ρB(xi)|) (１)

Sp２
(A,B)＝ １ － {１

４n ∑
n

i＝１
(|μA(xi)－μB(xi)|２ ＋

|ηA(xi)－ηB(xi)|２ ＋

|νA(xi)－νB(xi)|２ ＋

|ρA(xi)－ρB(xi)|２)}１
２ (２)

Sp３
(A,B)＝１－１

４n　∑
n

i＝１
max(|μA(xi)－μB(xi)|,

|ηA(xi)－ηB(xi)|,|νA(xi)－νB(xi)|,

|ρA(xi)－ρB(xi)|) (３)

Sp４
(A,B)＝１－ {１

４n　 ∑
n

i＝１
max(|μA(xi)－μB(xi)|２,

|ηA(xi)－ηB(xi)|２,|νA(xi)－νB(xi)|２,

|ρA(xi)－ρB(xi)|２)}１
２ (４)

Dinh和 Thao提出的相似度量[１７]如下:

Sd１
(A,B)＝１－１

n ∑
n

i＝１
max(|μA(xi)－μB(xi)|,|ηA(xi)－

ηB(xi)|,|νA(xi)－νB(xi)|) (５)

Sd２
(A,B)＝１－ {１

n ∑
n

i＝１
max(|μA(xi)－μB(xi)|２,

|ηA(xi)－ηB(xi)|２,

|νA(xi)－νB(xi)|２)}１
２ (６)

Wei提出的相似度量[１８]如下:

Sg１
(A,B)＝１

n ∑
n

i＝１
cosπ

２
(max(|μA(xi)－μB(xi)|,

|ηA(xi)－ηB(xi)|,|νA(xi)－νB(xi)|,

|ρA(xi)－ρB(xi)|)) (７)

Sg２
(A,B)＝１

n ∑
n

i＝１
cosπ

４
(|μA(xi)－μB(xi)|＋|ηA(xi)－

ηB(xi)|＋|νA(xi)－νB(xi)|＋|ρA(xi)－

ρB(xi)|) (８)

Sg３
(A,B)＝１

n ∑
n

i＝１
cot[π

４＋π
４

(max(|μA(xi)－μB(xi)|,

|ηA(xi)－ηB(xi)|,|νA(xi)－νB(xi)|))]
(９)

Sg４
(A,B)＝１

n ∑
n

i＝１
cot[π

４＋π
４

(max(|μA(xi)－μB(xi)|,

|ηA(xi)－ηB(xi)|,|νA(xi)－νB(xi)|,

|ρA(xi)－ρB(xi)|))] (１０)

２　一种新的相似度量

定理１　设A＝{‹μA(xi),ηA(xi),νA(xi)›|xi∈X},B＝
{‹μB(xi),ηB(xi),νB (xi)›|xi∈X}是论域 X＝{x１,x２,􀆺,

xn}上任意两个图片模糊集,二元函数S∗ :PFS(X)×PFS
(X)→[０,１]定义为:

S∗ (A,B)＝１
n ∑

n

i＝１

e
－

|μA
(xi)－μB(xi)|２＋|ηA(xi)－ηB(xi)|２＋|νA(xi)－νB(xi)|２

３
－e－１

１－e－１ (１１)

则S∗ 是图片模糊集A 和B 的相似度量.
证明:为了证明式(１１)是一个相似度量,我们只需要证明

式(１１)满足定义３的(S１)－(S４).
(S１)因为０≤|μA (xi)－μB (xi)|≤１,０≤|ηA (xi)－

ηB(xi)|≤１,０≤|νA (xi)－νB (xi)|≤１,所 以 ０≤
|μA(xi)－μB(xi)|２ ＋ |ηA(xi)－ηB(xi)|２ ＋ |νA (xi )－
νB(xi)|２ ≤ ３, 从 而, e－１ ≤

e
－

|μA
(xi)－μB(xi)|２＋|ηA(xi)－ηB(xi)|２＋|νA(xi)－νB(xi)|２

３ ≤e０.
综上,０≤S∗ (A,B)≤１.
(S２)S∗ (A,B)＝S∗ (B,A)是显然的.
(S３)当S∗ (A,B)＝１时,那么

e
－

|μA
(xi)－μB(xi)|２＋|ηA(xi)－ηB(xi)|２＋|νA(xi)－νB(xi)|２

３ ＝１,即

－
|μA(xi)－μB(xi)|２＋|ηA(xi)－ηB(xi)|２＋|νA(xi)－νB(xi)|２

３
＝

０.
由于|μA(xi)－μB(xi)|２＋|ηA(xi)－ηB(xi)|２＋|νA(xi)－

νB(xi)|２≥０,因 此 μA (xi)＝μB (xi),ηA(xi)＝ηB(xi),

νA(xi)＝νB(xi),即A＝B.

２３０５００１５３Ｇ２
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当A＝B 时,存在μA (xi)＝μB (xi),ηA(xi)＝ηB(xi),

νA(xi)＝νB (xi),那 么|μA (xi)－μB (xi)|２ ＋|ηA(xi)－

ηB(xi)|２ ＋ | ν A(xi ) － νB (xi )|２ ＝ ０, 则

e
－

|μA
(xi)－μB(xi)|２＋|ηA(xi)－ηB(xi)|２＋|νA(xi)－νB(xi)|２

３ ＝１,即 S∗ (A,

B)＝１.
(S４)设A＝{‹μA(xi),ηA(xi),νA(xi)›|xi∈X},B＝{‹μA

(xi),ηB(xi),νB(xi)›|xi∈X}和 C＝{‹μC (xi),ηC(xi),ν

C(xi)›|xi∈X}是论域X＝{x１,x２,􀆺,xn}上任意３个图片模

糊集,下面给出图片模糊集A,B和C 之间的相似度量:

S∗ (A,B)＝

１
n ∑

n

i＝１

e
－

|μA
(xi)－μB(xi)|２＋|ηA(xi)－ηB(xi)|２＋|νA(xi)－νB(xi)|２

３ －e－１

１－e－１ ,

S∗ (B,C)＝

１
n ∑

n

i＝１

e
－

|μB(xi)－μC(xi)|２＋|ηB(xi)－ηC(xi)|２＋|νB
(xi)－νC

(xi)|２

３ －e－１

１－e－１ ,

S∗ (A,C)＝

１
n ∑

n

i＝１

e
－

|μA
(xi)－μC(xi)|２＋|ηA(xi)－ηC(xi)|２＋|νA(xi)－νC(xi)|２

３
－e－１

１－e－１ ,并 且

存在A⊆B⊆C,则μA(xi)≤μB(xi)≤μC(xi),ηA(xi)≤ηB(xi)≤

ηC(xi),νA(xi)≥νB(xi)≥νC(xi).从而|μA(xi)－μB(xi)|≤

|μA(xi)－μC(xi)|,|ηA(xi)－ηB(xi)|≤|ηA(xi)－ηC(xi)|,

|νA(xi)－ν B(xi )| ≤ |ν A(xi )－ν C(xi )|,进 而

|μA(xi)－μB(xi)|２ ＋ |ηA(xi)－ηB(xi)|２ ＋ |ν A(xi )－

νB(xi)|２≤|μA (xi)－μC (xi)|２ ＋|ηA(xi)－ηC (xi)|２ ＋
|νA(xi)－νC(xi)|２,于是存在:

e
－

|μA
(xi)－μB(xi)|２＋|ηA(xi)－ηB(xi)|２＋|νA(xi)－νB(xi)|２

３ ≥

e－
|μA(xi)－μc(xi)|２＋|ηA(xi)－ηc(xi)|２＋|νA(xi)－νc(xi)|２

３ ,

e
－

|μA
(xi)－μB(xi)|２＋|ηA(xi)－ηB(xi)|２＋|νA(xi)－νB(xi)|２

３ －e－１

１－e－１ ≥

e－
|μA(xi)－μc(xi)|２＋|ηA(xi)－ηc(xi)|２＋|νA(xi)－νc(xi)|２

３ －e－１

１－e－１ ,

因此,S∗ (A,C)≤S∗ (A,B).
同理可以证明,S∗ (A,C)≤S∗ (B,C).

３　模式识别的应用

３．１　数值例子

例１　设Ai,Bi(i＝１,２,３,４)是论域X＝{x１,x２}上的任

意两个图片模糊集,A１＝A２,A３＝A４,B１≠B２,B３≠B４.表１
列出了本文提出的相似度量和一些现存的相似度量的计算结

果.通过表１可知,对于第一组和第二组图片模糊集,只有

Sg２
和Sp１

没有具体的分类结果,其余相似度量都认为第一组

集合的相似程度更高,本文提出的相似度量也得到一致的结

果.对于第三组和第四组图片模糊集,现存的相似度量都没

有给出准确的分类结果,本文提出的相似度量得到第四组图

片模糊集的相似程度更高.因此,本文提出的相似度量在一

些图片模糊集数据处理中可以弥补图片模糊集一些存在的相

似度量的缺陷.

表１　不同相似度的计算结果(例１)

Table１　Calculationresultsofdifferentsimilaritymeasures(Example１)

１ ２ ３ ４
Ai ‹０．６,０．１,０．２›‹０．３,０．４,０．２› ‹０．６,０．１,０．２›‹０．３,０．４,０．２› ‹０．５,０．２,０．３›‹０．５,０．０,０．４› ‹０．５,０．２,０．３›‹０．５,０．０,０．４›

Bi ‹０．６,０．１,０．２›‹０．４,０．３,０．３› ‹０．６,０．１,０．２›‹０．１,０．４,０．３›) ‹０．５,０．２,０．３›‹０．４,０．２,０．２› ‹０．５,０．２,０．３›‹０．３,０．２,０．３›

Sd１
([１７]) ０．９５０ ０．９００ ０．９００ ０．９００

Sd２
([１７]) ０．９２９ ０．８５９ ０．８５９ ０．８５９

Sg１
([１８]) ０．９９４ ０．９７６ ０．９７６ ０．９７６

Sg２
([１８]) ０．９７６ ０．９７６ ０．９４６ ０．９４６

Sg３
([１８]) ０．９２７ ０．８６３ ０．８６３ ０．８６３

Sg４
([１８]) ０．９２７ ０．８６３ ０．８６３ ０．８６３

Sp１
([１６]) ０．９５０ ０．９５０ ０．９２５ ０．９２５

Sp２
([１６]) ０．９２９ ０．９１３ ０．８８８ ０．８８８

Sp３
([１６]) ０．９８８ ０．９７５ ０．９７５ ０．９７５

Sp４
([１６]) ０．９６５ ０．９２９ ０．９２９ ０．９２９

本文提出的

相似度S∗
０．９２５ ０．９０４ ０．８７４ ０．８９６

３．２　模式识别算法及应用

模式识别是一种常见的分类问题.首先给出一些不同类

型的已知模式和一些未知模式,模式识别问题则需要通过使

用相似度量计算工具来计算未知模式和不同已知模式之间的

相似程度,相似程度越高,说明该未知模式与这个已知模式更

相似,从而对模式进行分类.

３．２．１　模式识别算法

论域X＝{x１,x２,􀆺,xn}有h个模式 Mj＝{‹μMj
(xi),

ηMj
(xi),νMj

(xi)›|xi∈X},(j＝１,２,􀆺,h)这些模式是已知

的,N＝{‹μN(xi),ηN(xi),νN(xi)›|xi∈X}是一个未知模式,
那么 N 属于哪个模式?

第１步　用相似度量S(Mj,N)计算模式Mj 和未知模式

N 之间的相似程度;
第２步　从第１步中计算的相似度量中找到最大的相似

度量S(Mj０
,N)＝max

１≤j≤h
S(Mj,N),那么未知模式N 属于Mj０

.

３．２．２　模式识别的应用

例２　表２列出了３个已知模式A１,A２,A３ 和１个未知

模式B在图片模糊环境下的数据,那么未知模式B 属于哪种

模式?
从表３中可以观察到,一些现存的相似度量都存在不合

理的情况:判别两组不同的集合相似度是相等的,这种情况会

导致未知模式无法被识别分类,因此不能产生合理的识别结
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果.本文提出的相似度量则避免了该情况,并且判别未知模

式B属于A２,因此本文提出的相似度量可以弥补一些现存相

似度量的缺陷.

例３　表４列出了３个已知模式A１,A２,A３ 和一个未知

模式B,判断未知模式B属于哪种已知模式?

表２　已知模式与未知模式的数据(例２)

Table２　Dataofknownandunknownpatterns(Example２)

x１ x２ x３

A１ ‹０．５,０．１,０．１› ‹０．３,０．１,０．３› ‹０．３,０．１,０．４›

A２ ‹０．４,０．３,０．２› ‹０．３,０．２,０．５› ‹０．４,０．１,０．３›

A３ ‹０．２,０．４,０．３› ‹０．１,０．４,０．４› ‹０．０,０．０,０．０›

B ‹０．３,０．２,０．３› ‹０．４,０．１,０．３› ‹０．４,０．２,０．３›

表３　相似度的结果和模式识别结果(例２)

Table３　Similarityresultsandpatternrecognitionresults
(Example２)

相似度量 S(A１,B) S(A２,B) S(A３,B) 识别结果

Sd１
([１７]) ０．８６７ ０．８６７ ０．７００ 无法确定

Sd２
([１７]) ０．８５９ ０．８５９ ０．６８９ 无法确定

Sg１
([１８]) ０．９７５ ０．９７５ ０．６６６ 无法确定

Sg２
([１８]) ０．９４３ ０．９４３ ０．６３９ 无法确定

Sg３
([１８]) ０．８１２ ０．８１２ ０．６１６ 无法确定

Sg４
([１８]) ０．８１２ ０．８１２ ０．４７３ 无法确定

Sp１
([１６]) ０．９００ ０．９００ ０．７５０ 无法确定

Sp２
([１６]) ０．８８５ ０．８８５ ０．６６３ 无法确定

Sp３
([１６]) ０．９６７ ０．９６７ ０．８８３ 无法确定

Sp４
([１６]) ０．９２９ ０．９２９ ０．７２０ 无法确定

本文提出的

相似度S∗
０．８３６ ０．８５１ ０．６７８ A２

表４　已知模式与未知模式的数据(例３)

Table４　Dataofknownandunknownpatterns(Example３)

x１ x２ x３ x４ x５

A１ ‹０．４,０．３,０．１›‹０．５,０．３,０．２›‹０．４,０．３,０．０›‹０．７,０．０,０．２›‹０．６,０．１,０．１›

A２ ‹０．７,０．１,０．１›‹０．２,０．３,０．４›‹０．２,０．１,０．５›‹０．１,０．５,０．２›‹０．３,０．３,０．３›

A３ ‹０．１,０．３,０．４›‹０．４,０．３,０．１›‹０．３,０．４,０．２›‹０．２,０．５,０．３›‹０．５,０．３,０．１›

B ‹０．６,０．２,０．１›‹０．３,０．４,０．２›‹０．４,０．３,０．２›‹０．７,０．１,０．０›‹０．４,０．２,０．２›

从表５中可以观察到,本文引用的现有的图片模糊集的

一些相似度量判别得出未知模式B属于A１,同时本文所提出

的相似度量也可以得到一致的结果,因此本文提出的相似度

量是合理且有效的.

表５　相似度的结果和模式识别结果(例３)

Table５　Similarityresultsandpatternrecognitionresults
(Example３)

相似度量 S(A１,B) S(A２,B) S(A３,B) 识别结果

Sd１
([１７]) ０．８００ ０．７４０ ０．７４０ A１

Sd２
([１７]) ０．８００ ０．６８１ ０．６７４ A１

Sg１
([１８]) ０．９５１ ０．８８１ ０．８７５ A１

Sg２
([１８]) ０．９５１ ０．８５７ ０．８１０ A１

Sg３
([１８]) ０．７２７ ０．６７４ ０．６７８ A１

Sg４
([１８]) ０．７２７ ０．６７４ ０．６７８ A１

Sp１
([１６]) ０．９００ ０．８５０ ０．８３０ A１

Sp２
([１６]) ０．８７４ ０．７９３ ０．７７６ A１

Sp３
([１６]) ０．９５０ ０．９３５ ０．９３５ A１

Sp４
([１６]) ０．９００ ０．８４０ ０．８３７ A１

本文提出的

相似度S∗
０．８０９ ０．６５３ ０．７３２ A１

　　结束语　本文提出了图片模糊集的一种新的相似度量,
这个相似度量是基于图片模糊集的隶属度、中立度和非隶属

度的差,并且将指数函数与三者的差结合起来构造的.通过

模式识别的应用我们可以看到,在一些情况下,现存的图片模

糊集的一些相似度量会出现不合理的情况,本文提出的相似

度量则可以弥补这些缺陷.通过与现存一些相似度量进行比

较分析,我们可以看到提出的相似度量可以得到合理的结果.

在未来,我们将利用图片模糊数与梯形模糊数的转换关系,利
用定积分进一步研究图片模糊集新的相似度量,并用于解决

多属性决策问题及医疗诊断问题.
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