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摘　要　水平矩阵乘竖直矩阵是科学计算及工程领域中的基本计算之一,很大程度上影响了整个算法的计算效率.GPU 并行

计算是迄今主流的并行计算方式之一,其底层设计使得 GPU 非常契合于大规模矩阵计算.迄今已经有许多研究基于 GPU 并

行计算框架,针对矩阵的结构设计、优化矩阵乘法,但尚未有针对水平矩阵乘竖直矩阵的 GPU 并行算法及优化.此外,GPU 核

函数配置直接影响计算效率,但迄今针对最优核函数配置的研究极为有限,通常需要研究人员针对具体算法的计算特点启发式

地设置.基于 GPU 的线程、内存模型,设计了一种并行水平矩阵乘竖直矩阵乘法 PHVM.数值实验结果表明,在左乘矩阵的

水平维度远远大于竖直维度时,PHVM 要显著优于 NVIDIAcuBLAS库中的通用矩阵乘法.进一步,基于 GPU 的硬件参数,建

立了PHVM 运行时间的核函数配置最优化理论模型.数值实验结果表明,该理论模型较为准确地描述了 PHVM 算法运行时

间随核函数配置(网格大小、线程块大小)变换的变化趋势,且模型得出的理论最优核函数配置与实际最优运行核函数配置

相符.
关键词:矩阵乘法;GPU;CUDA;核函数配置
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Abstract　Horizontalmatrix&verticalmatrixmultiplication(HVM)isoneofthefundamentalcalculationsinscientificcompuＧ
tingandengineering,asitlargelyaffectsthecomputationalefficiencyofhigherＧlevetalgorithms．GPUparallelcomputinghasbeＧ
comeoneofthemainstreamparallelcomputingmethod,anditsunderlyingdesignmakesithighlysuitableforlargeＧscalemultipliＧ
cationcalculations．Numerousstudieshavefocusedondesigningmatrixstructuresandoptimizingmatrixmultiplicationusing
GPUparallelcomputingframeworks．However,therehasbeenalackofGPUparalletalgorithmsandoptimizationmethodsspeＧ
cificallytargetingHVM．Furthermore,theconfigurationofGPUkernelfunctionsdirectlyaffectscomputationalefficiency,but
studiesontheoptimalconfigurationofkernelfunctionshavebeenextremelylimited,typicallyrequiringresearcherstoheuristiＧ
callysetthembasedonthespecificcomputationalcharacteristicsofthealgorithm．ThispaperdesignsaparallelHVMalgorithm,

PHVM,basedontheGPU’sthreadandmemorymodel．ThenumericalexperimentalresultsshowthatwhenthehorizontaldiＧ
mensionoftheleftmatrixismuchlargerthantheverticaldimension,PHVMsignificantlyoutperformsthegeneralmatrixmultiＧ

plicationintheNVIDIAcuBLASlibrary．Furthermore,thispaperestablishesanoptimaltheoreticalmodelforkernelfunction
configurationofPHVMruntimebasedonGPUhardwareparameters．ThenumericalexperimentalresultsindicatesthatthistheoＧ
reticalmodelaccuratelyreflectsthetrendofchangesinPHVMalgorithmruntimewithkernelfunctionconfiguration(gridsize
andthreadblocksize)variations．
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１　概述

１．１　水平矩阵与竖直矩阵乘法概述

本文聚焦于水平矩阵Ｇ竖直矩阵乘法[１Ｇ３].一般地,考虑

水平矩阵乘竖直矩阵E×F,其中E∈RM×K,F∈RK×N ,M≪

K,N≪K,如图１所示.

图１　水平矩阵乘竖直矩阵

Fig．１　Horizontalmatrixmultiplyverticalmatrix

水平矩阵与竖直矩阵乘法是科学计算及工程领域中的基

本计算之一.在图像压缩领域中,此类乘法被用于离散余弦

变换(DiscreteCosineTransform,DCT)算 法 压 缩 图 像[１].

DCT是一种傅里叶变换类型,将图像转换为一组频率以更有

效地存储.其首先将图像分成小块,即水平矩阵,然后将每个

块乘以竖直矩阵以生成 DCT系数.在信号处理中,水平矩阵

乘法用于信号处理应用,如音频和视频压缩[２]:信号被分成小

块,然后每个块被乘以一个水平矩阵来生成离散余弦或正弦

变换系数.此外,此类乘法也是机器学习及深度学习的神经

网络计算中的重要步骤[３]:输入数据首先通过卷积层进行处

理,该层使用此类乘法从输入图像或文本中提取特征.

针对通用矩阵乘法,Strassen[４]等提出了Strassen矩阵乘

法,时间复杂度为 O(nlog２７);Coppersmith[５]等提出了基于算

术级数的矩阵乘法,将时间复杂度降至 O(n２．３７６).进一步,利

用相乘矩阵的结构性质,Davis[６]针对稀疏矩阵总结了稀疏矩

阵向量乘算法.Casaent等[７]设计了一种新的时空积分光学

线性代数处理器以加速处理带状矩阵乘法.基于矩阵分块的

策略,Challacombe等[８]采用数据并行的消息传递方式提出了

一种通用并行稀疏分块矩阵乘法.Rubensson等[９]利用四叉

树数据结构,提出了一种在分布式内存集群上进行并行稀疏

分块矩阵乘法的方法.但是迄今未见针对水平矩阵Ｇ竖直矩

阵乘法的研究.

１．２　GPU并行计算概述

相较于中央处理器CPU,GPU 专注于并行计算,适用于

涉及大量数据并行性的计算任务,即对大量数据执行相同操

作,例如矩阵乘法、图像处理和科学计算等.目前,在AI领域

的大规模计算均使用 GPU 加速[１０].更重要的是,在能耗方

面,同等计算效率的 GPU 比 CPU 更低[１１].NVIDIA 公司于

２００６年发布了统一计算架构 CUDA[１２Ｇ１３].CUDA 是建立在

NVIDIA的图形处理器 GPU(GraphicsProcessingUnit)上的

一个通用并行计算平台和编程模型,基于 CUDA编程可以利

用 GPUs的并行计算引擎更加高效地解决比较复杂的计算问

题.因此,对矩阵乘法等算法在 GPU 上并行实现及优化的

研究也备受国内外学者关注[１２Ｇ１４].Fatahalian等[１４]解释了用

GPU并行处理矩阵乘法的一般逻辑;Herault等设计了基于

PaRSEC的多 GPU加速分布式内存平台[１５];NVIDIA给出了

性能优异的通用 GPU 矩阵操作算子库 cuBLAS[１６],囊括了

１５２种基础线性代数算子的 GPU 优化实现.但是cuBLAS
是闭源库,研究人员及开发人员无法根据实际需要修改cuＧ

BLAS的源码.

进一步,GPU 核函数配置(网格大小、线程块大小)直接

影响计算效率.线程块是 CUDA 程序并行计算的基本单元,

如果线程块过小,则可能无法充分利用 GPU 的并行计算能

力,从而导致计算效率低下;如果线程块过大,则可能会导致

GPU内存不足,从而影响计算性能.网格是由多个线程块组

成的,因此它的大小可以影响到程序的并行度.如果网格过

小,可能无法充分利用 GPU 的计算资源,导致计算性能低

下.如果网格过大,可能会使 GPU 内存不足,从而影响程序

的执行效率.目前有许多针对 GPU 的程序优化研究[１５Ｇ１７].

Wang等[１７]提出了一种基于 GPU的并行计算性能分析模型,

帮助程序员从指令流水线、共享存储器访存、全局存储器访存

等方面优化程序.Yin等[１８]对 GPU 的存储层次结构进行了

模拟,找出了 GPU 矩阵乘法算法中的流多处理器数量与存

储控制器数量之间的最佳配置关系.DALTON 等[１９]针对稀

疏矩阵乘法的 GPU实现提出了带宽优化策略.但迄今针对

最优核函数配置的研究极为有限,通常需要研究人员针对具

体算法的计算特点启发式地设置.

１．３　本文工作及贡献

针对上述章节中描述的两个问题,本文基于 GPU 设计

了一种新的水平矩阵———竖直矩阵乘法算法PHVM,并基于

GPU的硬件参数给出了PHVM 的核函数配置最优化理论模

型.具体地,本文的主要贡献如下.

(１)基于GPU的线程、内存模型,针对水平矩阵乘竖直矩

阵设计了并行矩阵乘法算法(ParallelHorizontal& Vertical

MatrixMultiplicationMethod,PHVM).数值实验表明,当左

乘矩阵的水平维度远远大于竖直维度时,PHVM 要显著优于

NVIDIAcuBLAS中的通用矩阵乘法cublasSgemm.

(２)基于 GPU 的硬件参数,本文给出了 PHVM 的核函

数配置最优化理论模型.模型以 GPU 的硬件参数为常数,

矩阵尺寸、网格大小与线程块大小为参数,最小化算法理论运

行时间为优化目标.数值实验表明,该理论模型较准确地反

映了程序运行的实际状态,描述了算法运行时间随网格大小、

线程块大小变化的趋势.当研究人员在已知参数的 GPU 上

部署计算 PHVM 时,可以根据该理论模型自动计算出最优

的核函数参数配置组合.该理论模型具有一般意义,研究人

员可按照PHVM 时耗理论模型的建立流程构建其他算法的

GPU时耗理论模型,从而减少测试其 GPU 最优核函数配置

的准备时间.

２　基于GPU的并行水平矩阵乘竖直矩阵乘法PHVM

２．１　算法提出

一般地,考虑水平矩阵乘竖直矩阵E×F(见图１),其中

２３０３００２００Ｇ２
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E∈RM×K,F∈RK×N ,M≪K,N≪K.为了方便讨论,令 M＝

N.此类计算的特点是结果矩阵中元素数量少(M２),计算每

个元素所需的计算量大(计算长度为 K 的向量内积).针对

此类计算,我们考虑以下高效并行计算方式.

算法１　基本并行水平矩阵乘竖直矩阵算法

输入:(E,F,M)

输出:R

１．fori←[１,M]inParalleldo:

２．　forj←[１,M]inParalleldo:

３．　R[i][j]← DOT(E．row(i),F．COL(j))

４．　endfor

５．endfor

由于 M≪K,所以大部分计算消耗在内积的计算上.并

行内积的基本思想为分治法[２０]:在当前计算步,将一半的元

素并行加到另一半元素上,从而将问题规模减小一半.如果

GPU 线程数足够多,且不考虑 GPU 线程间的通信花费,上

述算法可在 O(logK)的时间复杂度完成计算.但是 GPU 的

可激活线程是有上限的,以 GPU A１００ＧPCIEＧ４０GB 为例,可

激活线程总数为２２１１８４;并且 GPU 线程间通信的花费也不

可忽略,尤其是线程块与线程块之间通过全局内存进行通信,

相对耗时较长.为了尽量减少访问全局内存,基于分治思想

与 CUDA 硬件配置,本章给出基本并行内积算法,其计算流

程如图２所示.

图２　基本并行内积算法示意图

Fig．２　Schematicdiagramofbasicparallelinnerproductalgorithm

　　下面从上往下分析该算法的六层要素.

L１:GRID 为线程网格.

L２:BLOCKi为第i个线程块,i∈[１,GS],GS为线程网

格容量,即线程块的个数.

L３:Ti为第i个线程,i∈[１,BS􀅰GS],BS 为线程块容

量,即单个线程块中线程的个数.Ti为线程块BLOCK i
BS＋１

中的线程.

L４:v→１与v→２为计算对象,存储于全局内存中.Ti负责将

v→１,v→２的数据段 (i－１)􀅰 K
BS􀅰GS＋１∶i􀅰 K

BS􀅰GS[ ] 相乘相

加,累计在其寄存器中.

L５:在 GPU 中,同一个线程块中的线程通过共享内存进

行通信,所以需要将上一步骤中寄存器的缓存结果放入共享

内存中.C
→
i存储于BLOCKi中的共享内存,其中i∈[１,􀆺,

BS].此步首先将线程Ti的累积结果存入C
→

i
BS＋１

[i％BS＋１]

中,其中i∈[１,BS􀅰GS],然后使用并行加算法将C
→
i[j]并入

C
→
i[１],其中i∈[１,􀆺,GS],j∈[１,􀆺,BS].

L６:RES为最终结果,其存储于全局内存中.此步将上

步中所有线程块的首位元素原子累加进RES,即RES＋＝

C
→
i[１],其中i∈[１,GS].

由于 CUDA 的执行方式是单指令多线程,最小单位是线

程束(Warp),所以在该算法的 L４步骤中,线程束内部的连续

线程在同一访存指令的作用下会访问离散的全局内存地址,

故该线程束需访问２􀅰WS 次全局内存,WS 为线程束中线程

的数量.

基于 CUDA 程序的优化准则[２１],考虑合并上述算法 L４
步骤中一个线程束内部的全局内存读取,我们给出合并取内

存并行内积算法,其计算流程图如图３所示.在该算法中,虽

然单个线程负责的计算数据在全局内存中以步长Stride＝

GS􀅰BS离散存储,但是线程束内部的连续线程在同一访存

指令的作用下会访问连续的全局内存.CUDA 会将这些取

存合并,故单个线程束仅需访问一次全局内存.具体地,更改

步骤L４为:

L
∧

４:Ti负责将v
→
１与v

→
２中对应下标为k􀅰(GS􀅰BS)＋i的

数据对进行先相乘后相加的操作,并将计算结果累计在其寄

存器中,其中i∈[１,􀆺,GS􀅰BS],k∈ １,􀆺, N－i
GS􀅰BS[ ] .

将基本并行水平矩阵乘竖直矩阵算法(算法１)中的第

３行替换为基本并行内积算法(见图２),得到完整基本并

行矩阵乘法算法 BasicMM.将基本并行水平矩阵乘竖直

矩阵算法(算法１)中的第３行替换为合并取存内积算法

(见图３),即得到优化后的并行水平矩阵乘竖直矩阵算法

PHVM.

２３０３００２００Ｇ３
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图３　合并内存读取内积算法

Fig．３　Mergingmemoryreadinnerproductalgorithm

２．２　数值实验

本章节给出具体的数值实验以验证 PHVM 的高效性.

在该实验中,针 对 水 平 矩 阵 乘 竖 直 矩 阵 E×F,其 中 E∈
RM×K,F∈RK×N ,M≪K,N≪K,我们给出了非合并取内存的

基本并行矩阵乘法 BasicMM、合并取内存的 PHVM 与 CUＧ

DA的cuBLAS库提供的通用矩阵乘法cublasSgemm 的性能

对比,其中 cuBLAS库为 NVIDIA 针对 GPU 的底层设计实

现并优化的基础算子库,具有更新快、通用性强、性能高等优

势[１９Ｇ２２].本实验所用的矩阵均为程序随机生成,矩阵中所有

元素服从范围为[－１,１]的均匀分布.表１列出了实验所用

矩阵组的具体信息.

表１　随机矩阵对信息

Tabel１　Stochasticmatrixpairinformation

矩阵对 M K N 矩阵元素类型 矩阵元素分布

MTXA ３ ５×１０７ ３ FP３２ U(－１,１)

MTXB ５ ３×１０８ ５ FP３２ U(－１,１)

MTXC ７ ２×１０９ ７ FP３２ U(－１,１)

我们通过 CUDA并行实现这些方法.实验所用 CPU 型

号为Intel(R)Xeon(R)Gold５２１８CPU ＠ ２．３０GHz,GPU
型号为 A１００ＧPCIEＧ４０GB,CUDA 版本为 １１．１,操作系统为

CentOSLinuxrelease７．８．２００３(Core),g＋ ＋ 编 译 器 使 用

g＋＋(GCC)９．３．０.分别使用 cublasSgemm,PHVM 与 BaＧ
sicMM 对表１中的矩阵对做乘法,得到三者核函数运行时间

对比(见图４－图６).图４、图５、图６分别对应cublasSgemm,

PHVM,BasicMM 算法计算矩阵对 MTXA,MTXB,MTXC
的结果对比,可以看到左乘矩阵的行数越小,PHVM 较于cuＧ
blasSgemm的速度优势越明显.因为针对同一个矩阵对数

据,主机内存到设备内存的数据传输量固定,所以我们仅统计

核函数的运行时间.

实验数据表明,采取合并取内存策略的 PHVM 运行时

间明显少于采取非合并取内存策略的 BasicMM,说明合并内

存取全局内存的确是有很大的加速效果的.另外,cublasSＧ

gemm 的运行时间展示了cuBLAS确实并未做水平矩阵与竖

直矩阵乘法的优化:图５所用矩阵对与图 ６所用矩阵对的元

素数量相当,前者的 M 要小于后者,如果利用了此类结构特

征,后者的运行时间理应大于前者(如 PHVM 与 BasicMM
的实验结果所示),但是 cublasSgemm 的实验结果却相反.
这也体现了cuBLAS是闭源求解库的弊端,开发人员只能使

用其提供的应用程序接口,而对其内部实现细节一概不知,无
法针对应用场景做优化.

图４　矩阵对 MTXA性能对比图

Fig．４　PerformancecomparisonofMTXAmatrixpair

图５　矩阵对 MTXB性能对比图

Fig．５　PerformancecomparisonofMTXAmatrixpair

图６　矩阵对 MTXC性能对比图

Fig．６　PerformancecomparisonofMTXAmatrixpair

２３０３００２００Ｇ４

ComputerScience 计算机科学 Vol．５１,No．６A,June２０２４



３　针对PHVM的GPU核函数配置最优化理论模型

３．１　最优化模型的提出

在 CUDA 编程中,为了有效地利用 GPU 的多核心结

构,需要将计算任务划分为多个线程块,每个线程块中包含多

个线程.网格是线程块的集合,包含多个线程块.网格和线

程块大小都可以通过核函数运行配置来调整,以满足不同的

应用需求.核函数的执行效率严重依赖于 CUDA 网格大小

及线程块大小的设置.核函数配置往往通过工程师的经验设

定,NVIDIA厂商只给出了设置核函数配置的经验准则,并未

给出通用的核函数配置.

基于 CUDA 的基本优化准则[１６,２１],本章节针对 PHVM
的计算流程以及具体 GPU 的硬件配置,建立了 PHVM 中核

函数配置的最优化理论模型.该模型的输入包括待求解问题

规模、GPU的硬件参数与算法的 GPU 流多处理器使用率.

优化目标为最小化 PHVM 运行时间.输出理论最优 CUDA
的网格大小以及线程块大小.

考虑用 PHVM 求解大规模水平矩阵乘竖直矩阵E×F
(见图１),其中E∈RM×K,F∈RK×N ,M≪K,N≪K.由于求

解问题规模大,在配置合理的情况下 GPU 线程理应满载运

行,因此在建模的过程中我们考虑以串行的方式计算每一个

结果矩阵中的元素,优化目标为:

min
GS,BS

　M􀅰N􀅰tsingle_elem (１)

其中,tsingle_elem为结果矩阵中单个元素的计算消耗,共 M􀅰N
个元素.在给出tsingle_elem的具体表达式之前,我们先给出模型

约束的分析如下.

为了同时兼顾 GPU 线程的并行度与 GPU 硬件的利用

率,GPU 允许处于活动状态的线程数量有限.令SMS为单

个流处理器中能够并行的线程数量上限,SMNUM 为 GPU 中

流处理器的数量,可以得到约束:

BS􀅰GS＝SMS􀅰SMNUM (２)

CUDA线程的执行方式为单指令多线程,最小执行单位

为线程束 Warp,令WS 为线程束中线程的数量,为了使每次

指令执行都调用WS 个线程,给出约束:

BS＝k１􀅰WS, (３)

其中,k１为正整数.

在 CUDA 中,一个流多处理器SM 可同时执行多个线程

块,但是一个线程块不能同时在多个SM 上运行,所以为了使

流多处理器激活尽可能多的线程,给出约束:

k２􀅰BS＝SMS, (４)

其中,k２为正整数.

综上所述,将优化目标式(１)与约束条件(２)－(４)整合,

得到优化模型:

min
GS,BS

　M􀅰N􀅰tsingle_elem

s．t．
BS􀅰GS＝SMS􀅰SMNUM

BS＝k１􀅰WS
k２􀅰BS＝SMS

{
(５)

其中,BS,GS,k１,k２ 为正整数.

下面分析计算单个结果矩阵元素的耗时tsingle_elem.单个

元素需要一次内积操作,PHVM 中采用的内积算法如图３所

示.首先聚焦于单个线程,对照图３,在步骤L
∧

４中,单个线程

需要访问全局内存 ２􀅰K
BS􀅰GS

次以加载向量数据,该步需要时

间 ２􀅰K
BS􀅰GS

􀅰σg,其中σg为单次访问全局内存的时间.再对这

些数据对进行“乘加”操作,并将结果暂存于该线程的寄存器

中,该步需要时间 K
BS􀅰GS

(σadd＋σmul),其中σadd为单次浮点加

操作时间,σmul为单次浮点乘操作时间.步骤L５首先将线程

上步的计算结果暂存进其所在线程块的共享内存,然后并行

加线程块内部共享内存的暂存结果.我们考虑计算量最多的

线程,其计算时间为σs＋２􀅰logBS􀅰σs＋logBS􀅰(σadd＋σs).
步骤L６为原子加操作,由每个线程块的第一个线程将该线

程块中所有线程的累积结果并入位于全局内存的RES中,其
需要时间σs＋σg＋σadd＋σg.

至此,结果矩阵单个元素的耗时为:

tsingle_elem＝tprep_comp＋tpost_store (６)
其中:

tprep_comp＝ K
BS􀅰GS×(２􀅰σg＋σadd＋σmul)＋σs＋

logBS􀅰(σadd＋３􀅰σs) (７)

tpost_store＝σs＋σg＋σadd＋σg (８)

我们称步骤{L
∧

４,L５}为前置计算,步骤 L６为后置存储,

tpre_comp和tpost_store分别为前置计算耗时与后置存储耗时.

GPU线程并行与 GPU线程并发是两种不同的概念.并

发是指多个任务共享计算资源,并按照一定的时间顺序执行.

GPU的并发能力是指其能够同时激活的最大线程数SMS􀅰

SMNUM.并行是指同时执行多个任务,每个任务运行在不同

的处理器或计算核心上.GPU 的并行能力是指其能够同时

执行的最大线程数.为了更进一步分析式(６),我们给出如下

假设.
(１)计算数据的规模足够大,满足线程数满载的必要

条件.
(２)GPU核并行处理的线程会将其一直占用,直到该线

程完成前置计算为止.
(３)同时调用的线程也会同时完成前置计算.
基于以上假设,我们给出式(６)的优化:

(１)当tpre_comp＜CoreS
BS

􀅰tpost_store时:

tsingle_elem＝tpre_comp＋GS􀅰tpost_store (９)

(２)当tpre_comp≥CoreS
BS

􀅰tpost_store时:

tsingle_elem＝GS􀅰BS
CoreStprecomp ＋CoreS

BS GS􀅰tpoststore (１０)

系数 GS􀅰BS
CoreS

为计算结果矩阵单个元素的线程块调用轮数:

总共有CoreS个处理核,故可并行执行 CoreS
BS

个线程块的线

程;总共有GS个线程块,故需要 GS􀅰BS
CoreS

次执行完所有的线

程块.由假设(２)可知,同一轮计算的所有线程块同时结束,
所以这些线程块的后置存储步骤会串行执行.

式(９)为前置计算理论耗时小于后置存储的理论耗时,计
算过程如图７所示,当前线程在每一轮前置计算完成后释放

硬件资源,供下一轮线程进行前置计算.此时,后置计算是整

个矩阵乘计算的瓶颈.
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图７　前计算时间小于单 Block原子加时间示意图

Fig．７　Diagramofpreviouscalculationtimeislessthanasingle
blockatomplustime

式(１０)为前置计算理论耗时大于或等于后置存储的理论

耗时,计算过程如图８所示,每一轮的后置存储操作被该轮的

前置计算操作重叠隐藏(Overlap).此时,前置计算是整个矩

阵乘计算的瓶颈.

图８　前计算时间大于单Block原子加时间示意图

Fig．８　Diagramofpreviouscalculationtimeisgreaterthana
singleblockatomplustime

进一步,我们注意到在执行 CUDA 程序时,不同的算法

对流多处理器的利用率也不同.SM 利用率是指 GPU 中的

流多处理器(SM)处于处理数据状态的时间占总时间的百分

比.在统计tpre_comp时,我们假设了流多处理器满载,现将 SM
的利用率引入模型,以尽可能消除误差.

基于式(７)中tpre_comp的表达式,有:

tpre_comp＝( K
BS􀅰GS

(２􀅰σg＋σadd＋σmul)＋σs＋

logBS􀅰(σadd＋３􀅰σs))􀅰 １
uSM

(１１)

其中,１
uSM

为流多处理器的利用率.

１)https://docs．nvidia．com/nsightＧcompute/NsightComputeCli/index．html
２)https://docs．nvidia．com/nsightＧcompute/NsightCompute/index．html

３．２　模型验证实验

本章节给出具体的数值实验以验证核函数配置模型的有

效性.在该实验中,针对水平矩阵乘竖直矩阵 E×F,其中

E∈RF×K,∈RK×N ,M≪K,N≪K,我们给出了 PHVM 的核

函数实际运行时间(ms)、模型理论时间(时钟周期)在不同

GPU 上的趋势对比.

本实验所用的矩阵均为程序随机生成,矩阵中所有元素

服从范 围 为 [－１,１]的 均 匀 分 布.表 ２ 列 出 了 实 验 所 用

矩阵组的具体信息.

表２　随机矩阵对信息

Tabel２　Stochasticmatrixpairinformation

矩阵对 M K N 矩阵元素类型 矩阵元素分布

MTX１ ５ ３×１０７ ５ FP３２ U(－１,１)

MTX２ ７ ３×１０７ ７ FP３２ U(－１,１)

MTX３ ９ ３×１０７ ９ FP３２ U(－１,１)

实验所用 CPU 型号为 Intel(R)Xeon(R)Gold５２１８
CPU ＠２．３０GHz,操作系统为 CentOSLinuxrelease７．８．
２００３(Core),g＋＋编译器使用g＋＋(GCC)９．３．０,CUDA 版

本为 １１．１,GPU 型 号 分 别 为 A１００ＧPCIEＧ４０GB,GeForceＧ
RTXＧ２０８０ＧTi.

通过 Wong等[２５]开源的 GPU 基准测试工具,我们测试

出了两块 GPU 的操作延时,包括单精度浮点加法σadd、单精度

浮点乘法σmul、单次访问全局内存σg以及单次访问共享内存

σs.表３列出了这两个 GPU 的硬件参数信息,表４给出了这

两个 GPU 的操作延时及运行 PHVM 时对应流多处理器的

利用率,其中σadd,σmul,σg,σs的统计单位为时钟周期.SMs利

用率uSM是在 GPU 上运行 PHVM 得来:使用 NVIDIA 提供

的工具 NVIDIA(R)NsightComputeCommandLineProfiＧ
ler１)以 生 成 运 行 PHVM 时 的 日 志 文 件,通 过 NVIDIA
NSightCompute可视化工具２)得到uSM.

表３　GPUs硬件参数

Tabel３　GPUshardwareparameters

GPU型号 SMNUM SMS WS CoreS
RTXＧ２０８０Ti ６８ １０２４ ３２ ４３５２
A１００Ｇ４０GB １０８ ２０４８ ３２ ６９１２

表４　GPUs操作延时以及运行 PHVM 的 SMs利用率

Tabel４　GPUsoperationlatenciesandSMutilizationduring

PHVMexecution

GPU型号 σadd σmul σg σs uSM

RTXＧ２０８０Ti １ ２ ３４６ ４９．３９ ０．２７
A１００Ｇ４０GB １ ２ ３１７ ３４．４６ ０．１６

图９与图１０分别给出了PHVM 在 GPUGeForceＧRTXＧ
２０８０ＧTi与 A１００ＧPCIEＧ４０GB上的实际运行时间(毫秒)以及

理论模型时间(时钟周期)随核函数执行配置改变的变化趋

势,图中‘RUN’‘THEO’后缀分别为实际运行结果与本文理

论模型得出结果.实验数据显示:针对表２中的矩阵对数据

组,PHVM 在 GPU GeForceＧRTXＧ２０８０ＧTi上的最佳核函数

配置均为“GS(１３６),BS(５１２)”,与理论模型保持一致;PHVM
在 GPU A１００ 上 的 最 佳 核 函 数 配 置 均 为 “GS(８６４),

BS(２５６)”,与理论模型保持一致.同时,理论模型也较为准

确地预测出了 PHVM 性能急剧下降的拐点:PHVM 在两块

GPU 上均表现出随着GS 增大其运行时间先减少后增加的

特点,根据式(９)与式(１０)可知,这是因为随着 GS 增大,前置

处理时间tpre_comp 减小,后 置 存 储 时 间tpost_store 增 大,拐 点 即

tpre_comp减小量刚好等于tpost_store增加量的情况,超过了此阈值,

tpost_store会成倍增长.

实验数据表明,我们提出的核函数配置最优化理论模型

较好地反映了 PHVM 在 GPU 上运行的实际状态,其推导的

理论最优核函数配置与实际最优运行核函数配置相符.当研
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究人员在已知参数的 GPU 上部署计算 PHVM 算法时,可以 根据该理论模型自动计算出最优的核函数参数配置组合.

(a)MTX１_RUN (b)MTX１_THEO (c)MTX２_RUN

(d)MTX２_THEO (e)MTX３_RUN (f)MTX３_THEO

图９　PHVM 实际运行时间与理论模型时间在 GPU２０８０Ti上的趋势对比

Fig．９　ComparisonofactualrunningtimeandtheoreticalmodeltimeofPHVMonGPU２０８０Ti

(a)MTX１_RUN (b)MTX１_THEO (c)MTX２_RUN

(d)MTX２_THEO (e)MTX３_RUN (f)MTX３_THEO

图１０　PHVM 实际运行时间与理论模型时间在 GPUA１００上的趋势对比

Fig．１０　ComparisonofactualrunningtimeandtheoreticalmodeltimeofPHVMonGPUA１００

　　需要注意的是,通过该模型得出的理论运行总时间要长

于实验所得的运行总时间,这是因为模型尚未考虑 GPU 不

可编程内存(缓存)的访存优化.在未来的工作中,可以考虑

将更多的 GPU 硬件参数如 L１和L２缓存等考虑进模型建立

中,以更为准确地预估程序执行时间.
结束语　本文提出了一种基于 GPU 的并行矩阵乘算法

PHVM 以解决矩阵乘问题———水平矩阵乘竖直矩阵.数值

实验表明,当左乘矩阵的水平维度远远大于竖直维度时,PHＧ
VM 要显著优于 NVIDIAcuBLAS库中的通用矩阵乘法cuＧ
blasSgemm.

更进一步,GPU 核函数配置直接影响计算效率,但迄今

针对最优核函数配置的研究极为有限.本文给出了 PHVM
的核函数配置最优化理论模型,其以 GPU 的硬件参数、流多

处理器的利用率、左乘矩阵的竖直维度为输入参数,输出理论

最优的核函数配置(线程块数量、单个线程块中线程数量).
从数值实验来看,该理论模型较准确地反映了 PHVM 的实

际运行状态,描述了 PHVM 算法运行时间随核函数配置(网
格大小、线程块大小)变换的变化趋势,通过该模型得到的理

论最优核函数配置与实际最优运行核函数配置相符.当研究

人员在已知参数的 GPU 上部署计算 PHVM 时,可以根据该

理论模型自动计算出最优的核函数参数配置组合.
本文对PHVM 建立的理论模型可以直接得出最优核函
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数配置,但是由于目前该模型尚未考虑 GPU 不可编程内存

的访存优化,所以通过该模型得出的理论运行总时间与实验

所得的运行总时间仍存在一定偏差.在未来的工作中,可以

考虑将更多的 GPU 硬件参数如 L１和L２缓存等考虑进模型

建立中,以更为准确地预估程序执行时间.
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