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摘　要　形式概念分析是一种利用概念格进行数据分析的理论,属性约简是概念格约简的主要方式之一.决策蕴涵是形式概

念分析在决策情形下的一种知识表示与推理模型.在已有保持决策背景知识信息不变的属性约简研究中,通常以保持概念规

则或粒规则来保持决策背景的知识信息.而相比于概念规则与粒规则,决策蕴涵具备更强的知识表示能力.为了进一步缩小

数据在属性约简前后对知识信息表示的差异,对保持决策蕴涵不变的属性约简进行了研究.首先,结合决策蕴涵的语义给出了

保持决策蕴涵不变的协调集和约简定义,提出了判定协调集和约简的充要条件;接着,通过实例分析了该约简存在的问题,并结

合蕴涵理论给出解决方法,从而给出了弱协调集和弱约简的定义;然后,从知识包含的角度分析了弱约简相比于约简的合理性;

最后,提出了判定弱协调集和弱约简的充要条件,并结合决策蕴涵规范基给出了能够找到弱约简的方法,丰富了保持知识信息

的属性约简研究内容.
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Abstract　Formalconceptanalysisisatheoryofdataanalysisusingconceptlattice,andattributereductionisoneofthemain
waysofconceptlatticereduction．DecisionimplicationisaknowledgerepresentationandreasoningmodelofformalconceptanalyＧ
sisindecisionsituations．Intheexistingresearchonattributereductionthatpreservesdecisioncontextknowledgeinformation,

conceptrulesorgranularrulesareusuallyusedtopreservedecisioncontextknowledgeinformation．Comparedwithconceptrules
andgranularrules,decisionimplicationhasastrongerabilityofknowledgerepresentation．TofurtherreducethedifferencebeＧ
tweentherepresentationofknowledgeinformationbeforeandafterattributereduction,astudyisconductedonattributereducＧ
tionwhichpreservesdecisionimplication．Firstly,basedonthesemanticsofdecisionimplication,thedefinitionsofconsistentset
andreductionthatpreservedecisionimplicationaregiven,andthenecessaryandsufficientconditionsfordeterminingconsistent
setandreductionareprovided．Examplesshowtheproblemsofthereduction,andbycombiningimplicationtheory,thedefinitions
ofweakconsistentsetandweakreductionareintroduced．Then,therationalityofweakreductioncomparedwithreductionisanaＧ
lyzedfromtheperspectiveofknowledgeinclusion．Finally,thenecessaryandsufficientconditionsforjudgingweakconsistentset
andweakreductionareprovided,andthemethodthatcanfindweakreductionisgivenbycombiningdecisionimplicationcanonical
basis,whichenrichestheresearchofattributereductionthatpreservesknowledgeinformation．
Keywords　Formalconceptanalysis,Attributereduction,Decisionimplication,Knowledgerepresentationmodel,DecisionimplicaＧ
tioncanonicalbasis

　

１　引言

形式概念分析(FormalConceptAnalysis,FCA)是由德国

教授 Wille提出的一种数据分析方法[１],利用形式背景体现对

象与属性之间的二元关系,利用概念格挖掘数据之间的关联关

系[２].目前,形式概念分析已普遍与粒计算[３]、粗糙集[３]、三支



决策[４]等领域相结合,并且被广泛应用到机器学习[５]、软件工

程[６]、冲突分析[７]等诸多领域[８].

为了更好地进行数据分析并节约存储空间,有必要对概

念格进行约简.概念格的约简方式可分为对象约简[９]、属性

约简[１０Ｇ１７]以及概念约简[１８Ｇ１９]３种.其中,属性约简是一种在

保持一致性的基础上消除冗余属性以实现概念格简化的方

法,其目标是找到不破坏一致性的最小属性集.属性约简作

为概念格约简的主要方式之一,一直以来都是FCA的热门研

究内容并被学术界广泛关注[１０Ｇ１７].从基于概念格结构及概

念格基本构成单元的一致性角度出发,Shao等[１０]研究了保持

概念格结构不变的属性约简;Wang等[１１]研究了保持交不可

约元外延集不变的属性约简;Ren等[１２]研究了保持并不可约

元外延集不变的属性约简;Li等[１３]将粒计算思想与形式概念

分析相结合,研究了粒约简方法;Yue等[１４]研究了面向属性

概念格与面向对象概念格上的属性约简.

然而,有些情况下会要求数据在进行属性约简前后所表

达的知识信息(即属性之间的依赖关系)相同.基于此,Zhai
等[１５]通过保持任意对象对的包含度不变性研究了模糊背景

下保持知识结构不变的属性约简,并给出了一种计算模糊属

性约简的算法.Li等[１６]利用确定性决策规则和可能性决策

规则(决策规则即概念规则)研究了决策背景属性约简问题;

Zhang等[１７]研究了粒协调决策形式背景下保持粒规则的属

性约简问题.

在决策背景下,通常选择决策蕴涵[２０Ｇ２２]、概念规则[２３]以

及粒规则[２３]来表达知识信息.决策蕴涵是在决策背景下反

映条件属性与决策属性之间关联关系的蕴涵,其前提均为条

件属性,结论均为决策属性.概念规则与粒规则是两种知识

表示与推理模型,其含义分别为在某个条件概念外延或条件

粒外延与某个决策概念外延或决策粒外延之间具有某种关系

时,相应的两个概念内涵或粒内涵之间具有的关系.概念规

则与粒规则也是特殊的决策蕴涵.在目前的决策背景属性约

简研究中,由于概念规则和粒规则更便于从决策背景的两个

概念格(条件概念格与决策概念格)中获取,研究人员通常选

择保持概念规则或粒规则来保留决策背景的知识信息.研究

表明[２４],相比于概念规则或粒规则,决策蕴涵具备更强的知

识表示能力.换句话说,当基于概念规则或粒规则进行知识

表示与推理时,会存在不同程度的知识损失.由此可知,概念

规则和粒规则都在一定程度上反映了条件属性与决策属性之

间的依赖关系,但并不完全.因此,数据在基于保持概念规则

或粒规则进行属性约简前后所表达的知识信息(条件属性与

决策属性之间的依赖关系)将存在一些差异.为了进一步缩

小数据在属性约简前后所表达知识信息的差异,本文进行决

策背景下保持决策蕴涵不变的属性约简研究.

２　预备知识

本章主要介绍决策背景与决策蕴涵的基础概念.

定义１[２０]　决策背景是一个三元组 K＝(G,C∪D,IC∪

ID),其中 G 为对象集,C 为条件属性集,D 为决策属性集,

C∩D＝Ø,IC和ID分别为G 与C 和D 之间的二元关系.对于

o∈G,m∈C∪D,(o,m)∈IC∪ID表示对象o具有属性m.

例１　表１列出了一个决策背景 K＝(G,C∪D,IC ∪

ID),其中对象集G＝{o１,o２,o３,o４,o５},条件属性集C＝{a,b,

c,d,e},决策属性集D＝{f,g,h}.表１中的０代表该对象不

具有该属性,１代表该对象具有该属性,如对象o１具有属性{b,

d,f,h},不具有属性{a,c,e,g}.

表１　决策背景K＝(G,C∪D,IC∪ID)

Table１　DecisioncontextK＝(G,C∪D,IC∪ID)

G a b c d e f g h
o１ ０ １ ０ １ ０ １ ０ １
o２ １ １ １ ０ １ ０ １ １
o３ １ １ ０ ０ １ ０ １ ０
o４ ０ １ １ １ ０ １ ０ １
o５ ０ ０ ０ ０ １ ０ １ ０

定义２[２０]　设K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,对于

集合G１⊆G,A⊆C,B⊆D,记:

GC
１＝{m∈C|(o,m)∈IC,∀o∈G１}

GD
１ ＝{m∈D|(o,m)∈ID,∀o∈G１}

AC＝{o∈G|(o,m)∈IC,∀m∈A}

BD＝{o∈G|(o,m)∈ID,∀m∈B}

定义３[２０]　设 K＝(G,C∪D,IC ∪ID)为决策背景.若

A⊆C,B⊆D 且AC⊆BD,则A→B 被称为K 上成立的决策蕴

涵,称A 为决策蕴涵的前提,B 为决策蕴涵的结论.K 上成

立的所有决策蕴涵的集合记作LK.

显然,决策蕴涵A→B的含义为:若某对象具有条件属性

集A 中的所有属性,则该对象必然具有决策属性集B 中的所

有属性.

定义４[２０]　设 K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,T⊆

C∪D,A→B是K 上成立的决策蕴涵,L、和L１是 K 上成立的

决策蕴涵集.定义:

(１)若A⊈T 或B⊆T 成立,则称T 是A→B 的模型,记

作T⊧A→B.

(２)若任意的A→B∈L,T 是A→B 的模型,则称T 是L
的模型,记作T⊧L.

(３)若任意的T⊆C∪D,T⊧L蕴含T⊧A→B,则称决策

蕴涵A→B可以从L中语义导出,记作L├A→B.

(４)若任意的A→B∈L１,L├A→B,则称L１可以由 L语

义导出,记作L├L１.

(５)若由L语义导出的全部决策蕴涵都包含在 L中,则

称L是封闭的.

(６)对于封闭的决策蕴涵集L,若L可以从L２⊆L中语义

导出,则称L２相对于L是完备的.

(７)若任意的A→B∈L,L\{A→B}├/A→B,则称决策蕴

涵集L是无冗余的.

定义５[２５Ｇ２６]　设K＝(G,C∪D,IC ∪ID)为决策背景,集

合C１⊆C被称为K 的决策前提,若满足下列条件:

(１)C１相对于CCD
１ 是最小的,即若C２⊂C１,则CCD

２ ⊂CCD
１ .

(２)C１是恰当的,即CCD
１ ≠∪{Ci

CD|Ci⊂C１,Ci是K 的决

策前提}.

则称集合K∗
C ＝{C１→CCD

１ |C１是 K 的决策前提}为 K 的

决策蕴涵规范基.
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决策蕴涵规范基是一个完备无冗余且最优的决策蕴涵

集[２５Ｇ２６].

例２　表２为表１决策背景中成立的所有决策蕴涵,表３
为K 的决策蕴涵规范基.对于任意一条决策蕴涵,如ae→g,

可以通过定义３验证ae→g是K 上成立的决策蕴涵({a,e}C＝
{o２,o３,o５}⊆{g}D＝{o２,o３,o５}).可以验证,K∗

C 的任意模型

也是ae→g的模型,结合定义４可知,ae→g能由K∗
C 语义导

出;进一步易知,K 上成立的任意决策蕴涵都能由K∗
C 语义导

出,即K∗
C 是完备的.对于K∗

C 中的任意一条决策蕴涵,如

a→g,总能找到K∗
C\{a→g}的模型{a},使得{a}不是a→g的

模型,结合定义４可知,K∗
C\{a→g}不能语义导出a→g;进一

步易知,K∗
C 是无冗余的.

表２　K 上成立的所有决策蕴涵

Table２　AlldecisionimplicationsofK

所有决策蕴涵

a→g de→gf bcd→f abce→fh
c→h de→gh bcd→h abce→gfh
d→f de→fh bcd→fh abde→g
d→h de→gfh bce→g abde→f
d→fh abc→g bce→h abde→h
e→g abc→h bce→gh abde→gf
ab→g abc→gh bde→g abde→gh
ac→g abd→g bde→f abde→fh
ac→h abd→f bde→h abde→gfh
ac→gh abd→h bde→gf acde→g
ad→g abd→gf bde→gh acde→f
ad→f abd→gh bde→fh acde→h
ad→h abd→fh bde→gfh acde→gf
ad→gf abd→gfh cde→g acde→gh
ad→gh abe→g cde→f acde→fh
ad→fh acd→g cde→h acde→gfh
ad→gfh acd→f cde→gf bcde→g
ae→g acd→h cde→gh bcde→f
bc→h acd→gf cde→fh bcde→h
bd→f acd→gh cde→gfh bcde→gf
bd→h acd→fh abcd→g bcde→gh
bd→fh acd→gfh abcd→f bcde→fh
be→g ace→g abcd→h bcde→gfh
cd→f ace→h abcd→gf abcde→g
cd→h ace→gh abcd→gh abcde→f
cd→fh ade→g abcd→fh abcde→h
ce→g ade→f abcd→gfh abcde→gf
ce→h ade→h abce→g abcde→gh
ce→gh ade→gf abce→f abcde→fh
de→g ade→gh abce→h abcde→gfh
de→f ade→fh abce→gf
de→h ade→gfh abce→gh

表３　K 的决策蕴涵规范基K∗
C

Table３　DecisionimplicationcanonicalbasisK∗
C ofK

决策蕴涵规范基

a→g e→g c→h d→fh

３　保持决策蕴涵不变的协调集和约简

形式背景中的知识信息是属性之间的关联关系,通常以

蕴涵的方式来表述.然而,相比于形式背景,决策背景更加强

调条件属性与决策属性之间的关联关系,所以决策背景中的

知识信息也可称为决策信息.

概念规则和粒规则都是特殊的决策蕴涵,而粒规则又是

特殊的概念规则.文献[２４]的研究表明,概念规则和粒规则

可能损失决策蕴涵中含有的决策信息.如果以保持概念规则

或粒规则不变对决策背景进行属性约简,仅能够保持原背景

中的概念规则和粒规则含有的决策信息,决策蕴涵含有的部

分决策信息可能由于部分属性被约简而导致知识缺失.若能

保证原背景中的所有决策蕴涵都能够在属性约简后被直接获

取(在约简后的背景上成立)或被推导得到,则约简后的背景

将能够保留原背景中的所有决策信息.因此,接下来研究如

何通过保持所有决策蕴涵来保持决策背景中的全部知识.

决策蕴涵的语义导出提供一种根据已有决策蕴涵推导新

决策蕴涵的方法.对于决策蕴涵A→B,若L├A→B,则A→
B的含义包含在决策蕴涵集L中,即A→B 中的决策信息能

够由决策蕴涵集L表述.因此,在属性约简过程中,若原背景

中的决策蕴涵都能由约简后背景中的决策蕴涵语义导出,则

可以认为原背景中的决策信息没有损失.结合上述分析,可

以给出保持决策蕴涵不变的属性约简定义.

定义６　设K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,KS为K
的子背景,即KS＝(G,S∪D,IS ∪ID),S⊆C,IS ＝IC ∩(G×
S).如果对于任意的A→B∈LK,LKS ├A→B,则称S 是K
的保持决策蕴涵不变的协调集,简称协调集;若S是K 的协

调集且S 的任意真子集都不是K 的协调集,则称S 是K 的

保持决策蕴涵不变的约简,简称约简.

因为LK包含K 上成立的所有决策蕴涵,即包含 K 的所

有决策信息,因此若LKS ├LK,则表明LK中的决策蕴涵都能由

LKS 推导得到,即LKS 包含了LK的所有决策信息.

性质１　设K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,KS为K
的子背景,即KS＝(G,S∪D,IS ∪ID),S⊆C,IS ＝IC ∩(G×
S).若S不是K 的协调集,则任意的S１⊆S 也不是K 的协

调集.

性质１表明协调集的超集也是协调集,非协调集的子集

也是非协调集.同时,由于决策蕴涵的语义和语构是一致的,

为了便于叙述,可以从语构角度进行决策信息的研究.为此,

引入以下结论:

引理１[２０]　设 K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,A⊆

C,A１⊆C,B⊆D,B１⊆D.以下结论成立:
(１)若A→B 在K 上成立,A１⊇A,B１⊆B,则 A→B├

A１→B１.
(２)若A→B 与A１ →B１ 在 K 上成立,则{A→B,A１ →

B１}├A∪A１→B∪B１.

引理１中的结论(１)为扩增推理规则,结论(２)为合并推

理规则.由文献[２０]可知,扩增推理规则与合并推理规则相

对于语义是完备的,即对于任意的封闭集L及其完备集L１⊆
L,L中的决策蕴涵都能由L１中的决策蕴涵多次使用扩增推理

规则与合并推理规则得到.反之,扩增推理规则与合并推理

规则相对于语义是合理的,即若决策蕴涵A→B 可以被决策

蕴涵集L使用扩增推理规则与合并推理规则推导得出,则

L├A→B.

下面给出协调集和约简的判定定理.

命题１　设 K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,记E＝

∪{A|A→B∈K∗
C },则S⊆C 是K 的协调集当且仅当K∗

S ├
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K∗
C ,当且仅当S⊇E;进一步,S⊆C 是K 的约简当且仅当

S＝E.

证明:首先证明S⊆C是K 的协调集当且仅当K∗
S ├K∗

C .

(必要性)由K∗
S 是KS的决策蕴涵规范基可知,K∗

S ├LKS ,

又因为S⊆C是K 的协调集,即LKS ├LK,所以K∗
S ├LK.由

K∗
C 是K 的决策蕴涵规范基可知,K∗

C ⊆LK,故K∗
S ├K∗

C .

(充分性)由K∗
C 是K 决策蕴涵规范基可知,K∗

C ├LK,又

因为K∗
S ├K∗

C ,所以K∗
S ├LK.由K∗

S 是KS的决策蕴涵规范基

可知,K∗
S ⊆LKS ,故有LKS ├LK,即S是K 的协调集.

接下来证明S⊆C是K 的协调集当且仅当S⊇E.

(必要性)首先证明K∗
C ├K∗

S .由K∗
C 是K 的决策蕴涵规

范基可知,K∗
C ├LK.由KS是K 的子背景和K∗

S 是KS的决策

蕴涵规范基可知,K∗
S ⊆LKS ⊆LK,故有K∗

C ├K∗
S .

接下来证明S⊇E.假设S⊉E,则存在A→B∈K∗
C 满足

S⊉A.对于任意的A１→B１∈K∗
S ,由K∗

C ├K∗
S 可知,K∗

C ├

A１→B１,由引理１可知,A１→B１可由K∗
C 中的决策蕴涵通过扩

增推理规则或合并推理规则得到.然而,由于S⊉A,而S⊇

A１,故A１⊉A;由扩增推理规则或合并推理规则的形式可知,

由A→B参与扩增或合并推导得到的决策蕴涵的前件必然包

含A,而A１⊉A,因此A１→B１不能由A→B通过扩增推理规则

或合并推理规则得到,所以K∗
C\{A→B}├K∗

S .由S是K 的

协调集可知,K∗
S ├K∗

C ,因此K∗
C\{A→B}├K∗

C ,而由决策蕴

涵规范基的无冗余性可知,K∗
C\{A→B}├/A→B,所以K∗

C \
{A→B}├/K∗

C ,矛盾.

(充分性)因为S⊇E＝∪{A|A→B∈K∗
C },因此对于任

意的A→B∈K∗
C ,A→B在KS上成立,故有K∗

C ⊆LKS ;又因为

K∗
C ├LKS ,因此LKS ├LK,即S是K 的协调集.

下面证明S⊆C是K 的约简当且仅当S＝E.

(必要性)因为S是K 的约简,所以S是K 的协调集,即

有S⊇E.假设S≠E,即S⊃E.因为 E＝∪{A|A→B∈

K∗
C },对于任意的 A→B∈K∗

C ,A→B 在KE 上 成 立,故 有

K∗
C ⊆LKE ;又因为K∗

C ├LK,因此LKE ├LK,即E 是K 的协调

集.因此,S不是K 的约简,与条件矛盾.

(充分性)若S＝E,因为S⊇E,因此S 是K 的协调集.

若存在S１⊂S＝E 是K 的协调集,则其与结论“S１是 K 的协

调集当且仅当S１⊇E”矛盾.

由命题１可知,为了保证协调性,决策蕴涵规范基中的所

有决策蕴涵前件中的属性均不能被约去.在现实场景中,大

部分数据的决策蕴涵规范基几乎包含了所有的条件属性,导

致几乎所有条件属性都不能被删除.

例３　对于表１所列的决策背景,令S＝{a,c,d,e},KS

如表４所列,KS的决策蕴涵规范基K∗
S 如表５所列.

表４　决策背景KS＝(G,S∪D,IS∪ID)

Table４　DecisioncontextKS＝(G,S∪D,IS∪ID)

G a c d e f g h
o１ ０ ０ １ ０ １ ０ １
o２ １ １ ０ １ ０ １ １
o３ １ ０ ０ １ ０ １ ０
o４ ０ １ １ ０ １ ０ １
o５ ０ ０ ０ １ ０ １ ０

表５　KS的决策蕴涵规范基K∗
S

Table５　DecisionimplicationcanonicalbasisK∗
S ofKS

决策蕴涵规范基

a→g e→g c→h d→fh

对比表 ５ 与表 ３ 可以发现,K∗
S 与K∗

C 完全相同,即有

K∗
S ＝K∗

C ├LK,因此S＝{a,c,d,e}是 K 的一个协调集.容

易看出,删除S中的任意属性会导致K∗
S 发生变化,例如删除

属性a会导致a→g从K∗
S 中删除.可以验证,S１＝{a,c,d},

S２＝{a,c,e},S３＝{a,d,e}和S４＝{c,d,e}都不是 K 的协调

集,结合性质１与命题１可知,S＝{a,c,d,e}的所有真子集都

不是K 的协调集,所以S是K 的一个约简.可以看出,表１
中只有不属于K∗

C 中任意决策蕴涵前件的属性b才能被约去.

４　保持决策蕴涵不变的弱协调集和弱约简

由例３可知,只有不在决策蕴涵规范基中的条件属性才

能被约去,导致几乎所有的条件属性都不能够被删除.为了

解决上述问题并给出更合适的属性约简定义(在保持决策背

景中所有决策信息不变的前提下,定义能够尽可能多地删除

冗余属性的协调集和约简),接下来引入蕴涵的概念来研究决

策蕴涵所表述的决策信息之间的包含关系.为此,首先给出

蕴涵的定义.

定义７[１]　设KC＝(G,C,IC)为条件子背景.若A１,A２⊆

C且AC
１⊆AC

２,则A１→A２被称为KC上成立的蕴涵,称A１为蕴涵

的前提,A２为蕴涵的结论.

观察表５可知,K∗
S 中的决策蕴涵a→g与e→g具有相同

的结论和不同的前提.接下来从蕴涵的角度来分析a→g与

e→g的价值差异以及决策信息的包含关系.

例４　续例３,由表４可知蕴涵a→e成立,即{a}C⊆{e}C,

这表明在KS中具有属性a的对象必然具有属性e,如{o２,o３}.

反之,在KS中具有属性e的对象可能不具有属性a,如{o５}.

因此,若使用决策蕴涵e→g,在对象具有属性e时,无需关注

该对象是否具有属性a即可判断该对象具有决策属性g.若

使用决策蕴涵a→g,只有在对象具有属性a时才能判断对象

具有决策属性g;当对象不具有属性a时(如对象o５),则无法

判断对象是否具有决策属性g.换言之,决策蕴涵e→g 比

a→g覆盖更多的对象,因此其决策更有价值.

下面的结论验证了上述分析的合理性.

命题２　设K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,A１,A２⊆

C,B⊆D.若A１→A２在KC 上成立,A２→B 在K 上成立,则

A１→B在K上成立.

证明:因为A１→A２在KC上成立,由定义７可知AC
１ ⊆AC

２.

因为A２→B 在K 上成立,由定义３可知AC
２ ⊆BD,所以AC

１ ⊆

AC
２⊆BD,即A１→B在K上成立.

命题２表明,当结论相同的两个决策蕴涵A１→B 与A２→

B的前件之间具有蕴涵关系A１→A２时,无论在语义上A２→B
是否能够推导得出A１→B,A１→B 所包含的决策信息都能够

由A２→B间接表达.实际上,命题２给出的结论是利用了决

策蕴涵前件间的蕴涵关系,从而弱化了扩增推理规则成立的

约束条件;又因为对于一个确定的决策背景,其条件属性及决
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策蕴涵前件的蕴涵关系是确定的,所以这种不依赖语义导出

的决策信息推导方式是成立的.

接下来结合命题２中知识包含的结论,给出新的保持决

策蕴涵不变的属性约简定义.

定义８　设K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,KS为K
的子背景,即KS＝(G,S∪D,IS ∪ID),S⊆C,IS ＝IC ∩(G×

S).如果对于任意的A→B∈LK,存在A１⊆S满足A→A１在

KC上成立和LKS ├A１→B,则称S是K 保持决策蕴涵不变的

弱协调集,简称弱协调集;若S是K 的弱协调集且S 的任意

真子集都不是K 的弱协调集,则称S是K 保持决策蕴涵不

变的弱约简,简称弱约简.

性质２　设K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,KS为K
的子背景,即KS＝(G,S∪D,IS ∪ID),S⊆C,IS ＝IC ∩(G×
S).若S不是K 的弱协调集,则任意的S１⊆S也不是K 的弱

协调集.

证明:易证.

接下来分析定义８和定义６的差异,并从知识包含程度

阐述定义８的合理性.

命题３　设K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,A１,A２⊆

C,B⊆D.若A１→B├A２→B,则有A１⊆A２.

证明:若A１→B├A２→B,则A２→B 只能由扩增推理规则

从A１→B推得,因此有A１⊆A２.

由命题３可知,扩增推理规则的两条决策蕴涵的前提之

间具有集合包含关系A１⊆A２,此时A２→A１在KC 上成立.结

合命题２可知,定义８不要求A１与A２之间具有集合包含关

系,仅A２→A１成立即可,相当于弱化了知识推导的条件.因

此,能够由扩增推理规则推导得到的决策蕴涵信息同样能由

命题２所表述的推导方式得到,反之不成立(例如a→e).

接下来通过研究协调集与弱协调集的关系,进一步分析

定义８和定义６的差异.

命题４　设K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景.若S⊆

C是K 的协调集,则S是K 的弱协调集.

证明:若S⊆C是K 的协调集,则LKS ├LK,因此对于A→

B∈LK,有LKS ├A→B.接下来根据定义８考虑两种情形.

若A→B∈LKS ,因为A⊆S满足A→A 在KC 上成立,且

LKS ├A→B,因此A→B满足定义８.

若A→B∈LK－LKS ,记A１＝A∩S,A２＝A∩(C－S),则

有A＝A１∪A２.若可以证明A１→B∈LKS ,则由A１⊆A⊆S可

知,A→A１在KC上成立;又因为A１→B├A１→B(使用扩增推

理规则),而且A１→B∈LKS ,因此LKS ├A１→B,即A→B 满足

定义８.

下证A１→B∈LKS .对于满足A′⊆A１∪A２的任意A′→

B′∈LKS ,根据合并推理规则可知∪A′→∪B′在KS 上成立.

此时,由A′⊆S和A２⊆(C－S)可知 A′∩A２＝Ø,因此 A′⊆
A１,即有∪A′⊆A１.因为LKS ├A１∪A２→B,根据定义４易证

B⊆∪{B′|A′→B′∈LKS 且A′⊆A１∪A２}＝∪B′.由∪A′⊆
A１和B′⊆∪B′,应用扩增推理规则到∪A′→∪B′可知A１→B
在KS上成立,即A１→B∈LKS .

因此,对于LK中的任意决策蕴涵A→B,存在A１⊆S满足

A→A１在KC上成立和LKS ├A１→B,即S是K 的弱协调集.

命题４表明,K 的协调集是K 的弱协调集;因为 K 的约

简也是K 的协调集,因此K 的约简也是K 的弱协调集,这也

说明,K 的约简的子集可能是K 的弱约简.后面的例子(例

５)表明,定义８给出的弱约简可以在一定程度上删除定义６
给出的约简中不能约去的属性.为了简化弱协调集的判定,

首先给出下面的判定定理.

命题５　设K＝(G,C∪D,IC∪ID)为决策背景,则S⊆C
是K 的弱协调集,当且仅当对于任意的 A→B∈K∗

C ,存在

A１⊆S满足A→A１在KC上成立,且有K∗
S ├A１→B.

证明:(必要性)由S 是K 的弱协调集可知,对于任意的

A→B∈LK,存在A１⊆S 且满足A→A１在KC 上成立和LKS ├

A１→B.特别地,由K∗
C ⊆LK 可知,对于任意的 A→B∈K∗

C ,

存在A１⊆S且满足A→A１在KC上成立和LKS ├A１→B.再由

K∗
S ├LKS 可知,K∗

S ├A１→B.

(充分性)为了证明S是K 的弱协调集,需要证明对于任

意的A→B∈LK,满足条件(１):存在A１⊆S满足A→A１在KC

上成立,且有LKS ├A１→B.由条件可知,对于任意的A→B∈

K∗
C ,存在A１⊆S满足A→A１在KC上成立,且有K∗

S ├A１→B;

又因为K∗
S ⊆LKS ,所以LKS ├A１→B,即A→B∈K∗

C 满足条件

(１),故只需证明任意的A→B∈LK\K∗
C ,满足条件(１).因为

K∗
C ├LK\K∗

C ,因此只需证明可以由K∗
C 导出的任意决策蕴涵

A→B均满足条件(１).又因为决策蕴涵A→B 可以由K∗
C 导

出当且仅当A→B可以由K∗
C 中的决策蕴涵使用有限次的扩

增/合并推理规则推导得到,因此只需证明,由K∗
C 使用有限次

的扩增/合并推理规则推导得到的任意蕴涵都满足条件(１).

若某决策蕴涵可以由A′→B′∈K∗
C 经扩增推理规则推导

得到,不妨设该决策蕴涵为(A′∪A２)→B２,满足A２⊆C 和

B２⊆B′.因为A′→B′∈K∗
C ,因此满足条件(１),即存在A１⊆

S满足A′→A１在KC 上成立,且有K∗
S ├A１→B′.因为 A′→

A１在KC上成立,因此A′C⊆AC
１,所以(A′∪A２)C＝A′C∩AC

２ ⊆

AC
１,即A′∪A２→A１在KC上成立.另外,显然可以应用扩增推

理规则由A１→B′推导得A１→B２,因此有A１→B′├A１→B２,又

因为K∗
S ├A１→B′,所以K∗

S ├A１→B２.因此,对于由K∗
C 经扩

增推理规则推导得到的任意决策蕴涵(A′∪A２)→B２,存在

A１⊆S,满足A′∪A２→A１在KC上成立,且有K∗
S ├A１→B２,即

当决策蕴涵由K∗
C 中的决策蕴涵使用扩增推理规则推导得到

时,其必然满足条件(１).

若某决策蕴涵 A′∪A″→B′∪B″可以由A′→B′,A″→

B″∈K∗
C 经合并推理规则推导得到,因为 A′→B′,A″→B″∈

K∗
C ,因此满足条件(１),即存在A１⊆S满足A′→A１在KC上成

立,且有K∗
S ├A１→B′,存在A２⊆S 满 足 A″→A２在KC 上 成

立,且有K∗
S ├A２→B″.因为 A′→A１和 A″→A２是KC 上成

立的蕴涵,因此A′C⊆AC
１,A″C⊆AC

２,所以A′C ∩A″C ⊆AC
１ ∩

AC
２,即(A′∪A″)C⊆(A１∪A２)C,故 A′∪A″→A１∪A２在KC

上成立.另 外,因 为{A１→B′,A２→B″}├A１∪A２→B′∪

B″,而K∗
S ├A１→B′且K∗

S ├A２→B″,故有K∗
S ├A１∪A２→

B′∪B″.因此,对于由K∗
C 经合并推理规则推导得到的任

意决策蕴涵A′∪A″→B′∪B″,存在A１∪A２⊆S,满足 A′∪

A″→A１∪A２在KC上成立,且有K∗
S ├A１∪A２→B′∪B″,即
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当决策蕴涵 由K∗
C 中 的 决 策 蕴 涵 使 用 合 并 推 理 规 则 推 导

得到时,其必然满足条件(１).

使用归纳法容易证明,当决策蕴涵由K∗
C 使用有限次的扩

增/合并推理规则推导得到时,必然也满足条件(１).

命题５给出了一种通过求解决策蕴涵规范基,从而找到

决策背景中一个弱约简的方法.

步骤１　计算 K 的决策蕴涵规范基K∗
C ,记 E＝∪{A|

A→B∈K∗
C }.

步骤２　对所有的a∈E,记Sa＝E－{a}.将由所有Sa构

成的集合记为Ω.

步骤３　对任意S∈Ω,验证S是否为K 的弱协调集,即

计算S的决策蕴涵规范基K∗
S ,若对于任意的A→B∈K∗

C ,存

在A１⊆S,满足A→A１在KC上成立和K∗
S ├A１→B,则S是K

的弱协调集;否则S不是K 的弱协调集.

步骤４　若存在S∈Ω 是K 的弱协调集,则转至步骤５,

否则返回E.

步骤５　令E＝S,转步骤２.

上述过程首先计算得出K 的决策蕴涵规范基K∗
C 及其决

策前提前件并集E(步骤１);然后根据性质２计算E 的包含

(n－１)个属性的真子集,并将它们存入Ω(步骤２);对于Ω 中

的一个属性集S,根据命题５验证S是否为K 的弱协调集(步

骤３).若存在S∈Ω是K 的弱协调集(步骤４),则令E＝S,

并继续验证弱协调集S是否为K 的弱约简(步骤５).若任意

S∈Ω都不是K 的弱协调集(步骤４),则说明当前E 的所有

真子集都不是K 的弱协调集,即弱协调集E 是K 的一个弱

约简,将E返回并结束.

例５　对于表１所列的决策背景,令S１＝{c,d,e},表６列

出了决策背景KS１,表７列出了KS１的决策蕴涵规范基K∗
S１

.

表６　决策背景KS１＝(G,S１∪D,IS１∪ID)

Table６　DecisioncontextKS１＝(G,S１∪D,IS１∪ID)

G c d e f g h
o１ ０ １ ０ １ ０ １
o２ １ ０ １ ０ １ １
o３ ０ ０ １ ０ １ ０
o４ １ １ ０ １ ０ １
o５ ０ ０ １ ０ １ ０

表７　KS１的决策蕴涵规范基K∗S１

Table７　DecisionimplicationcanonicalbasisK∗S１ofKS１

决策蕴涵规范基

c→h d→fh e→g

通过观察可以发现,K∗
S１

是K∗
C ＝{a→g,e→g,c→h,d→

fh}的一个子集.对于a→g∈(K∗
C －K∗

S１
),由于e→g∈K∗

S１

且a→e在KC上成立,因此S１是 K 的弱协调集.进一步可以

验证,S１的任意真子集均不是弱协调集,因此S１是 K 的弱约

简.容易验证,例３中K 的约简{a,c,d,e}是K 的弱协调集,

而K 的弱约简S１并非K 的协调集.换言之,弱约简可以删除

约简中不能约去的属性a.

结束语　相比于概念规则与粒规则[２３],决策蕴涵能够对

决策背景中的知识信息进行更全面的表达[２４].为了缩小数

据在属性约简前后所表达知识信息的差异,本文从保持知识

不变的角度,定义了保持决策蕴 涵 不 变 的 协 调 集 和 约 简.

随后的分析表明,该约简中存在几乎所有属性都无法约去的

问题.为此,引入蕴涵概念,并给出了相应问题的解决方法,

定义了保持决策蕴涵不变的弱协调集和弱约简,并分析了弱

约简相比于约简的合理性.最后,给出了弱协调集与弱约简

的判定定理,并提出了基于决策蕴涵规范基的弱约简方法.

显然,本文提出的弱约简方法需要多次求解弱协调集真

子集的决策蕴涵规范基,计算复杂度依然很高,所以接下来计

划寻找更高效的弱约简方法.
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