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用于时变矩阵计算的固定时间递归神经网络及其在重复运动规划中的应用

李　杏 仲国民
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　(xingli＠zjut．edu．cn)

　
摘　要　文中提出了具有对数调节时间的固定时间收敛递归神经网络(RecurrentNeuralNetwork,RNN)模型,用于求解时变

矩阵计算问题.设计并详细分析了两个新颖的 RNN模型,推导出在给定初始条件下模型调节时间函数的精确表达式;并给出

任意初始条件下调节时间函数的上界.相比现有的固定时间收敛的 RNN模型,两个新颖的模型具有对数调节时间,其调节时

间上界更小,收敛速度更快.考虑到初始误差实际上在一个有界的区域内,给出 RNN 模型半全局对数调节时间函数,并由此

推导出半全局意义上的调节时间函数的上界.采用 RNN模型半全局调节时间上界的倒数,提出半全局预定时间收敛到精确

解的改进 RNN模型,其预定时间是一个可调参数.给出了所提 RNN模型对时变 Lyapunov方程和时变Sylvester方程求解的

仿真结果,并将其应用于具有初始误差的冗余机械臂的重复运动规划,进一步验证了所提 RNN模型的有效性.
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Abstract　FixedＧtimerecurrentneuralnetwork(RNN)modelswithlogarithmicsettlingtimeareproposedforsolvingtimeＧvariant
neuralcomputingproblems．TwonovelRNNmodelsaredesignedandanalyzedindetail,derivingtheexplicitexpressionsofsetＧ
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timefunctionsinthesemiＧglobalsensearederived．ModifiedRNNmodelsadopttheinverseoftheboundtoensurethatthesemiＧ

globalpredefinedtimeconvergestotheexactsolution,anditsprescribedtimeisanadjustableparameter．Simulationresultsofthe

proposedRNNmodelforsolvingtimeＧvariantLyapunovandSylvesterequationsaregiven．TheproposedRNNsareappliedtothe
repetitivemotionplanningofaredundantmanipulatorwithinitialerrors,andnumericalresultsarepresentedtoverifytheeffecＧ
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１　引言

矩阵方程的求解问题广泛存在于许多科学研究及工程领

域中.针对定常矩阵的计算问题,模拟数值的方法可以有效

地求解矩阵方程的数值解[１].然而,实际应用中很多问题是

时变的,数值算法的串行处理特性决定了它适用于小规模的

时不变问题的求解,并不能很好地解决大规模的时变矩阵问

题.与数值算法不同,递归神经网络(RNN)是一种全连接

状态的神经网络动力学模型,能够满足大规模实时计算的需

求,已经成为在线计算的一个有效工具[２].文献[３]提出了一

种单隐含层相互连接的 RNN 模型,该模型被广泛应用于各

种问题的求解中,如线性方程[４Ｇ５]、非线性规划问题[６]和线性

和二次规划问题[７].基于递归神经网络的神经计算作为主要

的计算方法被广泛应用于机械臂的运动规划中.冗余机械臂

具有更多的自由度,因此其运动规划容易满足各种操作需求,

然而其冗余特性会使得机械臂的同一个逆运动学问题可能



存在无穷多的解.文献[８]采用伪逆法解决冗余度解析问题.

当机械臂末端执行器在其工作空间中沿封闭路径运动时,基

于伪逆的方法可能导致所谓的关节角漂移问题(亦称为非重

复问题)[９].对于解决冗余度解析问题和非重复运动问题,在

线优化方法是非常有效的.文献[１０]将冗余度解析问题进一

步表述为二次规划问题,通过拉格朗日乘子法转化为求解时

变矩阵问题.在线求解时变矩阵问题时涉及大量的动态变

量,理论解随时间变化,因此可能带来两个挑战:１)如何在每

一个时刻都提供高精度解? ２)如何在保证精度的基础上处理

大规模的计算问题? 为了有效地解决时变计算问题,研究者

们提出了一种隐式误差动力学 RNN 模型,通过零化相应的

误差函数来求解各种时变矩阵问题,如Sylvester方程[１１]、冗

余解析问题[１２]以及矩阵反演[１３].隐式误差动力学保证了神

经网络计算解的存在性和全局指数收敛性,这种连续时间神

经计算方法对于求解时变优化问题是有效的.

收敛速度是时变矩阵计算问题的一个关键指标.渐近收

敛的 RNN模型收敛至精确解需无限长的时间,且无法得到

初始区间上的解.因此需要设计一个在实时计算中更高效准

确的求解方案,以打破计算时间浪费和无法得到初始区间的

解等局限性.在已发表的文献中,为了进一步提升神经网络

求解时变问题的性能,有限时间收敛的 RNN 模型受到关注.

优化 RNN 模 型 的 结 构、选 择 合 适 的 激 活 函 数 (Activation
Functions,AFs)是 RNN模型能够在有限时间内得到精确解

的关键.文献[１４]提出了一种带符号双幂次激活函数(SignＧ
biＧpowerAF)来提高 RNN收敛速度,并且给出了相应的调节

时间函数.随后,多种基于单调递增奇函数的激活函数被提

出,相应设计的有限时间收敛 RNN 模型被广泛用于求解时

变线性矩阵方程[１５]、Lyapunov方程[１６Ｇ１７]、时变矩阵反演[１８],

以及时变二次优化问题[１９]等.目前提出的有限时间收敛

RNN模型大多具有无限值特性.文献[２０]设计了新颖的有

限值终态 RNN 模型;文献[２１]总结了各种类型的 RNN 模

型,并分析了有限值激活函数的有限时间收敛性,证明了有限

值终态 RNN 模型求解时变问题的有效性.有限时间收敛

RNN模型的特点是其稳定时间依赖于初始条件.

对于时变矩阵问题的求解,若收敛时间能预先确定,则可

以大大提高计算精度.文献[２２]引入了固定时间稳定性的概

念,其收敛时间函数的上界与初始条件无关,因此特别适用于

时变计算问题的求解.文献[２３]给出了精确估计调节时间的

界,同时,提出的神经网络模型可以实现固定时间稳定性.文

献[２４]提出了预定时间稳定性的概念,建立了精确的调节时

间函数,并推导了调节时间函数与系统参数有显式关系的最

小上界.为了进一步提高收敛速度并且改善系统性能,文献

[２５Ｇ２６]提出了收敛时间与 RNN的初始状态无关的固定时间

收敛模型,并通过在激活函数中添加符号项和比例项来解决

鲁棒性问题.文献[２７]构造各种激活函数,提出了预定时间

收敛模型,显著提高了时变问题求解的计算精度.现有的分

析结果是基于初始条件在无限区域内变化,从而保证模型的

全局收敛性.然而,RNN 模型的初始条件取值并不会无穷

大,一般限制在一个有界区域内.文献[２８]分析了基于 LyaＧ

punov半全局预定时间稳定函数的标量系统,并设计了具有

鲁棒性的预定时间稳定控制器.而针对时变计算的相关研究

很少,因此考虑设计半全局预定时间 RNN 模型求解时变矩

阵方程是有意义的,其调节时间的界可以通过设计参数来预

先调整,从而避免了对收敛时间过高的估计.

针对时变矩阵方程求解,提出了两种具有对数调节时间

的 RNN模型.文中详细分析了采用对数调节时间的 RNN
模型的收敛性能,推导了调节时间函数的具体的表达式,进一

步提高了收敛速度和计算精度.在半全局意义上保证了

RNN模型的固定时间稳定性,给出了所设计的 RNN 模型收

敛时间更接近实际值的估计.此外,在初始条件有界的情况

下,也保证了模型的预定时间收敛性.将所提出的 RNN 模

型应用于时变Lyapunov方程求解和冗余机械臂的重复运动

规划,从计算机仿真角度证明了所提模型在求解对应问题上

的有效性.

２　问题描述

考虑以下时变矩阵方程的一般形式:

∑
N

k＝１
Ak(t)X(t)Bk(t)＝C(t) (１)

其中,t表示时间满足[０,∞),X(t)∈Rn×m表示待求解的未知

矩阵,A(t)∈Rn×n,B(t)∈Rm×m,C(t)∈Rn×m表示时变系数矩

阵,并且已知时间导数A
􀅰
(t),B

􀅰
(t).RNN 模型求解时变方程

的设计方法是通过定义矢量形式的误差函数,使得该函数的

所有元 素 都 能 收 敛 于 零,从 而 得 到 解.为 了 实 时 求 解 方

程(１),时变误差函数设计为:

E(t)＝∑
N

k＝１
Ak(t)X(t)Bk(t)－C(t) (２)

为保证时变误差函数(２)的每一项收敛于零,E(t)的时间

导数设计为:

E
􀅰
(t)＝－γΦ(E(t)) (３)

其中,E＝{eij}n×m,Φ(E)＝{ϕ(eij)}n×m;ϕ(􀅰)表示激活函数

为奇函数,并且是单调递增的.与神经网络模型的收敛性能

密切相关的参数γ＞０.将误差函数(２)的时间导数代入(３),

得到 RNN模型:

∑
N

k＝１
Ak(t)X

􀅰
(t)Bk(t)＝－∑

N

k＝１
A
􀅰
k(t)X(t)Bk(t)＋C

􀅰
(t)－

∑
N

k＝１
Ak(t)X(t)B

􀅰
k(t)－γΦ(E(t))(４)

在求解时变矩阵问题时,设计参数γ和激活函数的合理

选取对于模型获得更好的收敛性能起着至关重要的作用.设

计参数对应一个电容参数的倒数,应设置为实际工程硬件允

许的最大值,或根据仿真需要适当选择.适当增大设计参数

γ时,X(t)收敛到理论解的速度将加快.激活函数负责将神

经元的输入映射到输出端,同样会影响模型的求解速度.为

进一步提升模型收敛性能,本文将提出新的激活函数作用于

模型来加快模型收敛的速度,进而提高计算精度.

３　具有对数调节时间的固定时间收敛RNN模型

在求解时变矩阵方程问题时,通常希望神经网络模型能

具有优越的收敛性能,能更快地收敛到理论解.为了提高收

敛速度与计算精度,本章提出了一种新的具有对数调节时间

的模型来更有效地求解时变问题.

５２３李　杏,等:用于时变矩阵计算的固定时间递归神经网络及其在重复运动规划中的应用



３．１　固定时间收敛RNN模型I
为了解决时变矩阵方程的计算问题,本节提出具有对数

调节时间的固定时间收敛 RNN 模型,并分析计算了这种模

型的收敛时间.

提出以下固定时间收敛激活函数I:

ϕ１(eij)＝ １
１－α １＋μ

eij

|eij|＋a( )
１－α

( )
eij

|eij|＋a( )
α (|eij|＋a)２

a sgn(eij) (５)

其中,μ＞０,a＞０,０≤α＜１.

我们将分析和讨论 RNN模型(４)采用激活函数(５)时的

收敛时间及稳定性.

定理１　具有激活函数(５)的 RNN模型(４)的状态X(t)

收敛于它的理论解X∗ (t),且收敛时间满足:

Ts１≤max{Ts(e＋ (０)),Ts(e－ (０))}

Ts(eij(０))＝１
γμ

ln １＋μ
|eij(０)|

|eij(０)|＋a( )
１－α

( )
(６)

其中,e＋ (０)是初始误差eij(０)的最大值,e－ (０)是初始误差

eij(０)的最小值.并且 RNN 模型(４)在激活函数(５)的作用

下全局 固 定 时 间 收 敛 于 它 的 理 论 解 X∗ (t).对 于 任 意

eij(０),收敛时间的上界为:

Ts(eij(０))≤t１＝１
γμ

ln(１＋μ) (７)

证明:构造Lyapunov函数为Vij(t)＝e２
ij(t),其关于时间

的导数V
􀅰
ij(t)可以计算为:

V
􀅰
ij＝２eije

􀅰
ij＝－２γeijϕ１(eij) (８)

考虑到激活函数ϕ１(eij)是单调递增的奇函数,因此激

活函数ϕ１(eij)的正负性始终与eij(t)相同,故V
􀅰
ij(０)＜０在

eij(t)≠０时成立.当且仅当eij(t)＝０时V
􀅰
ij(０)＝０.当采用

激活函数(５)时式(８)可表示为:

dt＝－
(１－α) eij

|eij|＋a( )
－α

dVi

２γ|eij| １＋μ
eij

|eij|＋a( )
１－α

( )
(|eij|＋a)２

a
对上式两端分别进行积分(右边从０到ts,左边从Vij(０)

到０),得到如下的收敛时间函数:

Ts(eij(０))＝∫
Vij(０)

０

(１－α) Vij

Vij ＋a
æ

è
ç

ö

ø
÷

－α
a

( Vij ＋a)２

２γ Vij １＋μ
Vij

Vij ＋a
æ

è
ç

ö

ø
÷

１－α
æ

è
ç

ö

ø
÷

dVi

＝∫
Vij(０)

０

(１－α) Vij

Vij ＋a
æ

è
ç

ö

ø
÷

－α
a

( Vij ＋a)２

γ １＋μ
Vij

Vij ＋a
æ

è
ç

ö

ø
÷

１－α
æ

è
ç

ö

ø
÷

d Vij

＝∫
Vij(０)

０

１

γ １＋μ
Vij

Vij ＋a
æ

è
ç

ö

ø
÷

１－α
æ

è
ç

ö

ø
÷

d Vij

Vij ＋a
æ

è
ç

ö

ø
÷

１－α

＝１
γμ

ln １＋μ
Vij(０)

Vij(０)＋a
æ

è
ç

ö

ø
÷

１－α
æ

è
ç

ö

ø
÷

因此误 差eij (t)从eij (０)收 敛 到 原 点 所 需 的 时 间 为

Ts(eij(０)).由于０＜ eij(０)
eij(０)＋a≤１,对于eij(０)＞０,收敛时间

Ts(eij(０))满足以下关系:

Ts(eij(０))≤t１＝１
γμ

ln(１＋μ) (９)

因此,激活函数(５)作用下的 RNN 模型(４)具有固定时

间收敛特性.证毕.

在激活函数(５)作用下 RNN模型(４)的调节时间函数与

函数 eij(０)
eij(０)＋a

有关.又由于０＜ eij(０)
eij(０)＋a≤１,因此 RNN 模

型(４)的收敛上界t１ 可以很容易得到,并且它与 RNN 模型

(４)的初始状态无关.同时,我们注意到t１ 的大小只与设计

参数γ、μ和函数 eij(０)
eij(０)＋a

的上界有关.

根据激活函数式(５)中函数的构造形式,去除其中的一

项,我们注意到它的另一种特殊形式:

ϕ２(eij)＝ １
a(１－α)(|eij|)α (|eij|＋a)２－αsgn(eij) (１０)

根据对定理１的类似推导,RNN模型在激活函数(１０)下
的固定时间收敛性建立在以下推论中.

推论１　给定一个初值X(０)∈Rn×m,如果采用激活函数

(１０),所提出的RNN模型(４)的状态X(t)在时间上界t２ 内收

敛于理论解X∗ (t):

Ts(eij(０))≤t２＝１
γ

(１１)

证明:当使用激活函数(１０)时,根据式(８)可以得到:

V
􀅰
ij(t)＝－ ２γ

１－α
Vij

Vij ＋a
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
Vij ＋a( )

２

a Vij (１２)

因此,收敛时间函数可以计算为:

Ts(Vij(０))＝∫
Vij(０)

０

(１－α) a
( Vij ＋a)２

dVij

２γ Vij

Vij ＋a
æ

è
ç

ö

ø
÷

α

Vij

＝１
γ

Vij(０)
Vij(０)＋a

æ

è
ç

ö

ø
÷

１－α

其中,由于０＜ eij(０)
eij(０)＋a≤１,可给出收敛时间函数的最小上

界.因此,式(１１)得证.

与式(１０)相比,所提出的激活函数式(５)的收敛时间函数

为对数形式,其调节时间函数更小.这意味着当激活函数

式(５)应用于 RNN模型时具有更好的收敛性能.

３．２　固定时间收敛RNN模型II
为有效求解时变矩阵方程,进一步说明激活函数对神经

网络收敛性的重要性,我们利用指数函数,构造了以下固定时

间收敛激活函数II:

ϕ３(eij)＝１
β
e(|eij|β)|eij|１－β(１＋μ(１－e(－|eij|β)))sgn(eij)

(１３)

其中,μ＞０,０＜β＜１.

定理２　具有激活函数(１３)的RNN模型(４)的状态X(t)

收敛于它的理论解X∗ (t),且收敛时间满足:
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Ts２≤max{Ts(e＋ (０)),Ts(e－ (０))}

Ts(eij(０))＝１
γμ

ln(１＋μ(１－exp(－|eij(０)|β)))
(１４)

RNN模型(４)在激活函数(１３)作用下全局固定时间收

敛,对于任意ei(０),收敛时间的上界为:

Ts(ei(０))≤t３＝１
γμ

ln(１＋μ) (１５)

证明:与定理 １ 一样,定义一个 李 雅 普 诺 夫 候 选 函 数

Vij(t)＝e２
ij(t).当采用激活函数(１３)时,可以得到

dt＝

－ βdVij

２γ Vij (１＋μ(１－exp(－( Vij )β)exp( Vij )β ( Vij )１－β

对上式两边进行积分并整理可得:

Ts(Vij(０))＝∫
Vij(０)

０

exp(( Vij )β)( Vij )１－βdVij

２γβ Vij (１＋μ(１－exp(－( Vij ))))

＝１
γμ

ln(１＋μ(１－exp(－β))) (１６)

从初始误差eij(０)收敛到原点所需的时间如式(１４)所

示.又因exp(－|eij(０)|β)∈(０,１],因此,可以得到调节时间

函数的上界为一个常数.RNNＧII模型的收敛时间上界满足:

Ts(eij(０))≤t３＝１
γμ

ln(１＋μ)

因此,在激活函数II下,RNN 模型能够在固定时间收敛

到理论解.证毕.

在之前的工作[１５,２５Ｇ２６]中,利用指数函数构造了以下被广

泛研究的激活函数形式:

ϕ４(eij)＝１
β

exp(|eij|β)|eij|１－βsgn(eij) (１７)

其中,参数０＜β＜１.当采用激活函数式(１７)时,RNN模型可

以实现固定时间收敛,其收敛时间的上界为[１５,２５Ｇ２６]:

Ts(eij(０))≤t４＝１
γ

相比激活函数式(１７),采用激活函数式(１３)的 RNN 模

型实现了对数调节时间,因此收敛速度更快.

在给定的初始条件下,可以得到两种 RNN 模型调节时

间函数的精确表达式.相比已有的固定时间收敛的 RNN模

型,所提出的两个RNN模型具有对数调节时间,并实现了更快

的收敛速度,其调节时间上界更小.激活函数I中包含多项式

项而不是指数项.当在控制器设计中采用时,其优势显著,因
为远离原点的多项式项意味着比指数项的控制能量更少.

对于激活函数(５)和(１３),RNN模型(４)的调节时间函数

相对于初始误差是有界的,如式(７)和式(１５)所示,这意味着

对于eij(０)所有可能的取值,RNN 模型(４)是全局固定时间

稳定的.获得精确的初始误差值可以极大地提高计算精度,

但收敛时间函数依赖于初始误差eij(０),如式(６)和式(１４)所

示.在实际应用中,由于测量噪声通常无法获得精确的初始误

差值,因此综合考虑在已知的有界范围eij(０)内可能的所有取

值,这样可以获得RNN模型更接近实际收敛时间的上界.

４　半全局稳定RNN模型

为了满足时变计算的要求,考虑到计算解要求更完整、更
准确,进一步缩短调节时间的估计就显得尤为重要.RNN

模型的调节时间实际上取决于它的初始条件.由于测量噪声

的存在,很难给出E(０)的准确值.实际上,初始误差并不是

无穷大的,通常在一个有界区域内变化.因此,我们主要考虑

半全局固定/预定时间稳定的RNN模型,在E(０)有界的情况

下,给出 RNN模型的调节时间更准确的估计.本章给出了

RNN模型的半全局固定时间稳定性结果,以提高模型的收敛

速度和计算精度.

４．１　半全局固定时间收敛RNN模型

设S＝[－Δ,Δ],对于给定的Δ＞０.假设第３章中给出

的 RNN模型的初值满足|eij(０)|≤Δ.下面的定理总结了半

全局固定时间收敛性.

定理３　对于在|eij (０)|≤Δ 条件下给定的初始状态

X(０),RNN模型(４)的状态X(t)收敛于其理论值X∗ (t),并

且 RNN模型具有半全局固定时间稳定性,调节时间函数有

最小上界.

当采用激活函数(５)时,

tg１(Δ)＝１
γμ

ln １＋μ
Δ

Δ＋a( )
１－α

( ) (１８)

当采用激活函数(１３)时,

tg２(Δ)＝＝１
γμ

ln(１＋μ(１－exp(－Δβ))) (１９)

证明:根据定理１和定理２,对Ts(eij(０))进行上界估计,

即当|eij(０)|≤Δ时,依次由式(６)和式得到半全局调节时间

上界式(１８)和半全局调节时间上界式(１９).证毕.

４．２　半全局预定收敛RNN模型

当我们采用以下动态误差函数时,可以得到预定时间稳

定的 RNN模型:

E
􀅰
(t)＝－γΦf(E(t)) (２０)

其中,Φf(E)＝(tΔ/tf)(E).这里 Φ(E(t))是式(３)中使用的

激活函数,我们采用激活函数式(５)和式(１３).可以看出,

式(２０)与式(３)不同,因为引入了增益tf/tΔ.tf 与所使用的

激活函数中的参数无关,它是单独引入的参数,通过调节这个

参数可以任意确定系统的收敛时间.tΔ 为定理３中提供的半

全局调节时间函数的上界.求解一般时变线性方程(１)的预

定时间收敛 RNN模型可表示为:

∑
N

k＝１
Ak(t)X

􀅰
(t)Bk(t)＝－∑

N

k＝１
A
􀅰
k(t)X(t)Bk(t)＋C

􀅰
(t)－

∑
N

k＝１
Ak(t)X(t)B

􀅰
k(t)－γΦf(E(t))

(２１)

定理４　当给定初始状态X(０)满足误差函数|eij(０)|≤

Δ时,RNN模型(２１)在提出的激活函数下的状态变量X(t)是

预定时间稳定的,并且在预定时间tf 内收敛到理论解X∗ (t).

证明:当tΔ 设为相应采用的激活函数在半全局意义上的

最小上界时,RNN模型(２１)的收敛时间函数得到满足.

max
|eij(０)|≤Δ

Ts(eij(０))＝tf (２２)

因此,RNN模型(２１)是预定时间稳定的.

当采用激活函数(５)和(１３)时,RNN 模型(２１)中对应的

参数tΔ 分别对应tg１(Δ)和tg２(Δ).

RNN模型(２１)用于求解时变矩阵方程时,可以在预定

时间内得到理论解.对于预定时间稳定的 RNN 模型,可以
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通过适当调整参数tf 来任意调节模型的收敛时间.结果表

明,在不同的激活函数下,RNN模型的预定收敛时间tf 可以

是相同的,两者的区别在于表征的收敛时间的上界tΔ.需要

注意的是,预定时间tf 和固定上界tΔ 取决于不同的参数.

５　数值算例

在本章中,考虑时变矩阵方程式(１)中不同系数矩阵的形

式,可以给出具体形式的时变矩阵方程.将所提出的 RNN
模型应用于具体时变矩阵问题的求解,进一步比较分析具有

对数调节时间的神经网络的计算性能.

５．１　时变矩阵方程求解

考虑将一般时变线性方程式(１)中的参数设置为 N＝２,

m＝n,B１(t)＝A２(t)＝I,并且B２(t)AT
１(t),则方程变为以下时

变Lyapunov方程:

A１(t)X(t)＋X(t)AT
１(t)＝C(t) (２３)

根据 RNN模型(４),可以得到以下具体的固定时间收敛

神经网络模型:

A１(t)X
􀅰
(t)＋X

􀅰
(t)AT

１(t)＝－A
􀅰

１(t)X(t)－X(t)A
􀅰

T
１(t)＋

C
􀅰
(t)－γΦ１,２,３,４(E(t)) (２４)

若考虑将一般时变线性方程(１)中的参数设置为 N＝２,

m＝n,B１ (t)＝A２ (t)＝I,则方程变为 以 下 时 变 Sylvester
方程:

A１(t)X(t)＋X(t)B２(t)＝C(t) (２５)

根据 RNN模型式(４),可以得到以下具体的固定时间收

敛神经网络模型:

A１(t)X
􀅰
(t)＋X

􀅰
(t)B２(t)＝－A

􀅰
１(t)X(t)－X(t)B２(t)＋

C
􀅰
(t)－γΦ１,２,３,４(E(t)) (２６)

例１　考虑时变 Lyapunov方程(２３)中以下时变参数

矩阵:

A１＝
－１－０．５cos(２t) ０．５sin(２t)

０sin(２t) －１＋０．５cos(２t)[ ]

C(t)＝
sin(２t) cos(２t)

－cos(２t) sin(２t)[ ]
分别考虑在激活函数(５)和(１３)的作用下,RNN 模型

(２４)对时变Lyapunov方程进行求解.RNN模型(２４)的初始

值设置为X(０)＝[X１１(０),X１２(０);X２１(０),X２２(０)]＝[２,１;

１,２].神经网络模型的激活函数参数设置为γ＝２,μ＝２,α＝
３/５,β＝１/３,a＝１.根据定理３,可计算出tg１(Δ)＝０．２６８,

tg２(Δ)＝０．２５５,其中Δ＝１０.对于收敛时间的上界,分别计算

出t１＝t３＝０．２７４,t２＝t４＝０．５.

RNN模型(２４)使用激活函数式(５)和式(１３)下得到的状

态轨迹分别如图１和图２所示.可 以 观 察 到,RNN 模 型

式(２４)的状态变量X(t)收敛于理论解 X∗ (t).为了评估

神经网络模型误差变量的收敛性能,引入误差指标JE ＝
‖E‖F.图３和图４分别描述了固定时间收敛 RNN 模型I
和II的瞬态行为,其中图３展示了应用激活函数式(５)和

式(１０)时的性能比较,同时给出了 RNN 模型(２４)分别在激

活函数式(５)和式(１０)下收敛时间上界的估计.图４展示了

使用激活函数式(１３)和式(１７)下模型误差指标的比较.可以

看出,具有对数调节时间的神经网络具有更快的收敛速度,在

半全局意义下估计收敛时间的界更接近实际收敛时间.图５
和图６展示了当分别应用激活函数式(５)和式(１３)时神经网

络模型式(２１)的收敛结果.模型参数t１f分别设置为０．２６８,
０．１５和０．１;t３f分别设置为０．２５５,０．１５和０．１.可以观察到,
RNN模型的状态在时刻tf 收敛到理论解,收敛性通过可预定

时间tf 来实现.这证实了RNN模型的预定时间收敛性.

　　　注:红线为理论解,蓝线为计算状态解.

图１　RNN模型(２４)使用激活函数(５)的求解结果

(电子版为彩图)

Fig．１　NeuralsolutionsofRNNmodel(２４)withAF(５)

　　　注:红线为理论解,蓝线为计算状态解.

图２　RNN模型(２４)使用激活函数(１３)的求解结果

(电子版为彩图)

Fig．２　NeuralsolutionsofRNNmodel(２４)withAF(１３)

图３　应用具有激活函数(５)和(１０)的 RNN模型(２４)时的误差指标

Fig．３　ErrorindiceswhenapplyingRNN (２４)withAFs(５)and
(１０)respectively
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图４　应用具有激活函数(１３)和(１７)的 RNN模型(２４)时的误差指标

Fig．４　ErrorindiceswhenapplyingRNN (２４)withAFs(１３)and
(１７)respectively

图５　在不同tf 下应用具有激活函数(５)的神经网络模型(２１)

求解例１时的误差指标

Fig．５　Errorindicesofsolvingexample１whenapplyingneural

networkmodel(２１)withAF(５)underdifferenttf

图６　在不同tf 下应用具有激活函数(１３)的神经网络模型(２１)

求解例１时的误差指标

Fig．６　Errorindicesofsolvingexample１whenapplyingneural

networkmodel(２１)withAF(１３)underdifferenttf

例２　考虑时变Sylvester方程(２５),其时变参数矩阵如

下:

A１＝
－sint

１０ －cost
１０

cost
１０ －sint

１０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,B２(t)＝

sint
１００ ０

０ cost
５０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

C(t)＝

sin２t
１０ －１ －cos２t

５
sintcost

１０
sintcost

５ －１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

利用提出的 RNN模型来求解这个时变 Sylvester方程

问题.设置与例１相同的神经网络模型参数,选取初始值

X(０)＝[X１１(０),X１２(０);X２１(０),X２２(０)]＝[１０,０;０,１０].

用提出的激活函数(５)和(１３)激活 RNN 模型(２６)后,得
到的求解时变Sylvester方程的结果如图７所示.可以看出,

在激活函数(５)和(１３)下 RNN 模型(２６)生成的蓝色实线曲

线(状态解)与红色虚线曲线(理论解)很快重合.

(a)采用激活函数(５)

(b)采用激活函数(１３)

　　　　注:红线为理论解,蓝线为计算状态解.

图７　RNN模型(２６)使用不同激活函数的求解结果

(电子版为彩图)

Fig．７　NeuralsolutionsofRNNmodel(２６)withdifferentAFs

此外,为了达到比较的目的,图８给出了由激活函数(５)

和(１０)激活的 RNN模型(２６)求解时变Sylvester方程所对应

的误差指标.图９同样展示了在激活函数(１３)和(１７)下模型

的误差指标对比,JE 在调节时间tΔ 内收敛至零.结果也验

证了具有对数调节时间的 RNN 模型收敛速度较快,并且具

有更小的调节时间上界.

图８　应用具有激活函数(５)和(１０)的 RNN模型(２６)时的

误差指标

Fig．８　ErrorindiceswhenapplyingRNN (２６)withAFs(５)

and(１０)respectively
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图９　应用具有激活函数(１３)和(１７)的 RNN模型(２６)时的

误差指标

Fig．９　ErrorindiceswhenapplyingRNN (２６)withAFs(１３)and
(１７)respectively

图１０和图１１同样验证了预定时间收敛的 RNN 模型在

求解时变Sylvester方程的有效性.从图中可以看出,调整tf

可以缩短收敛时间.同时,在不同的tf 和不同激活函数激活

的神经网络模型下,最终的时间tf 可以是相同的.然而,它

们的不同之处在于收敛特性tΔ.

图１０　在不同tf 下应用具有激活函数(５)的神经网络模型

(２１)求解例２时的误差指标

Fig．１０　Errorindicesofsolvingexample２whenapplyingneural

networkmodel(２１)withAF(５)underdifferenttf

图１１　在不同tf 下应用具有激活函数(１３)的神经网络模型

(２１)求解例２时的误差指标

Fig．１１　Errorindicesofsolvingexample２whenapplyingneural

networkmodel(２１)withAF(１３)underdifferenttf

５．２　冗余机械臂重复运动规划

末端执行器位置和速度的运动学方程[９]表示为r(t)＝

f(θ(t))和r
􀅰
(t)＝J(θ(t))θ

􀅰
(t),其中r(t)和r􀅰(t)分别表示给

定路径上期望的末端执行器位置向量和速度向量,θ(t)和

θ
􀅰
(t)分 别 是 关 节 角 向 量 和 关 节 速 度 向 量,J(θ(t))＝

∂f(θ(t))/∂θ(t)是关节角的雅可比矩阵,f(θ(t))是关于关节

角θ(t)的光滑非线性映射.

考虑到漂移问题,引入了以下重复运动规划方案[１２]:

min １
２θ

􀅰
(t)Τθ

􀅰
(t)＋Po(t)Tθ

􀅰
(t)

s．t．J(θ(t))θ
􀅰
(t)＝r

􀅰
(t)＋Pc(t)

(２７)

其中,Po(t)＝ρ(θ(t)－θd(０)),Pc(t)＝κp(r(t)－f(θ(t))),

ρ＞０和κp＞０是调节参数,θd(０)表示期望的初始关节位置向

量,rd和r
􀅰
d(t)分别表示末端执行器的期望轨迹和速度向量.

为了解决 QP问题,我们引入拉格朗日乘子λ(t),可以得

到矩阵方程:

W(t)z(t)＝u(t)

其中

W(t)＝
I J(t)T

J(t) ０[ ] ,z(t)＝ θ
􀅰
(t)

λ(t)
é

ë
êê

ù

û
úú

u(t)＝
－Po(t)

r
􀅰
(t)＋Pc(t))

é

ë
êê

ù

û
úú

根据模型(２１),则求解 QP问题的 RNN模型可表示为:

W(t)z
􀅰
(t)＝－W

􀅰
(t)z(t)＋u􀅰(t)－γΦf(W(t)z(t)－u(t))

(２８)
在 RNN模型(２８)中,考虑采用激活函数(５)和(１３)来求

解重复运动规划问题.本节以冗余机械臂PUMA５６０为对象

进行仿真实验,设置机械臂末端执行器的期望初始角度为

θd(０)＝ ０,－π
４

,０,π
２

,－π
４

,０[ ]
T
,考虑到机械臂末端执行

器的初始位置不在期望的运动轨迹上,关节角的实际的初始值

为θ(０)＝ ０,－π
４＋１

２
,０,π

２
,－π

４＋１
２

,０[ ]
T
.神经网络模

型参数设置为kp＝１,ρ＝２,γ＝２,μ＝２,α＝３/５,a＝１,β＝１/３.
图１２(a)展示了末端执行器在三维工作空间中执行期望

路径任务时的轨迹.图１２(b)展示了末端执行器的期望轨迹

和实际轨迹.

(a)运动轨迹

(b)末端执行器的期望路径和实际轨迹

图１２　机械臂末端执行器跟踪圆形路径时,RNN模型(２８)在激活

函数(５)下的运动规划结果

Fig．１２　MotionplanningresultsofRNNmodel(２８)withAF(５)

whentheendeffectorofroboticarmtracksthecircularpath
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从图１２(b)可以看出,RNN模型保证了末端执行器的轨

迹收敛到期望的轨迹,符合实际需求.在图１３(a)中,最终的

关节角度返回到期望的初始位置.如图１３(a)－图１３(b)所
示,所有关节角度和关节速度都是连续且光滑的,再次验证了

RNN模型(２８)的有效性.图１３(c)分别给出了位置误差分量

ex,ey和ez.可以观察到,末端执行器的位置误差最大值很

小,达到１０－４的数量级,表明计算目标已经实现.本文引入了

指标JE＝‖W(t)z(t)－u(t)‖F.图１４(a)和 图１４(b)分别

展示了采用激活函数(５)和(１０),(１３)和(１７)的 RNN模型的

误差指标对比结果.结果表明,具有对数调节时间的 RNN
模型的收敛速度比采用非对数调节时间的 RNN模型更快.

(a)关节角度轨迹

(b)关节角速度轨迹

(c)误差轨迹

图１３　PUMA５６０末端执行器跟踪圆形路径时,RNN模型(２８)在

激活函数(５)下运动规划结果

Fig．１３　MotionplanningresultsofRNNmodel(２８)withAF(５),

whentheendeffectorofPUMA５６０tracksthecircularpath

(a)采用激活函数(５)和(１０) (b)采用激活函数(１３)和(１７)

图１４　RNN模型(２８)在不同激活函数下的误差指标

Fig．１４　ErrorindicesofRNNmodel(２８)withdifferentAFs

表１列出了在理论分析估计的调节时间上界下,RNN模

型(２８)在不同激活函数下的收敛时间和相应的计算误差,结
果验证了 RNN 模型在激活函数(５)和(１３)下有较快的收敛

速度和较小的计算误差.表２列出了当末端执行器完成轨迹

规划时,使用由不同激活函数激活的 RNN 模型(２８)时,机械

臂的各关节角实际回拢角度与其期望角度之间的偏差对比.

与已有的固定时间神经网络相比,具有对数调节时间的固定

时间神经网络的收敛精度得到明显的改善.

表１　在指定时间tf 下不同激活函数下模型(２８)的计算误差

Table１　Computingerrorsofmodel(２８)withdifferentAFsat

specifiedtimetf

估计时间t/s 激活函数(５) 激活函数(１０)激活函数(１３) 激活函数(１７)

０．２５５ ２．７７×１０－３ ０．２１ ３．９１×１０－４ ０．２９
０．２６８ １．９８×１０－３ ０．１７ ２．５８×１０－３ ０．２５
０．２７４ １．６９×１０－３ ０．１５ ２．１８×１０－３ ０．２４
０．５００ ２．１７×１０－４ ７．７６×１０－３ １．９０×１０－４ ２．１５×１０－３

表２　使用具有不同激活函数的 RNN模型时各个关节角偏差

Table２　DeviationsofeachjointangleswhenusingRNNmodelwith

differentactivationfunctions

网络求解器/
rad

激活函数

(５)
激活函数

(１０)
激活函数

(１３)
激活函数

(１７)

θ１(６)－
θd１(０) －７．１３×１０－４ －６．７６×１０－３ －６．１１×１０－５ －６．７９×１０－３

θ２(６)－
θd２(０) －１．０５×１０－５ －４．５５×１０－４ －１．０３×１０－４ －２．３４×１０－４

θ３(６)－
θd３(０) －５．７４×１０－４ －４．７１×１０－３ －４．１３×１０－４ －４．８５×１０－３

θ４(６)－
θd４(０) －１．７４×１０－４ －１．５１×１０－３ －１．２×１０－４ －１．３×１０－３

θ５(６)－
θd５(０) ２．６７×１０－４ １．８９×１０－３ ２．７２×１０－４ １．９×１０－３

θ６(６)－
θd６(０) ０ ０ ０ ０

结束语　本文针对时变矩阵方程求解,设计了两个新颖

的激活函数,提出了实现对数调节时间的固定时间收敛 RNN
模型,从而进一步提高了时变计算的收敛速度和计算精度.

给出了 RNN模型半全局对数调节时间函数,并由此推导出

半全局意义上的调节时间函数的上界.采用半全局调节时间

上界来建立修正的 RNN模型,不仅可以实现预定时间收敛,

而且可以通过调节引入的参数来调整收敛时间.最后,给出

了所提计算方案的仿真结果,并将其应用于冗余机械臂的重

复运动规划,验证了所提模型的应用前景.仿真结果验证了

所提模型的有效性.考虑到与实现相关的影响,未来的研究

应侧重于在存在干扰的情况下解决时变计算问题,实现干扰

抑制和鲁棒性.
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