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摘　要　故障诊断在维持多处理器系统的可靠性中起到了至关重要的作用,而诊断度是系统诊断能力的一个重要度量参数.

除经典诊断度外还有条件诊断度,如gＧ好邻条件诊断度、gＧ额外条件诊断度等.其中gＧ好邻条件诊断度是在每个无故障顶点

至少有g个无故障邻点的条件下定义的一种条件诊断度,gＧ额外条件诊断度是在每个无故障分支包含超过g个顶点的条件下

定义的一种条件诊断度.故障诊断需要在特定的诊断模型下进行,如 PMC 模型、对称 PMC 模型等.对称 PMC 模型是在

PMC模型的基础上通过添加两个假设而提出的一种新的诊断模型.n维超立方体因具有多种优越性质而被研究者们广泛研

究.目前有不少在PMC模型下的诊断度研究,但缺乏在对称 PMC模型下的诊断度研究.文中首先证明了超立方体在对称

PMC模型下的gＧ好邻条件诊断度的上界和下界,当n≥４且０≤g≤n－４时上界为２g＋１(n－g－１)＋２g－１,当g≥０且n≥
max{g＋４,２g＋１－２－g－g－１}时下界为(２n－２g＋１＋１)２g－１＋(n－g)２g－１－１.还证明了超立方体在对称PMC模型下的gＧ额外

条件诊断度的上界和下界,当n≥４且０≤g≤n－４时上界为２n(g＋１)－５g－２C２
g－２,当n≥４且０≤g≤min n－４,２

３n{ } 时

下界为３
２n(g＋１)－g－５

２C２
g＋１－１.最后通过模拟实验验证了相关理论结果的正确性.
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Abstract　Faultdiagnosisplaysaveryimportantroleinmaintainingthereliabilityofmultiprocessorsystems,andthediagnoＧ

sabilityisanimportantmeasureofthediagnosiscapabilityofthesystem．Exceptforthetraditionaldiagnosability,therearealso

conditionaldiagnosability,suchasgＧgoodＧneighborconditionaldiagnosability,gＧextraconditionaldiagnosability,etc．WheregＧ

goodＧneighborconditionaldiagnosabilityisdefinedundertheconditionthateveryfaultＧfreevertexhasatleastgfaultＧfreeneighＧ

bors,andgＧextraconditionaldiagnosabilityisdefinedundertheconditionthateveryfaultＧfreecomponentcontainsmorethang
vertices．Faultdiagnosisneedstobeperformedunderaspecificdiagnosismodel,suchasPMCmodel,symmetricPMCmodel,in

whichthesymmetricPMCmodelisanewdiagnosismodelproposedbyaddingtwoassumptionstothePMCmodel．ThenＧdimenＧ
sionalhypercubehasmanyexcellentproperties,soithasbeenwidelystudiedbyresearchers．Atpresent,thereareanumberof

diagnosabilitystudiesunderthePMCmodels,butthereisalackofdiagnosabilitystudiesunderthesymmetricPMCmodels．This

paperfirstinvestigatestheupperandlowerboundsforthegＧgoodＧneighborconditionaldiagnosabilityofhypercubesunderthe
symmetricPMCmodel,withanupperboundof２g＋１(n－g－１)＋２g－１whenn≥４and０≤g≤n－４andalowerboundof(２n－
２g＋１＋１)２g－１＋(n－g)２g－１－１wheng≥０andn≥max{g＋４,２g＋１－２－g－g－１}．Alsostudytheupperandlowerboundsforthe

gＧextraconditionaldiagnosabilityofhypercubesunderthesymmetricPMCmodel,theupperboundis２n(g＋１)－５g－２C２
g－２

whenn≥４and０≤g≤n－４,andthelowerboundis３
２n(g＋１)－g－５

２C２
g＋１－１whenn≥４and０≤g≤minn－４,２

３n{ }．FiＧ

nally,thecorrectnessoftherelevanttheoreticalconclusionsisverifiedbysimulationexperiments．
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１　引言

随着网络信息技术的飞速发展,对大型高性能多处理器

系统的需求也日益增加.多处理器系统通常将互连网络作为

底层拓扑,它可以表示为一个无向图,其中顶点表示处理器,

边表示通信链路.例如超立方体互连网络,它具有低直径、高

对称性等多种优越性质[１Ｇ５],因此其被研究者们广泛研究.随

着多处理器系统中处理器数量的不断增加,处理器发生故障

的情形不可避免,为了维持系统的可靠性,需要检测出发生故

障的处理器并及时更换.

在系统中识别故障处理器的过程称为故障诊断,其中具

有自诊断能力的系统级诊断方式应用最为广泛[６].系统级诊

断方式基于诊断模型进行诊断,常见的诊断模型有 PMC模

型[６]、MM 模型[７]和 BGM 模型[８]等.其中最早 被 提 出 的

PMC模型有着非常广泛的应用[９Ｇ１３].

在PMC模型下,任意两个相邻的处理器u和v能够互相

执行测试.一个有序对(u,v)表示处理器u在处理器v 上执

行一个测试,其中u被称为测试者,v被称为被测试者.表１
列出了测试者和被测试者在 PMC模型中不同状态下的测试

结果.Zhu等[１４]在PMC模型的基础上通过添加两个假设提

出了一个新的诊断模型,称为对称 PMC模型,并证明了超立

方体在对称PMC模型下的经典诊断度在n≥４时为２n－２.

表１　PMC模型下的测试结果

Table１　TestoutcomesunderPMCmodel

测试者状态 被测试者状态 测试结果

无故障 无故障 ０
无故障 故障 １
故障 无故障 ０或１
故障 故障 ０或１

Hakimi等[１５]率先给出了系统在 PMC模型下tＧ可诊断

的一个充要条件.Sullivan[１６]给出了一个多项式时间的算

法,用于确定系统在 PMC模型下的诊断度.诊断度是评估

系统诊断能力的一个重要指标.

由系统的经典诊断度定义可知,假设某个处理器u的所

有相邻处理器会同时发生故障,那么我们将无法知道u的故

障状态,因此系统的诊断度被系统的最小度所限制.在许多

多处理器系统中,一个处理器的所有相邻处理器同时发生故

障的概率极低,基于此,Lai等[１７]通过假设任一故障集不能同

时包含任一处理器的所有相邻处理器提出了条件诊断度.

Peng等[９]基于条件诊断度提出了gＧ好邻条件诊断度,该诊断

度是在每个无故障处理器至少有g 个无故障相邻处理器的

条件下能达到的最大值.迄今为止,已经得到许多网络的gＧ
好邻条件诊断度的结果[９,１８Ｇ２１].考虑到在条件诊断度的假设

条件下删除系统G的故障顶点集F 以及与F 中的顶点关联

的边后每个分支包含超过g 个顶点,Zhang等[２２]假定在G－

F的每个分支需包含超过g 个顶点的条件下定义了G 的gＧ
额外条件诊断度.关于gＧ额外条件诊断度的一些研究结果

可参考文献[２２Ｇ２５].

由上述内容可知,目前有着许多在 PMC等模型下的诊

断度以及条件诊断度的研究成果,而在对称 PMC模型下的

相关研究只有超立方体的经典诊断度研究,结果为２n－２,几

乎是PMC模型下所求结果的两倍[１４].并且相比经典诊断

度,gＧ好邻条件诊断度以及gＧ额外条件诊断度在系统诊断能

力的评估中有着更好的表现,能够更贴合实际地度量系统的

诊断能力,而诊断能力又是系统可靠性评估的一个重要方面.

因此,开展超立方体在对称 PMC模型下的gＧ好邻条件诊断

度以及gＧ额外条件诊断度的研究对提升系统的可靠性具有

重要的理论与实际意义.

本文第２章给出了图论中的一些基本概念以及对诊断系

统的一些知识;第３章研究了n维超立方体Qn 在对称 PMC
模型下的gＧ好邻条件诊断度;第４章研究了Qn 在对称 PMC
模型下的gＧ额外条件诊断度;第５章进行了相应的模拟实

验;最后总结全文.

２　预备知识

本章首先介绍了图论的一些基本概念以及在本文中用到

的一些术语和符号,然后介绍了相关的故障诊断模型和tＧ可

诊断系统,最后介绍了n维超立方体.

２．１　术语和符号

本文中,对于本节中没有给出的所有定义和符号,请参考

文献[２６].多处理器系统或互连网络通常由无向图G＝(V,

E)表示,其中V 是顶点集合,E 是边集合.顶点代表处理器,

G中的每条边代表处理器之间的通信链路.若图G既不含平

行边又不含自环,则称G为简单图.本文中的所有图都是简

单图.设v是G 中的一个顶点,v的度是G 中与v 相关联的

边的数量,记为d(v).若图G中每个顶点的度都为n,则称G
为nＧ正则图.G中所有与v 相邻的顶点的集合称为v 的邻

集,用 NG(v)或 N(v)表示.设A 是G 的一个顶点子集,我们

用 N(A)表示A 的邻集,即 N(A)＝{y|∃x∈A,使得y∈N
(x)－A}.

如果图G中任意两个顶点之间都有一条路相连,则称G
为连通图,否则称G为不连通图.对于V(G)的一个子集S,

如果G－S是不连通的,则称S是G 的一个点割.对于图H,

如果V(H)⊆V(G)且E(H)⊆E(G),则称 H 是G 的一个子

图,记为 H⊆G.给定V(G)的一个非空子集V′,由V′确定的

导出子图记为G[V′],它的顶点集是V′,边集是G 中所有端

点都在V′中的边的集合.图G 的一个最大连通子图被称为

它的连通分支,显然,G的每个分支都是一个连通图.对于图

G的一个子图C,命题Pg(C)成立当且仅当C 中的每个顶点

在C 中至少有g 个邻点.

图G的连通度指,使G变得不连通或变成平凡图所需去

掉的最少的顶点数量,记为κ(G).也就是说,在连通度为k
的多处理器系统中,当至多k－１个处理器发生故障时,剩余

的无故障处理器之间仍能保持通信.连通度是衡量系统可靠

性的另一个重要方面[２７].
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２．２　PMC模型和tＧ可诊断系统

在经典的 PMC 模型中,系统的测试图是一个有向图.

由于存在一些故障处理器,因此并非所有测试结果都是可靠

的.对于一个测试(u,v),如果测试者是无故障的,则称测试

结果是可靠的,否则称测试结果是不可靠的.假设测试者是

无故障的,如果被测试者无故障(故障),则测试结果将为

０(１);如果测试者有故障,则测试结果随机为０或１.

所有测试结果的集合称为系统 G 的一个症候群(SynＧ

drome).系统中所有故障处理器的集合称为故障集,它可以

是V(G)的任一子集.对于一个症候群σ和一个故障集F,如

果σ可以在F 中的所有顶点都有故障而V(G)－F 中的所有

顶点都无故障的情况下产生,则称F 与σ 一致,记为F~σ.

由于故障测试者的测试结果是不可靠的,因此给定的故障集

F会产生许多症候群,用σ(F)表示由F产生的所有症候群的

集合.

给定V(G)的两个不同的子集F１ 和F２,如果σ(F１)∩

σ(F２)＝Ø,则称F１ 和F２ 可区分,否则称F１ 和F２ 不可区分.

如果系统中任意两个不同的子集F１ 和F２ 都是可区分的并

且|F１|≤t,|F２|≤t,则称该系统tＧ可诊断[２８].系统G 的诊

断度是使得系统tＧ可诊断的t的最大值,记为t(G).

定理１给出了一个在PMC模型下两个不同故障集可区

分的充要条件.

定理１[２８]　在 PMC模型下,对于测试图G＝(V,E)中

V(G)的任意两个不同的故障子集F１ 和F２,F１ 和F２ 是可区

分的当且仅当至少存在一条从V(G)－(F１∪F２)到F１ΔF２＝
(F１－F２)∪(F２－F１)的边,如图１所示.

图１　F１ 和F２ 在PMC模型下可区分的图解

Fig．１　IllustrationofF１andF２aredistinguishableunderPMCmodel

对于一个故障集F,如果对任意的v∈V(G)－F 都有|N
(v)∩(V(G)－F)|≥g 成立,则称 F 是gＧ好邻条件故障

集[９].如果G－F的每个分支的顶点数都大于g,则称F 是

gＧ额外条件故障集[２２].如果V(G)中任意两个不同的gＧ好邻

条件故障子集(gＧ额外条件故障子集)F１ 和F２ 可区分且|F１|
和|F２|都不超过t,则称系统G 是gＧ好邻条件tＧ可诊断的(gＧ
额外条件tＧ可诊断的)[９,２２].系统G的gＧ好邻条件诊断度(gＧ
额外条件诊断度)是使得系统gＧ好邻条件tＧ可诊断(gＧ额外条

件tＧ可诊断)的t的最大值,记为tg(G)(tg􀬈(G))[９,２２].

２．３　对称PMC模型和tＧ可诊断系统

Zhu等[１４]提 出 了 一 种 新 的 诊 断 模 型,称 为 对 称 PMC
(SPMC)模型,该模型是在PMC模型的基础上增加了两个假

设而提出的.第一个假设是,任意两个相邻的顶点都会互相

测试对方的状态.第二个假设是,在两个故障集F１ 和F２ 与

同一个症候群一致且F１⊂F２ 的情况下不需要确定F２－F１

中顶点的状态,因为在一步诊断中不可能知道该情况下F２－

F１ 中顶点的状态[１４].

下面是基于第二个假设给出的可行对的定义.

定义１[１４]　在系统G 中,V(G)中的一对故障子集(F１,

F２)在SPMC模型下称为可行对当且仅当 F１ －F２ ≠Ø 且

F２－F１≠Ø.

下面是系统G在SPMC模型下tＧ可诊断的定义.

定义２[１４]　在系统G 中,如果V(G)中任意一对基数不

超过t且可行的故障子集都可区分,则称G 在SPMC模型下

tＧ可诊断.在SPMC模型下,G 的诊断度是使得G 在 SPMC
模型下tＧ可诊断的t的最大值,记为ts(G).

引理１给出了一对可行故障子集在 SPMC模型下可区

分的充要条件.

引理１[１４]　在系统G 中,对于V(G)中任意一对可行的

故障子集(F１,F２),F１ 和F２ 在SPMC模型下可区分,当且仅

当在V(G)－(F１∪F２)与F１ΔF２ 之间存在边.

接下来给出了系统G 在SPMC模型下gＧ好邻条件tＧ可

诊断和gＧ额外条件tＧ可诊断的定义.

定义３　在系统G中,如果V(G)中任意一对具有|F１|≤
t和|F２|≤t的可行的gＧ好邻条件故障子集(F１,F２)都可区

分,则称G在SPMC模型下是gＧ好邻条件tＧ可诊断的.G 在

SPMC模型下的gＧ好邻条件诊断度是使得G 在SPMC模型

下gＧ好邻条件tＧ可诊断的t的最大值,记为ts
g(G).

定义４　在系统G中,如果V(G)中任意一对具有|F１|≤
t和|F２|≤t的可行的gＧ额外条件故障子集(F１,F２)都可区

分,则称G在SPMC模型下是gＧ额外条件tＧ可诊断的.G 在

SPMC模型下的gＧ额外条件诊断度是使得G 在SPMC模型

下gＧ额外条件tＧ可诊断的t的最大值,记为ts
g
􀬈(G).

引理２给出了任意系统G分别在PMC模型和SPMC模

型下的gＧ好邻条件诊断度之间的关系.

引理２　对于任意的系统G,设tp
g(G)和ts

g(G)分别是G
在PMC 模 型 和 SPMC 模 型 下 的 gＧ好 邻 条 件 诊 断 度,则

ts
g(G)≥tp

g(G).

证明:因为tp
g(G)是G在PMC模型下的gＧ好邻条件诊断

度,所以V(G)中任意两个不同且基数不超过tp
g(G)的gＧ好邻

条件故障子集F１ 和F２ 都可区分.因此,在V(G)－(F１∪

F２)与F１ΔF２ 之间存在一条边.那么所有满足F１－F２≠Ø
且F２－F１≠Ø 的子集对在 SPMC模型下也是可区分的,因

此ts
g(G)≥tp

g(G).证毕.

同理,很容易得到引理３.

引理３　对于任意的系统G,设tp
g
􀬈(G)和ts

g
􀬈(G)分别是G

在PMC 模 型 和 SPMC 模 型 下 的 gＧ额 外 条 件 诊 断 度,则

ts
g
􀬈(G)≥tp

g
􀬈(G).

２．４　n维超立方体

n维超立方体Qn 可以表示为一个由２n 个顶点和n２n－１

条边组成的无向图.Qn 的顶点集是V(Qn)＝{u＝un－１un－２􀆺

u０|ui∈{０,１},i∈{０,１,􀆺,n－１}}.V(Qn)中的两个顶点u
和v相邻当且仅当它们恰好有一位不同.我们用ui 表示u
的第i个邻点,其中０≤i≤n－１,显然u和ui 只在第i位不

同.由此可知,Qn 中的每个顶点都与n 条边相关联,因此Qn

是一个nＧ正则图.根据文献[２９]可知,Qn 既是点传递的,也

是边传递的.
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对于任意的整数k,０≤k≤n－１和i∈{０,１},我们设

Qki
n 是由顶点集合{u∈V(Qn)|uk＝i}导出的 Qn 的子图.显

然,Qk０
n 和Qk１

n 都与n－１维超立方体Qn－１同构,并且V(Qk０
n )与

V(Qk１
n )之间存在一组完美匹配.

Q３ 和Q４ 如图２所示.

图２　Q３ 和Q４ 的图示

Fig．２　IllustrationofQ３andQ４

引理４－引理７给出了Qn 的一些性质.

引理４[３０]　设n≥４且０≤g≤n,对于Qn 的任一子图H,

如果Pg(H)成立,则|V(H)|≥２g.

引理５[３１]　设n≥３且０≤g≤n－２,假设F是Qn 中的一

个最小点割,并且对于所有的x∈V(Qn)－F 都有|N(x)－

F|≥g,那么|F|＝(n－g)２g.

引理 ６[５]　 当 n≥４ 时,设 H 是 Qn 的 一 个 子 图 且

|V(H)|＝k＋１,那么|NQn
(V(H))|≥(k＋１)n－２k－C２

k.

引理７[５]　当n≥４且０≤g≤n－４时,κg(Qn)＝n(g＋

１)－２g－C２
g.

３　Qn 在SPMC模型下的gＧ好邻条件诊断度

本章确定了超立方体在SPMC模型下的gＧ好邻条件诊

断度的上界和下界.

定理２　当n≥４且０≤g≤n－４时,ts
g(Qn)≤２g＋１(n－

g－１)＋２g－１.

证明:设g是一个正整数且g≤n－４.在SPMC模型下,

我们要证明 Qn 的gＧ好邻条件诊断度不超过２g＋１(n－g－

１)＋２g－１,相当于证明Qn 在SPMC模型下不是gＧ好邻条件

(２g＋１(n－g－１)＋２g)Ｇ可诊断的.根据定义３,我们将证明在

Qn 中存在一对可行的gＧ好邻条件故障顶点子集(F１,F２),且

|F１|和|F２|都小于等于２g＋１(n－g－１)＋２g,但F１ 和F２ 不

可区分.

　　　注:X∈{０,１}.

图３　V(A),V(B)和V(C)的图解

Fig．３　IllustrationofV(A),V(B)andV(C)

设A,B,C 是Qn 的３个子图,其中V(A)＝{x＝xn－１

xn－２􀆺x０|xi＝０且i∈{g＋１,g＋２,􀆺,n－１},xj∈{０,１}且

j∈{０,１,􀆺,g}},V(B)＝{y＝yn－１yn－２􀆺y０|yi＝０且i∈{g,

g＋１,􀆺,n－１},yj∈{０,１}且j∈{０,１,􀆺,g－１}},V(C)＝
{z＝zn－１zn－２􀆺z０|zi＝０且i∈{g＋１,g＋２,􀆺,n－１},zg＝１,

zj∈{０,１}且j∈{０,１,􀆺,g－１}}.关于V(A),V(B)和V(C)

的解释如图３所示.显然,V(A)＝V(B)∪V(C)且V(B)∩

V(C)＝Ø.设Vk＝{xk|x∈V(A)}且g＋１≤k≤n－１,则有

N(V(A))＝∪n－１
k＝g＋１Vk.因此设 F１＝V(B)∪N(V(A))且

F２＝V(C)∪N(V(A)).因为|V(B)|＝|V(C)|＝２g 且对于

每个g＋１≤k≤n－１,都有|Vk|＝２g＋１,所以有|N(V(A))|＝

２g＋１(n－g－１)和|F１|＝|F２|＝２g＋２g＋１(n－g－１).

由|F１－F２|＝|V(B)|＝２g≥１以及|F２－F１|＝|V(C)|＝

２g≥１,得F１－F２ ≠Ø 且 F２ －F１ ≠Ø.因 此,(F１,F２)在

SPMC模型下是一对可行的顶点子集.由F１∪F２＝V(A)∪

N(V(A))且 F１ΔF２ ＝ (F１ －F２)∪ (F２ －F１)＝V(B)∪

V(C)＝V(A)可知,在V(Qn)－(F１∪F２)与F１ΔF２ 之间没有

边.根据引理１可得,在SPMC模型下F１ 和F２ 不可区分.

F１ 和F２ 的图解如图４所示.

图４　F１ 和F２ 的图解

Fig．４　IllustrationofF１andF２

下面证明 F１ 和 F２ 都是gＧ好邻条件故障集.设 X＝

Qn－(F１∪F２),由于在V(Qn)－(F１∪F２)与F１ΔF２ 之间没

有边,因此只需要证明Pg(X),Pg(B)和Pg(C)成立.显然,

对于V(B)中的任一顶点u和每个i∈{０,１,􀆺,g－１},都有

ui∈V(B),因 此 Pg (B)成 立.同 理,Pg (C)也 成 立.根 据

V(A)的定义,可知 N(V(A))中的顶点与V(A)中的顶点在第

g＋１ 位 到 第n－１ 位 中 有 且 仅 有 一 位 不 同.因 此,对 于

V(X)＝V(Qn)－(V(A)∪N(V(A)))中的任一顶点x,以及

每个i∈{０,１,􀆺,g－１},都有xi∈V(X),因此Pg(X)也成

立.故F１ 和F２ 都是Qn 中的gＧ好邻条件故障顶点子集.

又因为(F１,F２)在 SPMC模型下是一个可行且|F１|＝

|F２|＝２g＋１(n－g－１)＋２g 的不可区分对,所以我们可以得

出结论:ts
g(Qn)≤２g＋１(n－g－１)＋２g－１.证毕.

定理３　当g≥０且n≥max{g＋４,２g＋１－２－g－g－１}

时,ts
g(Qn)≥(２n－２g＋１＋１)２g－１＋(n－g)２g－１－１.
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证明:设g≥０且n≥max{g＋４,２g＋１－２－g－g－１},证明

Qn 在SPMC模型下gＧ好邻条件((２n－２g＋１＋１)２g－１＋(n－

g)２g－１－１)Ｇ可诊断,等价于证明,对于Qn 中任意一对可行的

gＧ好邻条件故障子集(F１,F２),只要|F１|和|F２|均不超过

(２n－２g＋１＋１)２g－１＋(n－g)２g－１－１,则F１ 和F２ 可区分.

假设在Qn 中存在一对可行的gＧ好邻条件故障子集(F１,

F２),|F１|≤(２n－２g＋１＋１)２g－１＋(n－g)２g－１－１且|F２|≤
(２n－２g＋１＋１)２g－１＋(n－g)２g－１－１,但F１ 和F２ 不可区分.

不失一般性,假设|F１|≥|F２|.

因为|V(Qn)|＝２n ＞|F１|＋|F２|≥|F１ ∪F２|,所以

|V(Qn)|－|F１∪F２|≥１.又因为F１ 和F２ 不可区分,根据引

理１,可知在V(Qn)－(F１∪F２)与F１ΔF２ 之间没有边.又由

于(F１,F２)是可行对,F１－F２≠Ø 且F２－F１≠Ø,因此F１∩
F２ 是Qn 的一个点割且N(F１ΔF２)⊆F１∩F２.又因为F１ 和

F２ 都是gＧ好邻条件故障集,所以F１∩F２ 也是gＧ好邻条件故

障集,从而F１∩F２ 是Qn 的一个gＧ好邻条件割.根据引理５,

可得|F１∩F２|≥(n－g)２g.根据引理４,可得|F１－F２|≥２g

且|F２－F１|≥２g,因此|F１ΔF２|≥２g＋１.

设A 是F１ΔF２ 的一个分支且|A|＝２g＋１,并设B是F１∩

F２ 的一个子集且|B|＝(n－g)２g.由引理６可得|N(A)|≥

n２g＋１－２(２g＋１－１)－C２
２g＋１－１＝(２n－２g＋１－１)２g ＋１,从而

|A∪N(A)|＝|A|＋|N(A)|≥２g＋１＋(２n－２g＋１－１)２g ＋
１＝(２n－２g＋１＋１)２g＋１.因为 A∪N(A)⊆F１∪F２ 且B⊆
F１∩F２,所以|(F１∪F２)－B|＝|F１∪F２|－|B|≥|A∪

N(A)|－|B|≥(２n－２g＋１＋１)２g－(n－g)２g＋１.因此,有:

|F１|≥|F１∪F２|＋|F１∩F２|
２

≥|F１∪F２|＋|B|
２

＝|F１∪F２|－|B|
２ ＋|B|

≥(２n－２g＋１＋１)２g－１＋(n－g)２g－１＋１
２

这与|F１|≤(２n－２g＋１＋１)２g－１＋(n－g)２g－１－１矛盾,故

ts
g(Qn)≥(２n－２g＋１＋１)２g－１＋(n－g)２g－１－１.证毕.

由引理２可知,ts
g(Qn)不会小于tp

g(Qn),文献[９]证明了

当０≤g≤n－３时tp
g(Qn)＝２g(n－g)＋２g－１,结合定理３,我

们得到定理４.

定理４　Qn 在SPMC模型下的gＧ好邻条件诊断度的一

个下界为:

ts
g(Qn)≥

(２n－２g＋１＋１)２g－１＋(n－g)２g－１－１,

　若g≥０且n≥max{g＋４,２g＋１－g＋１}

(n－g)２g＋２g－１,

　若g≥２且g＋４≤n≤２g＋１－g＋１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

定理５　 当n≥４ 且n－３≤g≤n－１ 时,ts
g (Qn)≤

２n－１－１.

证明:显然,Qk０
n 和Qk１

n 都是(n－１)Ｇ正则的,且都包含

２n－１个顶点.设F１＝V(Qk０
n )且F２＝V(Qk１

n ).显然F１－F２＝
F１≠Ø且F２－F１＝F２≠Ø,因此(F１,F２)在SPMC模型下是

Qn 中一对可行的故障顶点子集.由于F１∪F２＝V(Qk０
n )∪

V(Qk１
n )＝V(Qn),因此在V(Qn)－(F１∪F２)与F１ΔF２ 之间

没有边.根据引理１得,F１ 和F２ 在SPMC模型下不可区分.

由于V(Qn)－F１＝V(Qk１
n )且V(Qn)－F２＝V(Qk０

n ),因此F１

和F２ 都是(n－１)Ｇ好邻条件故障集.那么F１ 和F２ 也都是

(n－２)Ｇ好邻条件故障集和(n－３)Ｇ好邻条件故障集.

根据以上条件且|F１|＝|F２|＝２n－１,我们得出结论:当

n－３≤g≤n－１ 时,Qn 在 SPMC 模型下不是 gＧ好邻条件

２n－１Ｇ可诊断的.证毕.

定理６　 当n≥４ 且n－３≤g≤n－１ 时,ts
g (Qn)≥

２n－１－１.

证明:文献[９]证明了Qn 在 PMC模型下的gＧ好邻条件

诊断度为:

tp
g(Qn)＝

２g(n－g)＋２g－１, 若０≤g≤n－３

２n－１－１, 若n－２≤g≤n－１{
代入g＝n－３,得到tp

g(Qn)＝２n－１－１,因此当n－３≤g≤n－１
时tp

g(Qn)＝２n－１－１.根据引理２可得,当n－３≤g≤n－１时

ts
g(Qn)≥tp

g(Qn)＝２n－１－１.证毕.

根据定理５和定理６我们可以得到如下结论.

定理７　 当n≥４ 且n－３≤g≤n－１ 时,ts
g (Qn)＝

２n－１－１.

４　Qn 在SPMC模型下的gＧ额外条件诊断度

本章确定了超立方体在SPMC模型下的gＧ额外条件诊

断度的上界和下界.

引理８[３２]　当n≥３时,若V(Qn)中任意两个顶点有公共

邻点,则它们恰好有两个公共邻点.

定理８　设n≥４且０≤g≤n－４,则ts
g
􀬈(Qn)≤２n(g＋

１)－５g－２C２
g－２.

证明:根据定义４,在SPMC模型下,我们将证明Qn 不是

gＧ额外条件(２n(g＋１)－５g－２C２
g－１)Ｇ可诊断的,即在Qn 中

存在一对可行但不可区分的gＧ额外条件故障子集(F１,F２),

使得|F１|≤２n(g＋１)－５g－２C２
g－１且|F２|≤２n(g＋１)－

５g－２C２
g－１.

设u＝un－１un－２􀆺u０,对于０≤i≤n－１有ui＝０.设v＝

vn－１vn－２􀆺v０,其中vn－１＝１且对于０≤k≤n－２有vk＝０.设

A,B,C是Qn 的３个子图,其中V(A)＝{u,u０,u１,􀆺,ug－１,v,

v０,v１,􀆺,vg－１},V(B)＝{u,u０,u１,􀆺,ug－１},以及V(C)＝
{v,v０,v１,􀆺,vg－１}.显然,子图B 和C 均与K１,g同构,并且

有V(A)＝V(B)∪V(C)且V(B)∩V(C)＝Ø.因此我们可以

设F１＝V(B)∪N(V(A))且F２＝V(C)∪N(V(A)).因为

|V(B)|＝|V(C)|＝g＋１,根据引理８可得|N(V(A))|＝

２n(g＋１)－６g－２C２
g－２,从而|F１|＝|F２|＝２n(g＋１)－５g－

２C２
g－１.

由|F１－F２|＝|V(B)|＝g＋１≥１且|F２－F１|＝|V(C)|＝

g＋１≥１可得,在SPMC模型下(F１,F２)是一个可行顶点子集

对.因为F１∪F２＝V(A)∪N(V(A))并且F１ΔF２＝V(A),所

以在F１ΔF２ 与V(Qn)－(F１∪F２)之间没有边.根据引理１,

可知F１ 和F２ 在SPMC模型下不可区分.F１ 和F２ 的图解

如图５所示.

７０１涂远杰,等:超立方体在对称PMC模型下的gＧ好邻条件诊断度和gＧ额外条件诊断度



图５　F１ 和F２ 的图解

Fig．５　IllustrationofF１andF２

接下来将证明F１ 和F２ 都是gＧ额外条件故障集.由于

在F１ΔF２ 与V(Qn)－(F１∪F２)之间没有边,我们只需证明

B,C以及Qn－(F１∪F２)的每个分支的顶点数都大于g.显

然,B和C 都满足该条件.易知,V(Qn)－(F１∪F２)中的顶点

有两种二进制字符串表示形式,第一种表示形式在第g位到

第n－２位中至少有两位与u和v的表示形式不同,第二种表

示形式除第i位外在第０位到第n－２位中至少有两位与ui

和vi 的表示形式不同,其中０≤i≤g－１.因此,V(Qn)－
(F１∪F２)中的每个顶点都被包含在一个与 Qn－２同构或与

Qn－３同构的子图中.因为|V(Qn－２)|＞|V(Qn－３)|＞g＋１,所

以Qn－(F１∪F２)的每个分支也满足条件.因此,F１ 和F２ 都

是Qn 的gＧ额外条件故障子集.

由于(F１,F２)在SPMC模型下是一个可行但不可区分的

gＧ额外条件故障子集对,并且|F１|＝|F２|＝２n(g＋１)－５g－

２C２
g－１,因此我们得出结论:ts

g
􀬈(Qn)＜２n(g＋１)－５g－２C２

g－

１.证毕.

定理９　 当n≥４ 且 ０≤g≤min{n－４, ２
３n }时,

ts
g
􀬈(Qn)≥３

２n(g＋１)－g－５
２C２

g＋１－１.

证明:设n≥４ 且 ０≤g≤min{n－４, ２
３n }.假 设

ts
g
􀬈(Qn)＜３

２n(g＋１)－g－５
２C２

g＋１－１,那么在Qn 中存在一对

在SPMC模型下 可行但不可区分的gＧ额外条件故障子集

(F１,F２),使得|F１|≤３
２n(g＋１)－g－ ５

２C２
g＋１－１且|F２|≤

３
２n(g＋１)－g－ ５

２C２
g＋１ －１.不失一般性,假设|F１|≥

|F２|.

因为|V(Qn)|－|F１∪F２|≥|V(Qn)|－(|F１|＋|F２|)≥

２n－３n(g＋１)＋２g＋５C２
g＋１ ＋２＞０,所以V(Qn)－(F１ ∪

F２)≠Ø.由于F１ 和F２ 不可区分,根据引理１,可知在V(Qn)－
(F１∪F２)与F１ΔF２ 之间不存在边.又因为(F１,F２)是一个

可行对,所 以 F１ －F２ ≠Ø 且 F２ －F１ ≠Ø,并 且 F１ 和 F２

都是gＧ额外条件故障集,因此F１∩F２ 是Qn 的一个gＧ额外条

件割且N(F１ΔF２)⊆F１∩F２.根据引理７,可得|F１∩F２|≥

n(g＋１)－２g－C２
g.因为F１ 和F２ 均为gＧ额外条件故障顶点

集,F１－F２≠Ø 且 F２ －F１≠Ø,所以|F１ －F２|≥g＋１ 且

|F２－F１|≥g＋１,从而|F１ΔF２|≥２g＋２.

设A 是F１ΔF２ 的一个分支且|A|＝２g＋２,并设 B 是

F１∩F２ 的一个子集且|B|＝n(g＋１)－２g－C２
g.由引理６可

得|N(A)|≥n(２g＋２)－２(２g＋１)－C２
２g＋１＝２n(g＋１)－４g－

C２
２g＋１－２.所以|A∪N(A)|＝|A|＋|N(A)|≥２g＋２＋

２n(g＋１)－４g－C２
２g＋１－２＝２n(g＋１)－２g－C２

２g＋１.由A∪

N(A)⊆F１∪F２ 且B⊆F１∩F２,可得|F１∪F２|－|B|≥|A∪

N(A)|－|B|≥n(g＋１)－３C２
g＋１.因此有:

|F１|≥|F１∪F２|＋|F１∩F２|
２

≥|F１∪F２|＋|B|
２

＝|F１∪F２|－|B|
２ ＋|B|

≥３
２n(g＋１)－g－５

２C２
g＋１

这与|F１|≤３
２n(g＋１)－g－ ５

２C２
g＋１－１矛盾,故ts

g
􀬈(Qn)≥

３
２n(g＋１)－g－５

２C２
g＋１－１.证毕.

文献[２２]证明了当n≥４且０≤g≤n－４时tp
g
􀬈(Qn)＝

n(g＋１)－g－C２
g,由引理３可知ts

g
􀬈(Qn)≥tp

g
􀬈(Qn),结合定理

９,我们得到定理１０.

定理１０　Qn 在SPMC模型下的gＧ额外条件诊断度的一

个下界为:

ts
g
􀬈(Qn)≥

３
２n(g＋１)－g－５

２C２
g＋１－１,

　若n≥４且０≤g≤minn－４,２n－４
３{ }

n(g＋１)－g－C２
g,

　若n≥８且 ２n－４
３ ≤g≤n－４

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

５　模拟实验

本章通过模拟实验验证了第３章和第４章证明的理论结

果的正确性.模拟实验在Java环境下进行,JDK版本为１．８.

基于定义３和定义４,我们总结了模拟实验的流程,如

图６所示.

在该模拟实验中,有３个关键的模块,分别是gＧ好邻条

件故障集的判定模块、gＧ额外条件故障集的判定模块和故障

集合对在SPMC模型下可区分的判定模块.

基于gＧ好邻条件故障集的定义,我们设计了第一个模块

的算法,即算法１.该算法遍历每个无故障顶点,并统计每个

无故障顶点的无故障邻点数,只要有一个无故障顶点的无故

障邻点数小于g,就说明传入的故障集不是gＧ好邻条件故障

集,若每个无故障顶点都有g个无故障邻点,那么传入的故障

集是gＧ好邻条件故障集.
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图６　实验流程图

Fig．６　Flowchartofexperimentprocess

算法１　gＧ好邻条件故障集判定算法

输入:Qn 的顶点集合 V,故障集F,无故障邻点个数g

输出:对故障集F的判定结果

１．forallv∈Vdo

２．ifvnotinFthen

３．　 count＝０;

４．　 forallneighbor∈N(v)do

５．　　 ifneighbornotinFthen

６．　　　 count＋＋;

７．　　 endif

８．　 endfor

９．　 ifcount＜gthen

１０．　　　returnfalse;

１１．　　endif

１２．　endif

１３．endfor

１４．returntrue．

基于gＧ额外条件故障集的定义,我们设计了第二个模块

的算法,即算法２.该算法采取深度优先的策略确定所有的

无故障分支,并统计每个无故障分支的顶点数,若存在一个顶

点数不超过g的无故障分支,则说明传入的故障集不是gＧ额

外条件故障集,若每个无故障分支的顶点数都大于g,那么传

入的故障集是gＧ额外条件故障集.

算法２　gＧ额外条件故障集判定算法

输入:Qn 的顶点集合 V,故障集F,无故障顶点个数g

输出:对故障集F的判定结果

１．isVisitMap＝{};

２．forallv∈Vdo

３．　 ifvnotinFthen

４．　　 isVisitMap．put(v,false);

５．　 endif

６．endfor

７．forallv∈isVisitMap．keySet()do

８．　 ifisVisitMap．get(v)＝＝falsethen

９．　　 count＝０;

１０．　　stack＝{};

１１．　　stack．push(v);

１２．　　whilestack! ＝nulldo

１３．　　　node＝stack．pop();

１４．　　　ifisVisitMap．get(node)＝＝falsethen

１５．　　　　isVisitMap．replace(node,true);

１６．　　　　count＋＋;

１７．　　　　forallneighbor∈N(node)do

１８．　　　　　ifneighbornotinFthen

１９．　　　　　　ifisVisitMap．get(neighbor)＝＝falsethen

２０．　　　　　　　stack．push(neighbor);

２１．　　　　　　endif

２２．　　　　　endif

２３．　　　　endfor

２４．　　　endif

２５．　　endwhile

２６．　　ifcount＜＝gthen

２７．　　　returnfalse;

２８．　　endif

２９．　endif

３０．endfor

３１．returntrue．

基于定义１和引理１,我们设计了第三个模块的算法,

即算法３.该算法首先判断F１ 和 F２ 是否形成可行对,若

不形成可行对,则不进行可区分判断.若形成可行对,则

遍历F１ΔF２ 中的每个顶点,若 存 在 一 个 至 少 有 一 个 无 故

障邻点的顶点,则说明 F１ 和 F２ 是可区分的,否则是不可

区分的.

算法３　SPMC模型下故障集合对可区分判定算法

输入:故障集合F１ 和F２

输出:F１ 和F２ 在SPMC模型下是否可区分的判定结果

１．if(F１－F２)≠Øand(F２－F１)≠Øthen

２．　forallv∈(F１ΔF２)do

３．　　forallneighbor∈N(v)do

４．　　　ifneighbornotin(F１∪F２)then

５．　　　　returntrue;

６．　　　endif

７．　　endfor

８．　endfor

９．　returnfalse;

１０．endif

１１．/∗(F１,F２)不是可行对 ∗/

１２．returnnull．

我们以Qn(４≤n≤７)为实验对象按照图６的实验流程进

行模拟实验,实验结果如表２所列,经过计算,实验得到的结

果符合第３章和第４章理论推导的结果.
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表２　实验结果

Table２　Experimentresults

n g |V(Qn)| tsg(Qn) tsg􀬈(Qn)

４ ０ １６ ５≤ts０(Q４)≤６ ５≤ts０
~(Q４)≤６

５ ０ ３２ ６≤ts０(Q５)≤８ ７≤ts０
~(Q５)≤８

５ １ ３２ １０≤ts１(Q５)≤１３ １１≤ts１
~(Q５)≤１３

６ ０ ６４ ８≤ts０(Q６)≤１０ ８≤ts０
~(Q６)≤１０

６ １ ６４ １３≤ts１(Q６)≤１７ １４≤ts１
~(Q６)≤１７

６ ２ ６４ １９≤ts２(Q６)≤２７ １７≤ts２
~(Q６)≤２２

７ ０ １２８ ９≤ts０(Q７)≤１２ １０≤ts０
~(Q７)≤１２

７ １ １２８ １６≤ts１(Q７)≤２１ １７≤ts１
~(Q７)≤２１

７ ２ １２８ ２３≤ts２(Q７)≤３５ ２１≤ts２
~(Q７)≤２８

７ ３ １２８ ３９≤ts３(Q７)≤５５ ２３≤ts３
~(Q７)≤３３

结束语　对称PMC模型是Zhu等提出的一种新的诊断

模型,与PMC模型相比,其具有更严格的约束条件,因此在

该模型下开展诊断工作可以提高系统的诊断能力.与经典的

诊断度相比,gＧ好邻条件诊断度和gＧ额外条件诊断度能更准

确地衡量系统的诊断能力.超立方体是一类具有重要性质的

经典互连网络.本文主要研究了n维超立方体Qn 在SPMC
模型下的gＧ好邻条件诊断度与gＧ额外条件诊断度的上下界,

并且最后通过模拟实验验证了相关结论的正确性.与Qn 在

PMC模型下的这两种条件诊断度相比,Qn 在SPMC模型下

的条件诊断度都有所提高,因此在SPMC模型下可以提高Qn

的诊断能力.

可以看到,Qn 在SPMC模型下的这两种条件诊断度的上

下界之间有着明显的差距,如何缩小它们之间的差距以及确

定Qn 在SPMC模型下的这两种条件诊断度值得进一步研

究.此外,超立方体及其变型在SPMC模型下的多种条件诊

断度也非常值得研究.
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１１１涂远杰,等:超立方体在对称PMC模型下的gＧ好邻条件诊断度和gＧ额外条件诊断度


