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摘　要　近年来,围绕互连网络的研究工作越来越多.其中独立生成树(IndependentSpanningTrees,ISTs)可以应用于信息的

可靠传输、并行传输、安全分发以及故障服务器的并行诊断中,因此受到了许多研究者的关注.在一对多广播、可靠通信、多节

点广播、容错广播、安全消息分发、IP快速重路由等网络通信中,边独立生成树(EdgeＧIndependentSpanningTrees,EISTs)发挥

着重要作用.n维增广立方体AQn 是n 维超立方体Qn 的节点对称变型,它具有超立方体及其变型所没有的一些可嵌入性质.

然而,目前增广立方体上边独立生成树的构造方法都是串行构造的.文中首先提出了一种并行算法,用于构造以AQn 中的任

意节点为根的２n－１棵树.然后证明算法得到的２n－１棵树是高度为n的边独立生成树,算法的时间复杂度为 O(N),其中 N
表示增广立方体中的节点数.最后通过模拟实验来验证了所提方法的准确性.
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Abstract　Inrecentyears,moreandmoreresearchworkisbeingconductedaroundinterconnectednetworks．IndependentspanＧ

ningtrees(ISTs)canbeusedinreliabletransmission,paralleltransmission,safedistributionofinformation,andparalleldiagnosis

offaultservers,andhaveattractedmanyresearchers’attention．Innetworkcommunication,suchasoneＧtoＧallbroadcasting,reliaＧ

blecommunication,multiＧnodebroadcasting,faultＧtolerantbroadcasting,securemessagedistribution,andIPfastrerouting,edgeＧ

independentspanningtrees(EISTs)playasignificantrole．TheaugmentedcubeofndimensionAQnisanodeＧsymmetricvariation

ofthenＧdimensionalhypercubeQn,ithassomeembeddablepropertiesthatthehypercubeanditsvariantsdonothave．However,

thecurrentEISTsconstructionmethodsinaugmentedcubesareserialconstruction．Thispaperfirstproposesparallelalgorithms

forconstructing２n－１treesrootedatanynodeinAQn．Then,itprovesthatthe２n－１treesobtainedbyalgorithmsareEISTs

withtheheightn,andthealgorithms’timecomplexityisO(N),whereNequalsthenumberofnodesinAQn．Finally,itsaccuraＧ

cyisverifiedbysimulationexperiment．

Keywords　Interconnectionnetwork,Augmentedcube,EdgeＧindependentspanningtrees,Parallelalgorithm,Height

　

１　引言

互连网络最近受到了广泛的关注,其体系结构用图G 表

示.目前已经提出了许多用于平衡性能和成本参数的有用拓

扑,其中n维超立方体是最流行的拓扑之一,用Qn 表示,它具

有许多优越的性质,如低直径、对称性、可扩展性、递归构造性

以及高容错性等[１].增广立方体是超立方体的变型[２],具有

良好的几何特性,并保留了一些优良的超立方体性质,如节点

对称性、线性时间的路由和广播过程.通过一些链接扩展超

立方体,可以生成一个n维的增广立方体,用AQn 表示.增

广立方体是 Cayley图,满足(２n－１)Ｇ正则和(２n－１)Ｇ连通.

Choudum等证明了n维的增广立方体在２n－１个节点上包含



以相同节点为根的两棵边不相交的完全二叉树、两棵边不相

交的生成二叉树,以及所有k循环(３≤k≤２n)[２].超立方体

及其变型则不具有这些属性.

边独立生成树在互连网络中发挥着重要作用,例如一对

多广播[３]、可靠通信协议[４Ｇ５]、多节点广播[６]、容错广播、安全

消息分发[４]、IP快速重新路由[７Ｇ８]和条件BC网络[９].根据容

错广播协议[５,１０Ｇ１１],假设在图G 中有n 棵以相同源节点u 为

根的边独立生成树.如果根节点u需要将消息广播到所有其

他节点,则G中的每个节点将通过n 棵边独立生成树发送消

息来获取n个消息副本.对于每个无故障源节点,此技术最

多可以容忍n－１条故障边.因此,在给定的互连网络中构造

多棵边独立生成树受到了广泛关注.

关于图[１０,１２]中边独立生成树的存在性,有对于边的猜想.

猜想１　如果图G是nＧ边连通的(n≥１),则以G中的任意节

点为根有n棵边独立生成树.

然而,猜想１仅能在n≤５[４,１３Ｇ１５]的nＧ边连通图中得到解决.

同时,该猜想已被证明适用于许多特殊图类,如增广立方体[１６]、

偶数网络[１７]、奇数网络[１８]、乘积图[１９]、多维环绕网络[２０]等.

n维的增广立方体AQn 既是 (２n－１)Ｇ边连通又是(２n－１)Ｇ
节点连通,因此受到了很多研究人员的关注[１６,２１Ｇ２３].由于边连通

性为２n－１,因此以AQn 中任意节点为根的边独立生成树的最多

数量为２n－１.显然,低高度的边独立生成树具有高性能,并且

有助于设计高效的广播算法.Wang等[１６]解决了AQn 上的边猜

想.但边独立生成树集合的最大高度大于n,且边独立生成树集

合的高度不相等.Cheng等[２３]随后解决了边独立生成树集合高

度不相等的问题,并且提出了串行算法来构造２n－１棵边独立生

成树,所有树的高度均为n,算法的时间复杂度为O(NlogN).这

促使我们思考设计一种时间复杂度低的并行方法来构造２n－１
棵边独立生成树.

本文提出了一种并行算法来构造２n－１棵边独立生成树

T１,T２,􀆺,T２n－１,根节点为AQn 中的任意节点u,对于任何整数

n≥１,所有边独立生成树的高度都为n.该并行算法的时间复杂

度为O(N),其中N 等于２n,是AQn 中的节点数.

２　预备知识

本章主要介绍相关术语和符号定义以及增广立方体AQn 的

结构和性质.

２．１　术语和符号

用图G(V(G),E(G))表示互连网络,其中V(G)表示节点集

合,E(G)表示边集合.给定一个简单图 G,图 G１ 和图G２

的并集用G１∪G２ 表示,节点集合为V(G１)∪V(G２),边集合

为E(G１)∪E(G２).如果 W 是V(G)的非空子集,则由集合

W 导出的G 的子图表示为G[W].令x,y∈V(G).从x到y
的路径R表示为x－y路径.我们使用V(R)和E(R)分别表

示R中的节点集合和边集合.假设P 和Q 为两个x－y路

径,如果E(P)∩E(Q)＝Ø,则路径P 和Q 是边不相交的.我

们使用H(T)来表示树T 的高度.如果T１ 中的u－v路径和

T２ 中的u－v路径对于每个v∈V(G)\{u}是边不相交的,则
图G中以节点u为根的两棵生成树T１ 和T２ 是边不相交的.

设以节点u为根的T１,T２,􀆺,Tk 是图G 的生成树,如果在

T１,T２,􀆺,Tk 中从u到v(u≠v,v∈G)的路径是成对边独立

的,则称T１,T２,􀆺,Tk 为图G 中的边独立生成树(EISTs).

长度为n的二进制字符串u 表示为unun－１􀆺u１,其中un

是最高有效位,u１ 是最低有效位.对于一个整数i(１≤i≤n),

我们使用ui 来表示字符串u的第i位,ui 的补集由u－i(０
－
＝１,

１
－
＝０)表示.给定一个集合W∈E(G),对于所有z∈W 且整

数k满足１≤k≤n－１,如果存在长度为k(unun－１􀆺un－k＋１)的

二进制字符串s是z的前缀,则称字符串s为集合W 中所有

二进制字符串的共同前缀.

２．２　增广立方体AQn 的结构和性质

定义１　对于n≥１,维度为n的增广立方体AQn 有２n 个

节点,每个节点均由n位二进制字符串unun－１􀆺u１ 标记.我

们定义AQ１＝K２.对于n≥２,AQn 是通过增广立方体AQn－１

的两个子立方体(用AQ０
n－１和AQ１

n－１表示)并在两者之间添加

２×２n－１条边来获得的,如下所示:

令 V (AQ０
n－１ )＝ {０un－１un－２ 􀆺u１|un－１un－２ 􀆺u１ ∈

V(AQn－１)}且V(AQ１
n－１)＝{１vn－１vn－２􀆺v１|vn－１vn－２􀆺v１∈

V(AQn－１)}.

AQ０
n－１中的节点u＝０un－１un－２􀆺u１ 与AQ１

n－１中节点v＝

１vn－１vn－２􀆺v１ 相邻的条件是:当且仅当对于每个１≤i≤n－

１,需要满足下面两个条件之一:

(１)ui＝vi,在这种情形下,边(u,v)被称为超立方体边;

(２)ui＝v－i,在这种情形下,边(u,v)被称为补边.

显然,Qn 是AQn 的子图.引理１中描述了如何检查给

定的一对节点是否在AQn 中相邻,并且可以认为引理１是增

广立方体的非递归定义.

引理１[２３]　对于所有n≥１,(unun－１􀆺u１,vnvn－１􀆺v１)是

一条边当且仅当存在整数q,且１≤q≤n使得:

(１)对于每个i,i≠q,uq＝v－q且ui＝vi;

或

(２)对于q＋１≤i≤n,ui＝vi 并且对于１≤i≤q,ui＝v－i.

如果引理１的条件(１)和条件(２)都成立,则节点u和节

点v在位置q有一个最左不同位.如果两个相邻节点u和v
在位置m处有一个最左不同位,且um－１um－２􀆺u１＝vm－１vm－２􀆺

v１,则节点v是节点u的mＧ邻居,边(u,v)是一条维度为m 的

边.我们使用N(u,m)表示节点u的mＧ邻居.如果两个相邻

节点x和y 在位置m 处有一个最左不同位,且xm－１xm－２􀆺

x１＝ym－１ym－２􀆺y１,则节点y是节点x 的mＧ补Ｇ邻居,边(x,

y)是一条维度为m 的补边.我们使用 N∗ (x,m)表示节点x
的mＧ补Ｇ邻居.增广立方体 AQ１,AQ２,AQ３ 和 AQ４ 如图 １
所示.

引理２[２３]　AQn(s)同构于AQn－|s|,其中|s|表示字符串s
的长度.对于整数n且n ≥ ２,如果节点v＝vnvn－１􀆺v１ 是

AQn 中的任意节点,那么节点v属于AQn(vnvn－１􀆺vn－i)的子

图,其中０≤i≤n－２.AQn(vnvn－１􀆺vn－i)可以分为两个子图

AQn (vnvn－１􀆺vn－i)vn－i－１
n－i－１ 和 AQn (vnvn－１􀆺vn－i)vn－i－１

n－i－１,例 如

AQ４(１)可以分为AQ４ (１)０３ 和AQ４ (１)１３.

７４３李夏晶,等:增广立方体上边独立生成树的并行构造



图１　４个增广立方体

Fig．１　Fouraugmentedcubes

３　增广立方体AQn 中边独立生成树的并行构造算法

　　本章主要研究在AQn 中构造边独立生成树的并行算法,

并对算法正确性给出了证明,最后分析了算法的时间复杂度.

下文中使用r＝rnrn－１􀆺r１ 来表示AQn 中的任意根节点.

３．１　AQn 中T１ 与T２ 的构造算法

算法１给出了在AQn(n≥２)中构造第一棵树T１ 与第二

棵树T２ 的过程.

算法１　EIST１
输入:代表增广立方体维度的整数n和 AQn 的根节点r＝rnrn－１􀆺r１

输出:AQn 中边独立生成树集合中的 T１ 和 T２

步骤１:/∗构造具有共同前缀为rnrn－１􀆺r３ 的子树∗/

１．V(T１)＝{r,N(r,１),N(r,２),N∗ (r,２)}andE(T１)＝ {(r,N(r,

１)),(N(r,１),N(r,２)),(N(r,１),N∗(r,２))}．

２．V(T２)＝{r,N(r,２),N(r,１),N∗ (r,２)}andE(T２)＝ {(r,N(r,

２)),(N(r,２),N(r,１)),(N(r,２),N∗(r,２))}．
步骤２:/∗构造具有共同前缀为rnrn－１􀆺rk(k≥４)的子树∗/

３．fork＝４ton＋１do

４．　V(T１′)←V(T１),V(T２′)←V(T２),E(T１′)←E(T１),E(T２′)←

E(T２)．

５．　V(T１″)←{N(v,k－１)|v∈V(T１′)},E(T１″)← {(N(x,k－１),N
(y,k－１))|(x,y)∈E(T１′)}．

６．　V(T２″)←{N(v,k－１)|v∈V(T２′)},E(T２″)← {(N(x,k－１),N
(y,k－１))|(x,y)∈E(T２′)}．

７．　V(T１)←V(T１′)∪V(T１″),E(T１)←E(T１′)∪E(T１″)∪(N(r,

１),N(N(r,１),k－１))．

８．　V(T２)←V(T２′)∪V(T２″),E(T２)←E(T２′)∪E(T２″)∪(N(r,

２),N(N(r,２),k－１))．

９．endfor

１０．returnT１,T２．

１１．endfunction

在算法EIST１中,通过步骤１,我们构造了具有共同前缀

rnrn－１􀆺r３ 的子树.通过步骤２,我们构造了具有共同前缀

rnrn－１􀆺rk(n＋１≥k≥４)的子树.T１′和T２′分别代表由第一

步构造的子树T１ 和T２,T１″和T２″代表将T１′和T２′中所有节

点取(k－１)Ｇ邻居得到的子树.连接T１′和T１″中根的孩子节

点构造T１,连接T２′和T２″中根的孩子节点构造T２,直至整数

k等于n＋１.

基于算法EIST１,我们在例１中给出了AQ４ 中T１ 和T２

的详细构造过程.

例１　下面以在 AQ４ 中构造 T１ 和 T２ 为例,展示算法

EIST１的过程.图２和图３展示了在AQ４ 中以００００为根,构
造T１ 和T２ 的过程.在图２(a)中,构造了具有共同前缀r４r３

的子树.在图２(b)中,T１′代表子树T１,将子树T１′中的所有

节点取３Ｇ邻居得到子树T１″,并连接子树T１′和子树T１″根节

点的孩子节点,从而构造了具有共同前缀r４ 的子树.图２(c)

展示的构造方法与图２(b)相同,且此时共同前缀为rnrn－１􀆺

rk(n＋１≥k≥４),满足整数k等于n＋１,即k等于５,得到一棵

树完整的树T１.T２ 的构造过程与T１ 相同.

图２　AQ４ 中T１ 的构造过程

Fig．２　ConstructionprocessofT１inAQ４

图３　AQ４ 中T２ 的构造过程

Fig．３　ConstructionprocessofT２inAQ４
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引理３　通过算法１得到的两棵树为T１ 和T２,它们是

AQn 中的生成树且高度均为n,其中n≥２.

证明:通 过 算 法 EIST１ 的 步 骤 １,构 造 共 同 前 缀 为

rnrn－１􀆺r３ 的子树,可得V(T１)＝V(T２)＝{r,N(r,１),N(r,

２),N∗ (r,２)},E(T１)＝{(r,N(r,１)),(N(r,１),N(r,２)),

(N(r,１),N∗ (r,２))},E(T２)＝{(r,N(r,２)),(N(r,２),

N(r,１)),(N(r,２),N∗ (r,２))}.通 过 引 理 １,可 以 验 证

E(T１)和E(T２)是AQn(rnrn－１􀆺r３)中的边集合,并且E(T１)

和E(T２)边不相交.因此T１ 和T２ 是AQn(rnrn－１􀆺r３)中的

生成树,且 H(T１)＝H(T２)＝２.

通过算法EIST１的步骤２,对于k＝４,５,􀆺,n＋１,构造共

同前缀为rnrn－１􀆺rk 的子树,并且有以下２种情形:

情形１　当n＝２时,即在步骤１中构造的树为AQn 的生

成树,因此 H(T１)＝H(T２)＝２＝n.

情形２　当n＞２时,可以验证以下几个结果:

(１)T１′＝T１,T２′＝T２;(第一次循环中的T１,T２ 由步骤１
得到);

(２)T１″＝N(T１′,k－１),T２″＝N(T２′,k－１);

(３)T１＝T１′∪T１″∪(N(r,１),N(N(r,１),k－１)),T２＝

T２′∪T２″∪(N(r,２),N(N(r,２),k－１)).

可以得知,在第一次循环中(即k＝４),T１′和T２′表示经

过步骤１得到的子树T１ 和T２,因此E(T１′)和E(T２′)边不相

交,子树T１″和T２″是通过将T１′和T２′中所有节点取(k－１)Ｇ
邻居而得,很明显E(T１″)和 E(T２″)也是边不相交.因此,

T１′和T２′是 AQn (rnrn－１􀆺rk)rk－１k－１ 中 的 子 树,T１″和 T２″是

AQn(rnrn－１􀆺rk)rk－１
k－１ 中的子树.根据引理２可知,T１′和T１″

同构,T２′和T２″同构,故 H(T１″)＝H(T２″).连接T１′和T１″
中根节点的孩子节点,从而得到 AQn(rnrn－１􀆺rk)中的子树

T１;连 接 T２′和 T２″中 根 节 点 的 孩 子 节 点,从 而 得 到

AQn(rnrn－１􀆺rk)中的子树T２.并且 H(T１)和 H(T２)会增加

高度１,即H(T１)＝H(T２)＝k－１,且E(T１)和E(T２)边不相

交.重复算法１中的步骤２,直到k等于n＋１,即可得到

AQn 中的生成树T１ 和T２,H(T１)＝H(T２)＝n,并且T１ 和

T２ 满足边不相交.

３．２　AQn 中T３ 的构造算法

算法２给出了在AQn(n≥２)中构造第三棵树T３ 的过程.

算法２　EIST２
输入:代表增广立方体维度的整数n和 AQn 的根节点r＝rnrn－１􀆺r１

输出:AQn 中边独立生成树集合中的 T３

步骤１:/∗构造具有共同前缀为rnrn－１􀆺r３ 的子树∗/

１．V(T３)＝{r,N∗(r,２),N(r,１),N(r,２)}andE(T３)＝ {(r,N∗ (r,

２)),(N∗(r,２),N(r,１)),(N∗(r,２),N(r,２))}．

步骤２:/∗构造具有共同前缀为rnrn－１􀆺r４ 的子树∗/

２．V(T３)←V(T３)∪N(N∗(r,２),３)∪{N∗(v,３)|v∈V(T３)\r}．

３．E(T３)←E(T３)∪(N∗ (r,２),N(N∗ (r,２),３))∪(N∗ (r,２),N∗

(N∗(r,２),３))∪(N(r,１),N∗ (N(r,１),３))∪(N(r,２),N∗ (N(r,

２),３))

步骤３:/∗构造具有共同前缀为rnrn－１􀆺rk(k≥５)的子树∗/

４．fork＝５ton＋１do

５．　V(T３′)←V(T３),E(T３′)←E(T３)．

６．　V(T３″)←{N(v,k－１)|v∈V(T３′)},E(T３″)←{N(x,k－１),

N(y,k－１)|(x,y)∈E(T３′)}．

７．　V(T３)←V(T３′)∪V(T３″),E(T３)←E(T３′)∪E(T３″)∪(N∗ (r,

２),N(N∗(r,２),k－１))．

８．endfor

９．returnT３．

１０．endfunction

在算 法 EIST２ 中,通 过 步 骤 １,构 造 具 有 共 同 前 缀

rnrn－１􀆺r３ 的子树;通过步骤２,构造具有共同前缀rnrn－１􀆺

r４ 的子 树.将 根 节 点 的 孩 子 节 点 N∗ (r,２)连 接 节 点

N(N∗ (r,２),３),并且将步骤１构造的子树中除根节点以

外的所有节点v连接节点 N∗ (v,３).通过步骤３,构造具

有共同前缀rnrn－１􀆺rk(n＋１≥k≥５)的子树.T３′代表由步

骤２构造的子树T３,T３″代表将T３′中所有节点取(k－１)Ｇ邻

居得到的子树.连接T３′和T３″中根的孩子节点构造T３,直

至整数k等于n＋１.

基于算法 EIST２,通过例２给出了AQ４ 中T３ 的详细构

造过程.

例２　下面以在AQ４ 中构造T３ 为例,展示了算法EIST２
的过程.图４展示了在 AQ４ 中以００００为根,构造 T３ 的过

程.在图４(a)中,构造了具有共同前缀r４r３ 的子树;在图

４(b)中,构造了具有共同前缀r４ 的子树;在图４(c)中,使用

T３′代表子树T３,T３″是通过将T３′中所有节点取４Ｇ邻居而得

到的.连接子树T３′和子树T３″根节点的孩子节点,且此时共

同前缀rnrn－１􀆺rk(n＋１≥k≥５),满足整数k等于n＋１,即

k＝５,从而得到一棵完整的树T３.

图４　AQ４ 中T３ 的构造过程

Fig．４　ConstructionprocessofT３inAQ４

引理４　通过算法２得到的树为T３,则它是AQn 中的生

成树且高度为n,其中n≥２.

证明:通 过 算 法 EIST２ 的 步 骤 １,构 造 共 同 前 缀 为

rnrn－１􀆺r３ 的子树,可得V(T３)＝{r,N(r,１),N(r,２),N∗ (r,

２)},E(T３)＝{(r,N∗ (r,２)),(N∗ (r,２),N(r,１)),(N∗ (r,

２),N(r,２))}.通过引理１,容易验证E(T３)是AQn(rnrn－１􀆺

r３)中的边集合.因此,T３ 是 AQn(rnrn－１􀆺r３)中的生成树,
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且 H(T３)＝２.

通过算法EIST２的步骤２,构造共同前缀为rnrn－１􀆺r４

的子树,并且有以下２种情形:

情形１　当n＝２时,即在步骤１中构造的树为AQn 的生

成树,因此 H(T３)＝２＝n.

情形２　当n＞２时,连接根节点的孩子节点 N∗ (r,２)与

节点 N(N∗ (r,２),３),且将T３ 中除根节点以外的所有节点

与其３Ｇ补Ｇ邻居节点连接,H(T３)会增加高度１.很显然,T３

是AQn(rnrn－１􀆺r４)中的生成树,且 H(T３)＝３＝n.

通过算法EIST２的步骤３,对于k＝５,６,􀆺,n＋１,构造共

同前缀为rnrn－１􀆺rk 的子树,并且有以下２种情形:

情形１　当n＝３时,即在步骤２中构造的树为AQn 的生

成树,则 H(T３)＝３.

情形２　当n＞３时,容易验证以下几种结果:

(１)T３′＝T３;(第一次循环中的T３ 由步骤２得到)

(２)T３″＝N(T３′,k－１);

(３)T３＝T３′∪T３″∪(N∗ (r,２),N(N∗ (r,２),k－１)).

可以得知,在第一次循环中(k＝５),T３′表示步骤２得到

的T３,T３″是将T３′中所有节点取k－１位的补集而得到的.

因此,T３′ 是 AQn (rnrn－１􀆺rk)rk－１k－１ 中 的 生 成 树,T３″ 是

AQn(rnrn－１􀆺rk)rk－１
k－１ 中 的生成树.根据 引 理 ２ 可 知,T３′和

T３″同构,故 H(T３′)＝H(T３″).连接T３′和T３″中根节点的

孩子节点,从而得到 AQn (rnrn－１ 􀆺rk)中 的 子 树 T３,并 且

H(T３)会增加高度１,即 H(T３)＝k－１.重复步骤３,直到

k－n＋１,即可得到AQn 中的生成树T３,H(T３)＝n.

３．３　AQn 中T２k－２的构造算法

下面给出在AQn(n≥３)中构造第２k－２(k＝３,４,􀆺,n)

棵树的算法,我们使用T２k－２来表示.

定义２[２３]　对于整数n≥３且３≤k≤n,假设 T２k－２ 是

AQn(rnrn－１􀆺rk＋１)中以节点r为根的一棵生成树,那么存在

一个可 扩 展 节 点 集 合 W２k－２ ＝V(AQn (rnrn－１􀆺rk＋１)rkk )\
{N∗ (r,k)}.

首先给出算法 FCPN(k,v),通过算法可以得到与节点v
具有共同前缀vnvn－１􀆺vk 的节点集,并且它们都与节点v
相邻.

算法３　FCPN(k,v)
输入:整数k(k＝３,４,􀆺,n)和节点v＝vnvn－１􀆺v１(v∈AQn)

输出:节点集合CP

１．CP＝Ø,V１,V２＝Ø．

２．fori＝１tok－１do

３．　v１＝N(v,i),V１＝V１∪{v１}．

４．endfor

５．forj＝２tok－１do

６．　v２＝N∗(v,j),V２＝V２∪{v２}．

７．endfor

８．CP＝V１∪V２．

９．returnCP．

１０．endfunction

引理５　在算法３输入整数k(k＝３,４,􀆺,n)和节点

v(v∈AQn),得到的是与节点v具有共同前缀vnvn－１􀆺vk 的

节点集合.

证明:输入一个节点v,对于１≤i≤k－１,v１＝N(v,i)＝

vnvn－１􀆺vk􀆺v－i􀆺v１,即节点v的iＧ邻居.对于２≤j≤k－１,

v２＝N∗ (v,j)＝vnvn－１􀆺vk􀆺vj􀆺v１,即节点v的jＧ补Ｇ邻居.

因此,我们可以获得一个共同前缀为vnvn－１􀆺vk 的节点集合,

且都与节点v互为邻居关系.

接下来给出算法 ADDNodes(k,v,T),通过该算法可以

将AQn (rnrn－１􀆺rk＋１)rkk 中没有被连接在子树中的所有节点

添加到子树中.

算法４　ADDNodes(k,v,T)
输入:整数k,节点v＝vnvn－１􀆺v１(v∈AQn)和一棵子树

输出:添加节点集合后的子树

１．w＝vnvn－１􀆺v１．

２．fori＝３tok－１do

３．　vtemp＝N(w,i)

４．　CP＝FCPN(i,vtemp)．

５．　foreachnodeyinCPdo

６．　　ify∈V(T)then

７．　　　deleteyfromCP．

８．　　endif

９．　endfor

１０． V(T)＝V(T)∪CPandE(T)＝E(T)∪{(vtemp,x)|x∈CP}．

１１． ifi－３＞０then

１２． callADDNodes(i,vtemp,T)．

１３．　 endif

１４．endfor

１５．returnT．

１６．endfunction

算法５给出了在AQn(n≥３)中构造第２k－２棵树T２k－２

的过程.

算法５　EIST３
输入:代表增广立方体维度的整数n;AQn 的根节点r＝rnrn－１􀆺r１;整

数k＝３,４,􀆺,n;与k值对应的ENS集合 W４,W６,􀆺,W２k－２

输出:AQn 中边独立生成树集合中的 T２k－２

步骤１　/∗构造具有共同前缀为rnrn－１􀆺rk＋１的子树∗/

步骤１．１　/∗连接根节点r与节点 N(r,k),并且将与节点 N(r,k)具

有共同前缀rnrn－１􀆺rk＋１rk的所有邻居节点连接到 N(r,

k)∗/

１．w＝N(r,k)．

２．CP１＝FCPN(k,w)．

３．V(T２k－２)＝{r,w}∪CP１andE(T２k－２)＝(r,w)∪{(w,v)|v∈

CP１}．

步骤１．２　/∗将 AQn 中具有共同前缀rnrn－１􀆺rk＋１rk的剩余所有节

点添加到子树中∗/

４．ifk＞３then

５．　 callADDNodes(k,w,T２k－２)．

６．endif

步骤１．３　/∗将 AQn 中具有共同前缀rnrn－１􀆺rk＋１rk 的所有节点添

加到子树中∗/

７．V(T２k－２)←V(T２k－２)∪{N∗(v,k)|v∈W２k－２}．
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８．E(T２k－２)←E(T２k－２)∪{(v,N∗(v,k))|v∈W２k－２}．
步骤２　/∗对于k２＝k＋１,k＋２,􀆺,n,构造具有共同前缀为rnrn－１􀆺

rk１＋１的子树∗/

９．ifn≥k＋１then

１０．　fork２＝k＋１tondo

１１．　　V(T′２k－２)←V(T２k－２),E(T′２k－２)←E(T２k－２)．

１２．　　V(T″２k－２)←{N(v,k２)|v∈V(T′２k－２)},E(T″２k－２)←{(N(x,

k２),N(y,k２))|(x,y)∈E(T′２k－２)}．

１３．　　V(T２k－２)←V(T′２k－２)∪V(T″２k－２)．

１４．　　E(T２k－２)←E(T′２k－２)∪E(T″２k－２)∪{(v,N(v,k２))|v∈

W２k－２}\E(T″２k－２[N(W２k－２,k２)])．

１５．　endfor

１６．endif

１７．returnT２k－２．

１８．endfunction

在算法EIST３中,通过步骤１,我们首先构造具有共同前

缀rnrn－１􀆺rk＋１的子树.在步骤１．１中,连接根节点r和节点

w＝N(r,k)＝rnrn－１􀆺rk＋１rk􀆺r１,并且调用算法３,将与节点

w 具有共同前缀rnrn－１􀆺rk＋１rk的所有邻居节点连接到点w.

在步骤１．２ 中,若k＞３,则 调 用 算 法 ４,将 具 有 共 同 前 缀

rnrn－１􀆺rk＋１rk 的 所 有 节 点 添 加 到 子 树 T２k－２ 中,此 时

AQn(rnrn－１􀆺rk＋１)rkk 中的所有节点都被连接在子树T２k－２中,

即此时V(T２k－２)＝{r}∪V(AQn(rnrn－１􀆺rk＋１)rkk ).在步骤

１．３中,将除根节点r与节点N∗ (r,k)以外的所有节点v,即

v∈W２k－２(W２k－２＝V(AQn (rnrn－１􀆺rk＋１)rkk )\{N∗ (r,k)}＝

V(T２k－２)\{r,N∗ (r,k)}),与 N∗ (v,k)连接,由此可以得到具

有共同前缀rnrn－１􀆺rk＋１的子树.在步骤２中,若满足n≥

k＋１,令k２＝k＋１,k＋２,􀆺,n,构造共同前缀为rnrn－１􀆺rk１＋１

的子树.首先T′２k－２表示由步骤１得到的子树T２k－２,T″２k－２代

表将T′２k－２中所有节点取k２Ｇ邻居节点得到的子树.将集合

W２k－２中的节点与集合 N(W２k－２,k２)中对应的节点相连,即合

并T′２k－２与T″２k－２,并且将子树T″２k－２中N(W２k－２,k２)互相连接

的边断开,重复以上步骤直到k２＝n,即可得到完整的生成树

T２k－２.

基于算法EIST３,通过例３给出了 AQ４ 中 T２k－２的详细

构造过程.

例３　下面以在 AQ４ 中构造 T４ 和 T６ 为例,展示算法

EIST３的过程.图５和图６展示了在AQ４ 中以００００为根节

点构造T４ 和T６ 的过程.

首先分析T４(k＝３)的构造过程,在图５(a)中,首先连接

根节点r＝００００与节点w＝N(r,３)＝０１００,其次调用算法３,

将节点w 和与其共同前缀为０１的所有邻居节点连接起来,

即 N(w,１)＝０１０１,N(w,２)＝０１１０,N∗ (w,２)＝０１１１.在图

５(b)中,除根节点００００和节点 N∗ (w,２)＝０１１１外的所有节

点,即节点０１００,０１０１,０１１０与它们的３Ｇ补Ｇ邻居节点相连,从

而构造了共同前缀为０的子树.在图５(c)中,首先用T４′代

表上一步构造的子树,其次取T４′中所有节点的４Ｇ邻居节点,

并且用T４″来表示.由定义３可知V(W４)＝{０１００,０１０１,

０１１０},E(W４)＝{(０１００,０１０１),(０１００,０１１０)},则V(N(W４,

４))＝{１１００,１１０１,１１１０},E(N(W４,４))＝{(１１００,１１０１),

(１１００,１１１０)}.将W４ 与对应的 N(W４,４)进行连接,即连接

节点０１００与１１００,连接节点０１０１与１１０１,连接节点０１１０与

１１１０,并且将 N(W４,４)中的边断开,最终得到一棵完整的生

成树T４.

接着分析T６(k＝４)的构造过程,在图６(a)中,首先连接根

节点r＝００００与节点w＝N(r,４)＝１０００,其次调用算法３,将节

点w和与其共同前缀为１的所有邻居节点连接起来,即 N(w,

１)＝１００１,N(w,２)＝１０１０,N(w,３)＝１１００,N∗ (w,２)＝

１０１１,N∗ (w,３)＝１１１１.在图６(b)中,因为此时满足k＝４＞

３,因此调用算法４,将共同前缀为１的所有节点添加到子树

中.由算法４可知,将节点１１０１与１１１０连接到节点１１００
上,即满足V(T６)＝{r}∪V(AQ１

３).在图６(c)中,除根节点

００００和节点 N∗ (w,３)＝１１１１外的所有节点,即节点１０００,

１００１,１０１０,１１００,１０１１,１１０１,１１１０与它们的４Ｇ补Ｇ邻居节点相

连,最终得到一棵完整的生成树T６.

图５　AQ４ 中T４ 的构造过程

Fig．５　ConstructionprocessofT４inAQ４

图６　AQ４ 中T６ 的构造过程

Fig．６　ConstructionprocessofT６inAQ４

引理６　通过算法EIST３得到的树为T２k－２(k＝３,４,􀆺,

n),则T２k－２是AQn 中的生成树且高度为n,其中n≥３.

证明:通 过 算 法 EIST３ 的 步 骤 １,构 造 共 同 前 缀 为

rnrn－１􀆺rk＋１的子树.在步骤１．１中,连接根节点r和节点
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w＝N(r,k)＝rnrn－１􀆺rk＋１r－k􀆺r１,可得V(T２k－２)＝{r,w},

E(T２k－２)＝{(r,w)},并且 H(T２k－２)＝１.接着调用算法３,

将与节点w 具有共同前缀rnrn－１􀆺rk＋１r－k的所有邻居节点连

接到点w,可得V(T２k－２)＝{r,w,N(w,１),N(w,２),􀆺,

N(w,k－１),N∗ (w,２),􀆺,N∗ (w,k－１)},E(T２k－２)＝{(r,

w),(w,N(w,１)),(w,N(w,２)),􀆺,(w,N(w,k－１)),(w,

N∗ (w,２)),􀆺,(w,N∗ (w,k－１))},并且 H(T２k－２)＝２.

在步骤１．２中,给予了条件k＞３时,执行算法４,由于算

法４是将AQn (rnrn－１􀆺rk＋１)rkk 中没有被连接在子树中的所

有节点添加到子树中,这里将分为２种情形进行证明:

情形１　当k＝３时,通过步骤１．１,已经将AQn(rnrn－１􀆺

r４)r３
３ 中的所有节点添加到子树中,即V(T４)＝{r,w,N(w,

１),N(w,２),N∗ (w,２)},此时满足V(T２k－２)＝{r}∪AQn

(rnrn－１􀆺r４)r３
３ ,并且T２k－２是AQn(rnrn－１􀆺r３)∪{r}中的生成

树,树的高度为２,即 H(T２k－２)＝k－１.因此,当k＝３时,可

以跳过步骤１．２.

情形２　 当k＞３ 时,此 时 不 满 足V(T２k－２)＝ {r}∪

AQn(rnrn－１􀆺rk＋１)rkk ,因此执行算法４,将不在子树中的节点

添加进去.

情形２．１　当k＝４时,首先取整数i＝３,取节点w 的３Ｇ
邻居节点作为添加节点vtemp＝N(w,３)＝rnrn－１􀆺r４r３r２r１(步

骤１．１中节点vtemp与节点w 连接),并通过调用算法３,寻找

与vtemp共同前缀为rnrn－１ 􀆺r４r３ 的节点集合 CP,即 CP＝
{N(vtemp,１),N(vtemp,２),N∗ (vtemp,２)}.由 于 CP 中 {N∗

(vtemp,２)}是节点w 的邻居节点(即已经与节点 w 连接),因

此将它从CP 中删除,即CP＝{N(vtemp,１),N(vtemp,２)},并且

连接 节 点 vtemp 与 CP 中 的 节 点. 总 结 以 上 步 骤 可 得,

V(T２k－２)＝{r,w,N(w,１),N(w,２),N(w,３),N∗ (w,２),

N∗ (w,３),N(N(w,３),１),N(N(w,３),２)},E(T２k－２)＝{(r,

w),(w,N(w,１)),(w,N(w,２)),(w,N(w,３)),(w,N∗ (w,

２)),(w,N∗ (w,３)),(N(w,３),N(N(w,３),１)),(N(w,３),

N(N(w,３),２))},并且 H(T２k－２)＝３.通过引理１,容易验证

E(T２k－２)是 AQn(rnrn－１ 􀆺r４)∪{r}中的边集合,此时满足

V(T２k－２)＝{r}∪AQn(rnrn－１􀆺r５)r４４ ,并且 H(T２k－２)会增加

高度１.因此,T２k－２是AQn(rnrn－１􀆺r４)∪{r}中的生成树,且

H(T２k－２)＝k－１.

情形２．２　当k＞４时,取整数i＝３,４,􀆺,k－１,取节点w
的iＧ邻居节点作为添加节点vtemp＝N(w,i)＝rnrn－１􀆺rk􀆺

ri􀆺r２r１(步骤１．１中节点vtemp与节点 w 连接),并通过调用

算法３,寻找与vtemp共同前缀为rnrn－１􀆺rk􀆺ri的节点集合

CP,即 CP ＝ {N(vtemp,１),N (vtemp,２),N (vtemp,３),􀆺,

N(vtemp,i－１),N∗ (vtemp,２),􀆺,N∗ (vtemp,i－１)}.由于CP
中{N∗ (vtemp,２),􀆺,N∗ (vtemp,i－１)}是节点 w 的邻居节点

(即已经与节点w 连接),因此将它们从CP 中删除,即CP＝
{N(vtemp,１),N(vtemp,２),N(vtemp,３),􀆺,N(vtemp,i－１)},并

且连接节点vtemp与CP 中的节点.此时,V(T２k－２)＝{r,w,

N(w,１),N(w,２),􀆺,N(w,k－１),N∗ (w,２),􀆺,N∗ (w,

k－１),N(N(w,i),１),N(N(w,i),２),􀆺,N(N(w,i),i－

１)},E(T２k－２)＝{(r,w),(w,N(w,１)),(w,N(w,２)),􀆺,

(w,N(w,k－１)),(w,N∗ (w,２)),􀆺,(w,N∗(w,k－１)),

(N(w,i),N(N(w,i),１)),(N(w,i),N(N(w,i),２)),􀆺,

(N(w,i),N(N(w,i),i－１))}.

由于此时k＞４,仅执行一次算法４将不满足V(T２k－２)＝

r∪AQn (rnrn－１􀆺rk＋１)rkk ,例如节点 N(vtemp,３),该节点的邻

居节点 N(N(vtemp,３),１)和 N(N(vtemp,３),２)未添加到子树

中.因此,当满足i－３＞０时,需要重新执行算法４(过程与上

述相 同),直 到 i＝３ 时,将 满 足 V (T２k－２ )＝r∪AQn

(rnrn－１􀆺rk＋１)rkk ,并且算法４每执行一次 H(T２k－２)会增加高

度１,即 H(T２k－２)＝k－１.通过引理１,容易验证E(T２k－２)是

AQn (rnrn－１ 􀆺rk )∪ {r}中 的 边 集 合. 因 此,T２k－２ 是

AQn(rnrn－１􀆺rk)∪{r}中的生成树,且 H(T２k－２)＝k－１.

在步骤１．３中,将T２k－２中除了根节点r和节点N∗ (r,k)

外的所有节点v,即T２k－２的可扩展节点集合W２k－２,与它的kＧ
补Ｇ邻居节点连接,即V(T２k－２)＝V(T２k－２)∪{N∗ (v,k)|v∈

W２k－２},E(T２k－２)＝E(T２k－２)∪{(v,N∗ (v,k))|v∈W２k－２},

并且 H (T２k－２)会 增 加 高 度 １.通 过 引 理 １,容 易 验 证

E(T２k－２)是AQn(rnrn－１􀆺rk＋１)中的边集合.因此,T２k－２是

AQn(rnrn－１􀆺rk＋１)中的生成树,且 H(T２k－２)＝k.

通过算法EIST３的步骤２,对于k２＝k＋１,k＋２,􀆺,n,构

造共同前缀为rnrn－１􀆺rk１＋１的子树,并且有以下２种情形:

情形１　当k＝n时,不满足条件n≥k＋１,即在步骤１中

构造的树为AQn 的生成树,因此 H(T２k－２)＝k＝n.

情形２　当满足条件n≥k＋１时,容易验证以下几种结果:

(１)T′２k－２＝T２k－２;(第一次循环中的T２k－２由步骤１得到)

(２)T″２k－２＝N(T′２k－２,k２);

(３)T２k－２＝T′２k－２∪T″２k－２∪{(v,N(v,k２))|v∈W２k－２}\

E(T″２k－２[N(W２k－２,k２)]).

可以得知,在第一次循环中(即k２＝k＋１),使用T′２k－２表

示步骤１得到的T２k－２,T″２k－２是将T′２k－２中所有节点取k２Ｇ邻

居而得到的.因此,T′２k－２是AQn (rnrn－１􀆺rk１＋１)rk２k２
中的生成

树,T″２k－２是AQn (rnrn－１􀆺rk１＋１)rk２
－

k２
中的生成树.根据引理２

可知,T′２k－２和T″２k－２同构,故 H(T′２k－２)＝H(T″２k－２)＝k２－１.

将T′２k－２中的可扩展节点集合 W２k－２与T″２k－２中的节点集合

N(W２k－２,k２)连接,断开T″２k－２中节点集合 N(W２k－２,k２)之间

组成的边,得到子树T２k－２,并且H(T２k－２)会增加高度１.通

过引理１,容易验证E(T２k－２)是AQn(rnrn－１􀆺rk１＋１)中的边集

合.因 此,T２k－２ 是 AQn (rnrn－１ 􀆺rk１＋１ )中 的 生 成 树,且

H(T２k－２)＝k＋１＝k２.重复上述步骤,直到k２ 等于n,即可

得到AQn 中的生成树T２k－２,且 H(T２k－２)＝k２＝n.

３．４　AQn 中T２j－１的构造算法

算法６给出了在AQn(n≥３)中构造第２j－１(j＝３,４,􀆺,

n)棵树的过程,使用T２j－１来表示这棵树.

算法６　EIST４
输入:代表增广立方体维度的整数n;AQn 的根节点r＝rnrn－１􀆺r１;整

数j＝３,４,􀆺,n
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输出:AQn 中边独立生成树集合中的 T２j－１

步骤１　/∗构造具有共同前缀为rnrn－１􀆺rj＋１的子树∗/

步骤１．１　/∗连接根节点r与节点 N∗(r,j),并且将与节点 N∗(r,j)

具有共同前缀rnrn－１􀆺rjrj－１􀆺r３的所有邻居节点连接

到 N∗(r,j)∗/

１．w＝N∗(r,j)．

２．V(T２j－１)＝{r,w,N(w,１),N(w,２),N∗ (w,２)}andE(T２j－１)＝

{(r,w),(w,N(w,１)),(w,N(w,２)),(w,N∗(w,２))}．

步骤１．２　/∗将 AQn 中具有共同前缀rnrn－１􀆺rj＋１的剩余所有节点

添加到子树中∗/

３．V(T′２j－１)←V(T２j－１)．

４．forj１＝３tojdo

５．　 forv１inV(T２j－１)\{r}do

６．　　 v２＝N(v１,j１)．

７．　　 ifv２∈ V(T２j－１)then

８．　　　 break．

９．　　 endif

１０．　　ifv２isnotadjacenttonodewthen

１１．　　　V(T′２j－１)←V(T′２j－１)∪{v２},E(T２j－１)←E(T２j－１)∪{(v１,

v２)}．

１２．　　else

１３．　　　V(T′２j－１)←V(T′２j－１)∪{v２},E(T２j－１)←E(T２j－１)∪{(w,

v２)}．

１４．　　endif

１５．　endfor

１６．　V(T２j－１)←V(T′２j－１)．

１７．endfor

步骤２　/∗构造共同前缀为rnrn－１􀆺rj＋２的子树∗/

１８．ifn＞jthen

１９．　V(T２j－１)←V(T２j－１)∪N(w,j＋１)．

２０．　E(T２j－１)←E(T２j－１)∪(w,N(w,j＋１))．

２１．　V(T′２j－１)←V(T２j－１)．

２２．　forv１inV(T２j－１)\{r}do

２３．　　v２＝N∗(v１,j＋１)．

２４．　　V(T′２j－１)←V(T′２j－１)∪{v２},E(T２j－１)←E(T２j－１)∪{(v１,

v２)}．

２５．endfor

２６．　V(T２j－１)←V(T′２j－１)．

２７．endif

步骤３　/∗对于j２＝j＋２,j＋３,􀆺,n,构造共同前缀为rnrn－１􀆺rj２＋１

的子树∗/

２８．ifn≥j＋２then

２９．　forj２＝j＋２tondo

３０．　　V(T′２j－１)←V(T２j－１),E(T′２j－１)←E(T２j－１)．

３１．　　V(T″２j－１)←{N(v,j２)|v∈V(T′２j－１)},E(T″２j－１)←{(N(x,j２),

N(y,j２))|(x,y)∈E(T′２j－１)}．

３２．　　V(T２j－１)←V(T′２j－１)∪V(T″２j－１),E(T２j－１)←E(T′２j－１)∪E
(T″２j－１)∪(w,N(w,j２))．

３３．　endfor

３４．endif

３５．returnT２j－１．

３６．endfunction

在算法 EIST４ 中,通 过 步 骤 １,构 造 具 有 共 同 前 缀

rnrn－１􀆺rj＋１的子树.在步骤１．１中,连接根节点r和节点

w＝N∗ (r,j),并且构 造 以 w 为 中 心 节 点 且 共 同 前 缀 为

rnrn－１􀆺rjrj－１ 􀆺r３ 的 子 树.在 步 骤 １．２ 中,对 于j１ ＝３,

４,􀆺,j,将子树中除了根节点r的所有节点v 与节点N(v,

j１)连接.若节点 N(v,j１)与节点w 互为邻居节点,则连接节

点w 与节点N(v,j１);若节点N(v,j１)已存在于子树中,则不

再重复连接.通过步骤２,构造具有共同前缀rnrn－１􀆺rj＋２的

子树.如果n＞j,连接节点w 与节点N(w,j＋１),并且将子

树中除了根节点r的所有节点v 与节点N∗ (v,j＋１)连接.

通过步骤３,对于j２＝j＋２,j＋３,􀆺,n,构造具有共同前缀

rnrn－１􀆺rj２＋１的子树.T′２j－１表示由步骤２得到的子树,其次

T″２j－１表示将T′２j－１中的所有节点取j２Ｇ邻居得到的子树,并且

连接节点w 与节点N(w,j２)直到j２＝n.

基于算法 EIST４,通过例４给出了AQ４ 中T２j－１的详细

构造过程.

例４　下面以在AQ４ 中构造T５ 和T７ 为例,展示了算法

EIST４的过程.图７和图８展示了在AQ４ 中以００００为根节

点构造T５ 和T７ 的过程.

图７　AQ４ 中T５ 的构造过程

Fig．７　ConstructionprocessofT５inAQ４

图８　AQ４ 中T７ 的构造过程

Fig．８　ConstructionprocessofT７inAQ４
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首先分析T５(j＝３)的构造过程,在图７(a)中,首先连接

根节点r＝００００与节点w＝N∗ (r,３)＝０１１１,并且以节点 w
为中心构造共同前缀为０１的子树.在图７(b)中,将除根节

点外的所有节点v与其对应的３Ｇ邻居节点连接,即节点０１１１
连接节点００１１,节点０１０１连接节点０００１,节点０１１０连接节

点００１０,节点０１００连接节点００００,然而节点００００已存在于

子树中,因此不再重复连接.以上步骤构造了共同前缀为r４

的子树.在图７(c)中,首先将中心节点w＝０１１１与其对应的

４Ｇ邻居节点 N(w,４)＝１１１１连接,并且将除根节点r外的所

有节点v与其对应的４Ｇ补Ｇ邻居节点相连,最终得到一棵完整

的生成树T５.

接着分析T７(j＝４)的构造过程,在图８(a)中,首先连接

根节点r＝００００与节点w＝N∗ (r,４)＝１１１１,并且以节点 w
为中心构造共同前缀为１１的子树.在图８(b)中,将除根节

点以外的所有节点v与其对应的３Ｇ邻居节点连接,即节点

１１１１连接节点１０１１,节点１１０１连接节点１００１,节点１１１０连

接节点１０１０.此外,节点１１００的３Ｇ邻居节点１０００是中心节

点w 的邻居节点,因此连接节点 w 与节点１０００.在图８(c)

中,与图８(b)的步骤相似,将除根节点外的所有节点v与其

对应的４Ｇ邻居节点连接,此时节点１０００的４Ｇ邻居节点００００
已存在于子树中,因此不再重复连接.以上步骤构造了共同

前缀为空的子树,得到一棵完整的生成树T７.

引理７　通过算法EIST４得到的树为T２j－１(j＝３,４,􀆺,

n),则T２j－１是AQn 中的生成树且高度为n,其中n≥３.

证明:通 过 算 法 EIST４ 的 步 骤 １,构 造 共 同 前 缀 为

rnrn－１􀆺rj＋１的子树.在步骤 １．１ 中,连接根节点r和节点

w＝N∗ (r,j)＝rnrn－１􀆺rj＋１rj􀆺r１,并且以w 为中心节点,构

造共同前缀为rnrn－１􀆺rjrj－１􀆺r３的子树.即V(T２j－１)＝{r,

w,N(w,１),N(w,２),N∗ (w,２)},E(T２j－１)＝{(r,w),(w,

N(w,１)),(w,N(w,２)),(w,N∗ (w,２))},并且 H(T２j－１)＝２.

在步骤１．２中,对于j１＝３,４,􀆺,j,将子树中除了根节点

r外的所有节点v 与其j１Ｇ邻居节点,即 N(v,j１)连接.若节

点 N(v,j１)与节点 w 互为邻居节点,则连接节点 w 与节点

N(v,j１);若节点N(v,j１)已存在于子树中,则不再重复连接.

上述 步 骤 每 执 行 一 次 H (T２j－１ )会 增 加 高 度 １,因 此

H(T２j－１)＝j１.当 j１ ＝j 时,此 时 满 足 V (T２j－１ )＝

AQn(rnrn－１􀆺rj＋１),且 H(T２j－１)＝j１＝j.通过引理１,容易

验证 E(T２j－１)是 AQn (rnrn－１ 􀆺rj＋１)中 的 边 集 合.因 此,

T２j－１是AQn(rnrn－１􀆺rj＋１)中的生成树,且 H(T２j－１)＝j.

通过算法EIST４的步骤２,构造共同前缀为rnrn－１􀆺rj＋２

的子树,并且有以下２种情形:

情形１　当j＝n时,不满足条件n＞j,即在步骤１中构

造的树为AQn 的生成树,因此 H(T２j－１)＝j＝n.

情形２　 当 满 足 条 件 n＞j 时,通 过 步 骤 １,得 到

AQn(rnrn－１􀆺rj＋１)中的生成树T２j－１.若将T２j－１中所有节点

取(j＋１)Ｇ邻居,则得到的是AQn(rnrn－１􀆺rj＋１)中的生成树,由

引理２可知,AQn(rnrn－１􀆺rj＋１)与AQn(rnrn－１􀆺rj＋１)同构.

因此当满足条件n＞j时,首先连接节点w 与其(j＋１)Ｇ
邻居节点,即节点 N(w,j＋１),并且节点 N(w,j＋１)∈

AQn(rnrn－１􀆺rj＋１).其次,将除根节点r外的所有节点v 连

接其(j＋１)Ｇ补Ｇ邻居节点,即节点 N∗ (v,j＋１),并且节点

N∗ (v,j＋１)∈AQn (rnrn－１ 􀆺rj＋１).通 过 上 述 步 骤,将

AQn(rnrn－１ 􀆺rj＋１)中 的 所 有 节 点 连 接 到 子 树 中,并 且

H(T２j－１)会增加高度１.通过引理１,容易验证E(T２j－１)是

AQn(rnrn－１􀆺rj＋２)中的边集合.因此,T２j－１是AQn(rnrn－１􀆺

rj＋２)中的生成树,且H(T２j－１)＝j＋１.

通过算法EIST４的步骤３,对于j２＝j＋２,j＋３,􀆺,n,构

造共同前缀为rnrn－１􀆺rj２＋１的子树,并且有以下２种情形:

情形１　当j＋１＝n时,不满足条件n＞j＋１,即在步骤２
中构造的树为AQn 的生成树,因此 H(T２j－１)＝j＋１＝n.

情形２　当满足条件n＞j＋１时,容易验证以下几种

结果:

(１)T′２j－１＝T２j－１;(第一次循环中的T２j－１由步骤２得到)

(２)T″２j－１＝N(T′２j－１,j２);

(３)T２j－１＝T′２j－１∪T″２j－１∪(w,N(w,j２)).

可以得知,在第一次循环中(即j２＝j＋２),T′２j－１表示步

骤２得到的T２j－１,T″２j－１是将T′２j－１中所有节点取j２Ｇ邻居得

到的子树.因此,T′２j－１是AQn (rnrn－１􀆺rj２＋１)rj２j２
中的生成树,

T″２j－１是AQn (rnrn－１􀆺rj２＋１)rj２j２
中的生成树.根据引理２可

知,T′２j－１和T″２j－１同构,故 H(T′２j－１)＝H(T″２j－１)＝j＋１＝

j２－１.将T′２j－１中的中心节点w 与T″２j－１中的节点 N(w,j２)

连接,得到子树T２j－１,并且 H(T２j－１)会增加高度１.通过引

理１,容易验证E(T２j－１)是AQn(rnrn－１􀆺rj２＋１)中的边集合.

因此,T２j－１是AQn(rnrn－１􀆺rj２＋１)中的生成树,且 H(T２j－１)＝

j＋２＝j２.重复上述步骤,直到j２ 等于n,即可得到AQn 中的

生成树T２j－１,且 H(T２j－１)＝j２＝n.

３．５　AQn 中２n－１棵边独立生成树的准确性

定理１　于n≥２,且根节点r＝rnrn－１ 􀆺r１,通过算法

EIST１,EIST２,EIST３,EIST４得到的 ２n－１棵生成树是在

AQn 中以r为根节点的２n－１棵边独立生成树,并且每棵树

的高度均为n.

证明:由算法EIST１,EIST２,EIST３,EIST４得到的２n－１
棵生成树,通过引理３、引理４、引理６和引理７,容易验证每棵

生成树之间满足边不相交,因此得到２n－１棵边独立生成树,

并且每棵生成树的高度均为n.

３．６　AQn 中２n－１棵边独立生成树并行算法的时间复杂度

定理２　AQn 中构造２n－１棵边独立生成树并行算法的

时间复杂度为 O(N),其中 N＝２n 为AQn 中的节点个数.

证明:如上所述,AQn 中２n－１棵边独立生成树由算法

EIST１,EIST２,EIST３ 和 EIST４ 并 行 构 造.并 且 在 算 法

EIST１,EIST２,EIST３和 EIST４中,我们需要遍历 AQn 中的

所有节点,其中节点的数量为２n.因此,本文中的并行算法

时间复杂度为 O(２n).

４　模拟实验

我们通过编程语言 Python和软件包treelib,networkx,

matplotlib来验 证 算 法 EIST１,EIST２,EIST３ 和 EIST４ 的

有效性.程序中的变量n表示增广立方体的维度,变量r
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表示根节点.输入n＝６,r＝０,以 AQ６ 为例构造１１棵边

独立生成树.图９给出了构造AQ６ 中以节点０为根节点、
高度为６的边独立生成树的程序输出示例.实验结果如

图９所示.

(a)AQ６ 中的T１ (b)AQ６ 中的T２ (c)AQ６ 中的T３ (d)AQ６ 中的T４

(e)AQ６ 中的T５ (f)AQ６ 中的T６ (g)AQ６ 中的T７ (h)AQ６ 中的T８

(i)AQ６ 中的T９ (j)AQ６ 中的T１０ (k)AQ６ 中的T１１

图９　AQ６ 中以０为根节点的１１棵边独立生成树

Fig．９　１１EISTswith０asrootnodeinAQ６

　　通过模拟实验,得到６维增广立方体中１１棵以０为根的

边独立生成树.从中可以发现具体节点的连接方式,例如根

节点０到目标节点１的路径,在T１ 中为{(０,１)},在T２ 中为

{(０,２),(２,１)},在T３ 中为{(０,３),(３,１)},在 T４ 中为{(０,

４),(４,６),(６,１)},在T５ 中为{(０,７),(７,５),(５,１)},在T６ 中

为{(０,８),(８,１２),(１２,１４),(１４,１)},在 T７ 中为{(０,１５),

(１５,１３),(１３,９),(９,１)},在T８ 中为{(０,１６),(１６,２４),(２４,

２８),(２８,３０),(３０,１)},在 T９ 中为{(０,３１),(３１,２９),(２９,

２５),(２５,１７),(１７,１)},在 T１０中为{(０,３２),(３２,４８),(４８,

５６),(５６,６０),(６０,６２),(６２,１)},在 T１１中为{(０,６３),(６３,

６１),(６１,５７),(５７,４９),(４９,３３),(３３,１)}.可以发现,以上１１
个路径是成对边独立的,且１１棵树的高度均为６.

结束语　随着网络规模的扩大,在并行计算机系统中,处

理器和链路发生故障的情形是不可避免的,而经过故障处理

器和故障链路传递的数据将是不可靠的.边独立生成树在信

息的可靠传输、信息的并行传输和安全分发以及并行故障服

务器诊断算法中具有非常重要的应用.因此研究互连网络的

边独立生成树是非常有必要的.

本文首先给出了在增广立方体上构造边独立生成树的并

行算法,并验证了并行算法得到的２n－１棵生成树为边独立

生成树的正确性.通过模拟实验验证了该方法的有效性.实

验结果表明,本文提出的并行算法是准确的.
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