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一致块对角和限定的多视角子空间聚类算法
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摘　要　子空间聚类方法为高维多视角数据的聚类问题提供了有效的解决方案.针对现有算法利用低秩或稀疏约束通过模型

的特定性质不能使得表示矩阵直接具有块对角性的问题,提出了一致块对角和限定的多视角子空间聚类算法(CBDEＧMSC).

CBDEＧMSC将各个视角的子空间表示矩阵分解为一致自表示矩阵和特定自表示矩阵.对于一致自表示矩阵,使用块对角约束

使其具有近似的块对角结构,探索数据的一致性;对于特定自表示矩阵,在其间施加限定性约束,探索数据的互补性.使用矩阵

L２,１范数约束误差矩阵,使其满足行稀疏.此外,使用交替方向乘子法(ADMM)优化目标函数.采用归一化互信息(NMI)、正

确率(ACC)、调整兰德指数(AR)和F分数(FＧscore)等评价指标,对 CBDEＧMSC进行了评估.实验结果表明,CBDEＧMSC与现

有的一些优良算法相比,４个指标的结果均有较大的提升,尤其是在 YaleB数据集上,相比于经典方法 CSMSC,其 NMI,ACC,

AR和FＧscore分别提升了０．０８８,０．１２７,０．１４５和０．１２２.实验结果验证了所提算法的有效性.
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ConsistentBlockDiagonalandExclusiveMultiＧviewSubspaceClustering
WUJie,WANYuanandLIUQiujie
SchoolofScience,WuhanUniversityofTechnology,Wuhan４３００７０,China

　

Abstract　SubspaceclusteringmethodprovidesaneffectivesolutiontotheclusteringproblemofhighＧdimensionalmultiＧviewdaＧ

ta．Focusingontheissuethattherepresentationmatrixcannotobeytheblockdiagonalpropertydirectlybyusinglowrankor

sparseconstraintsinexistingalgorithms,aconsistentblockdiagonalandexclusivemultiＧviewsubspaceclustering(CBDEＧMSC)is

proposed．CBDEＧMSCdecomposesthesubspacerepresentationmatrixofeachperspectiveintoconsistentandspecificselfＧrepreＧ

sentationmatrices．FortheconsistentselfＧrepresentationmatrix,blockdiagonalconstraintisusedtomakeithaveanapproximate

blockdiagonalstructureandexploretheconsistencyofthedata．TheexclusiveconstraintisappliedbetweenspecificselfＧrepreＧ

sentationmatricestoexplorethecomplementarityofdata．ThematrixL２,１normisusedtoconstraintheerrormatrixsothatit

satisfiesrowsparsity．Inaddition,alternatedirection multipliermethod(ADMM)isusedtooptimizetheobjectivefunction．

CBDEＧMSCisevaluatedbynormalizedmutualinformation(NMI),accuracy(ACC),adjustedrandindex(AR)andFＧscore．ExpeＧ

rimentalresultsshowthatcomparedwithsomeexistingexcellentalgorithms,CBDEＧMSChasagreatimprovementintheresults

ofthefourindicators,especiallyintheYaleBdataset,CBDEＧMSCcomparedwiththeclassicalmethodCSMSC,NMI,ACC,AR

andFＧscoreincreasedby０．０８８,０．１２７,０．１４５and０．１２２,whichverifiestheeffectivenessoftheproposedalgorithm．

Keywords　Subspaceclustering,MultiＧviewlearning,Representationlearning,Blockdiagonalrepresentation

　

１　引言

当数据从不同数据源获得或者由多个特征集来共同表示

时,这类数据称为多视角数据.例如,图像可由颜色直方图、

局部二值模式(LocalBinaryPattern,LBP)特征[１]、方向梯度

直方图(HistogramofOrientedGradient,HOG)特征[２]等多

种特征来表示;不同新闻媒体对同一新闻事件报道的内容会

根据自身情况和受众群体进行选择和编辑.多视角数据各个

视角之间通常能够提供共识和互补的信息,而传统聚类方法

并未考虑这点.因此,如何有效提取不同视角的特征,且保留

各个视角之间的相关性来实现聚类,成为机器学习领域近年

的研究热 点.多 视 角 学 习 算 法 可 分 为 协 同 训 练 (CoＧtraiＧ
ning)[３Ｇ５]、多核学习法(MultipleKernelLearning)[６]、图学习

(GraphLearning)[７]和子空间学习(SubspaceLearning)[８]等.

协同训练对不同视角训练出不同的分类器,交替迭代降

低所有分类器的聚类结果的差异,直到所有分类器的分类



结果趋于一致.协同训练算法的缺点在于要求多视角信息充

分冗余且满足条件独立性.多核学习为不同的视角构造不同

的基核,并融合多视角信息得到一致性核,从而提高聚类性

能.多核学习面临的挑战,是如何选择最佳核函数,以及如何

有效地混合多个核函数.图学习基于单视角数据分别构造初

始图,之后融合全部视角数据得到一致图,最后将聚类问题转

化为图分割问题.图学习的优势在于对聚类结果的可解释性

强,但图的初始化和图融合策略对算法的性能影响很大.根

据多视角数据的一致性,子空间学习假设所有样本共享一个

公共的子空间,每个视角的样本在该空间中都有相应的表示.

子空间学习的核心在于,尽可能保留每个视角的特定信息,同

时寻找多个视角共享的一致性表示.

子空间聚类应用子空间学习从数据中寻找子空间表示,

通过表示矩阵构建亲和矩阵,最后应用谱聚类[９]得到聚类结

果.表示学习[１０]、运动分割[１１Ｇ１３]和图像处理[１４]等研究都与

子空间聚类有关.稀疏子空间聚类(SparseSubspaceClusteＧ

ring,SSC)[１５]采用L１范数约束系数矩阵,寻找稀疏的自表示

结构.低秩表示的子空间结构鲁棒恢复(RobustRecoveryof

SubspaceStructuresbyLowＧrankRepresentation,LRR)[１６]采

用核范数约束系数矩阵,并使用低秩表示探索子空间结构.

结构化稀疏子空间聚类(StructuredSparseSubspaceClusteＧ

ring,S３C)[１７]将稀疏自表示和谱聚类过程进行统一.块对角

表示子空间聚类(SubspaceClusteringbyBlockDiagonalRepＧ

resentation,BDR)[１８]发掘原始数据的块对角结构,使一个块

对应一个类.这些基于自表示的方法凭借其优势,在子空间

聚类中表现突出.

多视角学习利用不同视角之间的一致性和互补性信息来

提高学习性能.为了挖掘多视角数据的一致信息,潜在多视

角子空间聚类(LatentMultiＧviewSubspaceClustering,LMＧ

SC)[１９]串联所有视角,并基于潜在空间构建一致的子空间自

表示,使用核范数约束子空间表示矩阵为低秩.多样性诱导

的多视角子空间聚类(DiversityＧinduced MultiviewSubspace

Clustering,DiMSC)[８]引入 HSIC准则作为多样性约束,来探

索不同视角之间的互补信息.为了同时挖掘一致和互补信

息,一致和特定的多视角子空间聚类(ConsistentandSpecific

MultiＧviewSubspaceClustering,CSMSC)[２０]设置了核范数约

束的一致表示矩阵和L２范数约束的特定表示矩阵.排他性

和一致性的正则化多视角子空间聚类(ExclusivityＧConsistenＧ

cyRegularized MultiＧviewSubspaceClustering,ECMSC)[２１]

引入排他性定义,来探索多视角数据的互补性.

近年来,深度学习技术不断发展,其凭借有效探索数据深

度特征的能力被应用于子空间聚类,诞生了深度子空间聚类

(DeepSubspaceClustering,DSC)方法.它通过深度学习技

术学习原始数据的低维特性并执行子空间聚类.卷积神经网

络[２２]、生成对立网络[２３Ｇ２４]、深度自编码[２５]等主流深度学习方

法已成功应用于子空间聚类,并取得了良好的聚类性能.虽

然 DSC方法在一定程度上提高了聚类的准确性,但其受到计

算时间消耗和内存消耗大的限制.此外,DSC如何有效地挖

掘数据中的子空间结构并获得更稳定的数据表示,仍需要进

一步研究.

上述大多数多视角子空间聚类方法都是通过设计特定的

正则化约束来优化自表示矩阵,通过这些不同的正则化器得

到的表示矩阵在一定的子空间假设下都服从块对角结构.但

是这种性质是模型特定的,由此得到的表示矩阵并不直接具

有块对角性质.为了使表示矩阵直接服从块对角结构,将块

对角表示引入多视角子空间聚类,同时使用一种限定性约束

挖掘不同视角的互补信息,提出一致块对角和限定的多视角

子空 间 聚 类 算 法 (ConsistentBlockDiagonalandExclusive

MultiＧview SubspaceClustering,CBDEＧMSC).CBDEＧMSC
既能探索多视角数据的块对角结构,提高表示矩阵与类别信

息的相关性;又能获得多个视角的一致信息和互补信息,提高

子空间学习中表示矩阵的聚类表现.由于引入块对角约束导

致求解目标函数成为一个非凸优化问题,因此采用交替方向

乘子法来求解目标函数并恢复相应的子空间表示.在基准数

据集上的实验结果验证了该算法具有更优的聚类效果.

２　相关工作

本章回顾多视角子空间聚类的基本过程和相关工作.

２．１　多视角子空间聚类

设X(v)∈Rdv×N 是表示与第v个视角相对应的特征矩阵,

其中 N 是样本数,dv表示第v个视角中数据的维数,并且v∈
{１,２,􀆺,V}.自表示性质假设每个数据样本由同一子空间

中其他样本的线性组合表示.如果只考虑所有视角的一致性

项,则X(v)表示为:

X(v)＝X(v)Z＋E(v),v＝１,２,􀆺,V (１)

其中,Z∈RN×N 是 视 角 一 致 的 子 空 间 表 示,E(v)∈Rdv×N 是

误差项.

基于自表示的多视角子空间聚类的目标函数为:

min
Z,E(v)

　λΩ(Z)＋∑
V

v＝１
Φ(E(v))

其中,Ω(􀅰)和Φ(􀅰)表示某种正则化策略,λ＞０是平衡这两

个正则化器的参数.得到了自表示矩阵Z 后,亲和矩阵S∈

RN×N 通常表示为:

S＝|Z|＋|Z|T

２
其中,|􀅰|是绝对值运算符.对亲和矩阵应用谱聚类算法,得

到最终的聚类结果.

２．２　一致和特定的多视角子空间聚类

式(１)中尽管考虑了所有视角共享的公共表示Z,但没有

考虑每个视角中的特定部分,而仅利用公共表示中的信息进

行数据建模是不够的或不准确的.一致和特定的多视角子空

间聚类算法(CSMSC)考虑将各个视角下的表示矩阵Z(v)分解

为对不同视角上保持不变的一致表示C和对应于第v个视角

的特定表示D(v)的和,即:

X(v)＝X(v)(C＋D(v))＋E(v)

再施加相关约束,得到CSMSC的目标函数为:

min
C,D(v),E(v)

　λC‖C‖∗ ＋λD ∑
V

v＝１
‖D(v)‖２

２＋∑
V

v＝１
‖E(v)‖２,１

s．t．X(v)＝X(v)(C＋D(v))＋E(v),v＝１,２,􀆺,V
(２)

其 中,‖􀅰‖∗ 表 示 矩 阵 核 范 数,‖􀅰‖２ 是 L２ 范 数,

‖􀅰‖２,１表示L２,１范数,λC 和λD 是平衡参数.

９３１吴　杰,等:一致块对角和限定的多视角子空间聚类算法



２．３　块对角表示子空间聚类

块对角表示通过施加块对角约束追求表示矩阵的块对角

结构,使得每一个块对应一个类,这样的结构也便于后续进行

谱聚类.

设B∈RN×N 是亲和矩阵,即满秩B≥０且B＝BT,对应的

拉普拉斯矩阵定义为LB＝Diag(B１)－B.其中,Diag(􀅰)表

示将向量对角化为矩阵,０和１分别表示元素全为０和１的

列向量.用λi(LB)(i＝１,２,􀆺,N)表示矩阵LB 从大到小排列

的第i个特征值.根据拉普拉斯矩阵的性质可知,拉普拉斯矩阵

LB 的特征值０的代数重数等于B中的分块的数量,以此将k块

对角正则化器定义为LB 的k个最小特征值的和,即:

‖B‖κ＝ ∑
N

i＝N－k＋１
λi(LB)

其中,‖􀅰‖κ 表示k 块对角正则化器.可以看出‖B‖κ＝０
等价于亲和矩阵B是k块对角的,因此‖B‖κ 可以看作是块

对角矩阵结构的诱导正则化器.在k块对角正则化的基础

上,带误差项的块对角表示方法BDR模型如下:

min
B
　１

２‖X－XB‖２
F＋γ‖B‖κ

s．t．diag(B)＝０,B≥０,B＝BT

(３)

其中,γ是平衡参数,diag(􀅰)表示将矩阵对角线上的元素转

化为向量.

３　本文工作

CSMSC可以提取出一致表示和一系列视角特定的表示,

但无法直接找到表示矩阵的块对角结构;BDR虽然使用块对

角约束探索表示矩阵的块对角结构,但没有挖掘多视角数据

的互补信息.为了解决这些问题,本文提出一致块对角和限

定的多视角子空间聚类算法(CBDEＧMSC).模型的具体框架

如图１所示.将单视角的块对角表示引入多视角数据X(v),

对不同视角下的一致表示矩阵C施加块对角约束;同时考虑

多视角数据的互补性,对得到的一系列特定的表示D(v)施加

限定性约束.额外的建模误差E(v)将使用L２,１范数使其行稀

疏.最后,使用一致表示C和特定表示D(v)得到相应的亲和

矩阵S,并对其进行谱聚类.

图１　CBDEＧMSC框架

Fig．１　FrameworkofCBDEＧMSC

３．１　CBDEＧMSC的目标函数

CBDEＧMSC考虑多视角数据之间不变的公共表示和每

个视角中的特定表示,将各个视角下的表示矩阵Z(v)分解为

对不同视角上保持不变的一致表示C 和对应于第v 个视角

唯一部分的视角特定表示D(v)的和,即:

Z(v)＝C＋D(v),v＝１,２,􀆺,V
对于一致项C,引入块对角约束让一致自表示矩阵更清

楚、直接地具有块对角结构,以挖掘不同视角之间更多的共享

信息,同时防止得到平凡解:

Ω(C)＝λC ‖C‖K

其中,λC 是平衡参数.

为了让不同视角的特定表示D(v)有足够的差异性而使得

所有特定表示互补,对特定表示D(v)施加限定性约束.对于

两个特定表示 D(v)和 D(w)中的表示向量d(v)
i 和d(w)

i ,i＝１,

２,􀆺,N,有哈达玛积gi＝d(v)
i ☉d(w)

i ,当向量d(v)
i 某一位置的

元素不为零时,在理想情况下,不同视角的特定表示的差异性

使向量d(w)
i 在该位置为零,可以依据gi 中非零元素的数目来

表现不同表示向量的差异性.使用L０范数 ‖gi‖０ 来表现

不同表示向量的差异性,‖gi‖０ 越小,则不同表示向量的差

异性越大.将这个性质推广到不同视角的特定表示,有如下

限定性约束:
(D(v),D(w))＝‖D(v)☉D(w)‖０ (４)

其中,☉代表哈达玛积,‖􀅰‖０ 是L０范数.当矩阵D(v)某一

位置的元素不为零时,在理想情况下,由限定性约束得D(w)在

同一位置为零,使用该限定性约束来增强不同视角之间的差

异性.

由于式(４)中L０范数是非凸且不连续的,因此使用L１范

数代替L０范数,使目标函数更容易优化.其次,为了防止各

个视角表示学习的过拟合,加入光滑正则化项,得到对于视角

特定表示矩阵的约束:

∑
V

v＝１
Ω(D(v))＝λD

２ ∑
V

v＝１
‖D(v)‖２

F＋λG ∑
v≠w

‖D(v)☉D(w)‖１ (５)

其中,λD 和λG 是平衡参数.

由此,得到CBDEＧMSC的目标函数:

min
C,D(v),E(v)

　λC ‖C‖K＋λD

２ ∑
V

v＝１
‖D(v)‖２

２＋λG ∑
v≠w

‖D(v)☉

D(w)‖１＋∑
V

v＝１
‖E(v)‖２,１

s．t．X(v)＝X(v)(C＋D(v))＋E(v),diag(C)＝０,C≥０,C＝
CT,v＝１,􀆺,V (６)

其中,λC,λD,λG 是平衡参数.式(６)中第一项是对一致项C
施加块对角约束,第二项是对特定项D(v)使用的光滑正则化

项,第三项是对特定表示矩阵之间施加限定性约束,最后一项

使用L２,１范数使误差矩阵E(v)行稀疏.与 CSMSC的目标函

数式(２)相比,CBDEＧMSC拥有块对角正则化以及限定性约

束;与BDR模型式(３)相比,CBDEＧMSC添加限定性约束挖

掘互补的视角特定表示D(v).

求解最小化问题(６),可以从多视角数据提取出具有近似

块对角结构的一致表示和一系列具有互补性的特定表示,这
样能够准确地对表示矩阵进行聚类.

３．２　目标函数的优化

解决上述非凸问题的关键在于非凸项‖C‖κ.‖C‖κ

可由 KyFan[２６]做重新表述.

设L∈RN×N 和L⪰０,于是有:

∑
N

i＝N－k＋１
λi(L)＝min

W
‹L,W›,s．t．I⪰W⪰０,Tr(W)＝k
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即可将‖C‖κ 表示为一个凸规划:

‖C‖κ＝min
W

‹LC,W›,s．t．I⪰W⪰０,Tr(W)＝k

同时,对C和D(v)分别引入辅助矩阵J和M(v),将式(３)

转换为:

min
C,J,W,D(v),M(v),E(v)

　λC ‖J‖K＋λD

２ ∑
V

v＝１
‖D(v)‖２

２＋

λG ∑
v≠w

‖D(v)☉D(w)‖１＋∑
V

v＝１
‖E(v)‖２,１

s．t．X(v)＝X(v)(C＋M(v))＋E(v),J＝C,M(v)＝D(v),

diag(J)＝０,J≥０,J＝JT,I⪰W⪰０,Tr(W)＝k,v＝
１,􀆺,V (７)

使用交替拉格朗日乘子法求解上述问题,得到增广拉格

朗日函数如下:

L(C,J,W,D(v),M(v),E(v))

　＝λC‹Diag(J１)－J,W›＋λD

２ ∑
V

v＝１
‖D(v)‖２

２＋

λG ∑
v≠w

‖D(v)☉D(w)‖１＋∑
V

v＝１
‖E(v)‖２,１＋

∑
V

v＝１
Ψ(Y(v)

１ ,X(v)－X(v)(C＋M(v))－E(v))＋Ψ(Y２,J－

C)＋∑
V

v＝１
Ψ(Y(v)

３ ,D(v)－M(v))

s．t．diag(J)＝０,J≥０,J＝JT,I⪰W⪰０,Tr(W)＝k,v＝
１,􀆺,V (８)

其中,Ψ(P,Q)＝μ
２‖Q‖２

F＋‹P,Q›,‹􀅰›为两个矩阵的欧几

里得内积,Y(v)
１ ,Y２,Y(v)

３ 为拉格朗日乘子,μ＞０为罚参数.

将上述问题分为６个子问题进行交替优化.

１)固定其他变量,更新W
W＝argmin

W
‹Diag(J１)－J,W›

s．t．I⪰W⪰０,Tr(W)＝k
(９)

将Diag(J１)－J对角化表示为QΛQT.因此,式(６)的解

为W＝UUT,U∈RN×k由Diag(J１)－J的前k 个最小特征值

对应的前k个特征向量组成.

２)固定其他变量,更新J
J＝argmin

J
　λC‹Diag(J１)－J,W›＋Ψ(Y２,J－C)

s．t．diag(J)＝０,J≥０,J＝JT
(１０)

式(１０)等价于:

J＝１
２ J－C＋Y２

μ
＋λC

μ
(diag(W)１T－W)

２

F

s．t．diag(J)＝０,J≥０,J＝JT

(１１)

令A＝C－Y２

μ
－λC

μ
(diag(W)１T－W),A

∧

＝A－Diag(diag

(A)),则 式(１１)的解为:

J＝[(A
∧

＋(A
∧
)T)/２]＋ (１２)

其中,[A]＋ ＝max(O,A)表示保留A的非负元素,其余负元素

设置为０.求解式(１０)的详细过程见文献[１８].

３)再固定其他变量,更新C

C＝argmin
C

∑
V

v＝１
Ψ(Y(v)

１ ,X(v)－X(v)(C＋M(v))－E(v))＋

Ψ(Y２,J－C) (１３)

式(１３)右侧对C求偏导并令其为０,解得:

C＝C－１
１ (C２＋C３) (１４)

其中,C１＝ ∑
V

v＝１
(X(v))TX(v)＋I,C２＝ ∑

V

v＝１
(X(v))TY

(v)
１

μ
＋Y２

μ
＋J,

C３＝∑
V

v＝１
(X(v))T(X(v)－X(v)M(v)－E(v)).

４)同理固定其他变量,分别更新 M(v)和E(v)

M(v)＝(M(v)
１ )－１(M(v)

２ ＋M(v)
３ ) (１５)

其中,M(v)
１ ＝(X(v))TX(v)＋I,M(v)

２ ＝(X(v))T (X(v)－X(v)C－

E(v)),M(v)
３ ＝(X(v))TY

(v)
１

μ
＋Y(v)

３

μ
＋D(v).

E(v)＝argmin
E(v)

‖E(v)‖２,１＋Ψ(Y(v)
１ ,X(v)－X(v)(C＋

M(v))－E(v))

＝argmin
E(v)

‖E(v)‖２,１ ＋ μ
２ ‖E(v)－(X(v)－X(v)C－

X(v)M(v)＋Y(v)
１

μ
)‖２

F (１６)

５)固定其他变量,更新D(v)

D(v)＝argmin
D(v)

λD

２‖D(v)‖２
２＋λG ∑

v≠w
‖D(v)☉D(w)‖１＋

Ψ(Y(v)
３ ,D(v)－M(v)) (１７)

得到式(１７)的具体解为:

D(v)＝SλG ∑
w≠v

|D(w)|

λD ＋μ

μM(v)－Y(v)
３

λD＋μ( ) (１８)

其中,Sλ(􀅰)代表软阈值算子.

最后,更新乘子和参数:

Y(v)
１ ＝Y(v)

１ ＋μ(X(v)－X(v)(C＋M(v))－E(v)) (１９)

Y２＝Y２＋μ(C－J) (２０)

Y(v)
３ ＝Y(v)

３ ＋μ(D(v)－M(v)) (２１)

μ＝min(ρμ,μmax) (２２)

在求得共享表示C 和视角特定表示D(v)后,将C 对称并

设置对角线元素为０,即C
∧

＝C－Diag(diag(C)),C＝[(C
∧

＋

(C
∧
)T)/２]＋ .接下来构造关于一致性和特异性的亲和矩阵:

S＝|C|＋|C|T

２ ＋１
V ∑

V

v＝１

|D(v)|＋|D(v)|T

２
最后,对亲和矩阵应用谱聚类算法,得到最终的聚类结

果.CBDEＧMSC的求解算法如算法１所示.

算法１　CBDEＧMSC的求解算法

输入:多视角数据{X(１),X(２),􀆺,X(V)},３个超参数λC,λD,λG,聚类数c
输出:共享表示矩阵C和视角特定表示矩阵D(v)

初始化:矩阵 C＝J＝W＝M(v)＝E(v)＝Y(v)
１ ＝Y２＝Y(v)

３ ＝０,v∈{１,

２,􀆺,V},根据文献[８]中的方法生成特定表示矩阵{D(１),

D(２),􀆺,D(V)},设置参数μ＝１０－４,μmax＝１０６,ρ＝１．２,终止

阈值ε＝１０－６和最大迭代次数 T＝１５０

１．根据式(１４)和式(１２)更新C和J;

Forv＝１toVdo

２．根据式(９)、式(１５)、式(１６)和式(１８)更新 W,M(v),E(v)和 D(v);

３．根据式(１９)－式(２１)更新拉格朗日乘子Y(v)
１ ,Y２ 和Y(v)

３ ;

Endfor

４．根据式(１９)更新惩罚参数μ.

直至收敛或达到最大迭代次数.

３．３　算法复杂性和收敛性分析

该算法由３V＋３个子问题组成,子问题的复杂性分析如

下.由矩阵求和与求积推导出的更新C 和 M(v)的复杂度为

O(dVN２＋N３),其中d是所有视角中数据的最大维数,V 为
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视角数,N 为样本数.由于矩阵求和,更新子问题J,E(v)和

D(v)的复杂度分别为 O(N２),O(dN)和 O(VN２).对于由矩

阵对角化得到的W 的更新,其复杂度为 O(N３).综上,每次

迭代的复杂度是 O(dVN＋(dV２＋V２＋dV＋１)N２＋(V＋２)

N３),考虑迭代次数,总复杂度为 O(TVN(d＋dVN＋N２)),
其中T 为迭代次数.

对于目标函数的优化,采用交替方向乘子法,即每一次固

定其他变量为常数,将其视作单变量的优化问题并使用增广

拉格朗日方法求解.但约束中包含一个非线性、非光滑并且

凸的半正定约束,使得整体优化问题是非光滑且凸的,导致其

收敛性难以证明.我们通过在４个真实世界数据集(Yale,

YaleB,３Sources和Caltech１０１Ｇ２０)上的大量实验来证明收敛

性.该算法在４个数据集上的收敛曲线如图２－图５所示,

图中以矩阵的F范数的平方计算迭代误差,当迭代误差小于

设置的终止阈值后,停止迭代.由图２－图５可知,该方法在

迭代２５~４０次左右时,迭代误差急速下降,随后逐渐接近并

最后小于给定的终止阈值,迭代终止.结果表明,该方法具有

较快的收敛速度和较强的收敛能力.

１)http://cvc．yale．edu/projects/yalefaces/yalefaces．html
２)http://mlg．ucd．ie/datasets/３sources．html．

图２　在 Yale数据集上的迭代误差曲线

Fig．２　IterationerrorcurveonYaledataset

图３　在 YaleB数据集上的迭代误差曲线

Fig．３　IterationerrorcurveonYaleBdataset

图４　在３Sources数据集上的迭代误差曲线

Fig．４　Iterationerrorcurveon３Sourcesdataset

图５　在Caltech１０１Ｇ２０数据集上的迭代误差曲线

Fig．５　IterationerrorcurveonCaltech１０１Ｇ２０dataset

３)http://cvc．yale．edu/projects/yalefacesB/yalefacesB．html．
４)http://www．vision．caltech．edu/ImageDatasets/Caltech１０１

４　实验结果

４．１　实验所用数据集

实验采用４个多视角公共基准数据集来评估算法的聚类

效果.

１)Yale１)是一个人脸数据集,它包含了１５个人的１６５张

灰度图像,每个人有 １１张不同的面部表情和配置.提取

LBP、Gabor和强度特征作为３个视角,每个视角的维度是

４０９６,３３０４和６７５０.

２)３Sources２)是一个新闻数据集,包含６类共４１６篇文

章,其中１６９篇文章同时被BBC,Guardian和 Reuters这３家

媒体报道.与文献[２７]类似,实验将３家媒体的１６９篇文章

与３个视角相关联,通过术语频率Ｇ逆文档频率(TFＧIDF)进行

描述,每个视角的维度分别是３５６０,３０６８和３６３１.

３)ExtendedYaleB３)包含了３８个人的２４１４张人脸图像,

每个人都有６４张正面的照片,这些照片涵盖了不同的光线和

姿势情况.从中提取LBP、Gabor和强度作为３个视角,并选

择前１０个类别共６４０张正面人脸图片作为数据集.

４)Caltech１０１Ｇ２０４)是一个包含了１０１个图像类别的对象

识别数据集.从中选择２０个类别的２３８６张图像作为最终的

数据集,并提取 HOG,GIST和LBP特征作为３个视角,每个

视图的维度分别是１９８４,５１２和９２８.

４．２　对比方法

将所提方法与经典算法和最新算法进行比较,其中包括

３种单视角方法和７种多视角方法.

首先介绍这３种经典的单视角聚类方法.

１)SSC[１５]:稀疏子空间聚类.从数据中寻求稀疏表示.

２)LRR[１６]:基于低秩表示的鲁棒子空间分割.利用核范

数找到数据的低秩表示结构.

３)S３C[１７]:结构化稀疏子空间聚类.利用亲和度和分割

度之间的依赖关系,得到亲和矩阵和聚类结果.

对于以上３种单视角聚类方法,只记录所有视角中的最

佳聚类结果.接下来简要介绍多视角聚类方法.

１)RMSC[２８]:低秩和稀疏分解的鲁棒多视角谱聚类.它

使用马尔可夫链对多视角低秩转移概率矩阵进行聚类.

２)DiMSC[８]:多样性诱导的多视角子空间聚类.引入

HSIC来增强不同视角之间的多样性.

２４１ ComputerScience 计算机科学 Vol．５２,No．４,Apr．２０２５



３)LMSC[１９]:潜在多视角子空间聚类.从多个角度探索

潜在的一致信息.

４)CSMSC[２０]:一致和特定的多视角子空间聚类.分别利

用核范数和L２范数约束一致性表示和特定表示,挖掘多视角

数据的一致性和互补性.

５)DSSＧMSC[２９]:对偶共享特定的多视角子空间聚类.通

过对偶学习框架学习共享的特定信息.

６)BWSC[３０]:基于混合粒子群优化的双层加权多视图聚

类.使用裸粒子群优化来搜索聚类质心.

７)TM２vC[３１]:基于SchattenＧp范数的张量多线性多视图

聚类.使用三阶张量来捕捉多元数据之间的高阶关系,并使

用加权SchattenＧp范数来区分不同的奇异值.

４．３　评价准则

为了验证算法的有效性,采用归一化互信息(Normalized

MutualInformation,NMI)、正确率(Accuracy,ACC)、调整兰

德指数(AdjustedRandindex,AR)和F分数(FＧscore)这４个

指标进行综合评价.这些评价指标的值越大,代表模型的聚

类结果越好.

使用 NMI评估聚类结果与真实数据标签的一致性.用

变量U 和V 分别表示聚类结果和真实标签,则 NMI定义为:

NMI(U,V)＝ ２×I(U,V)
H(U)＋H(V)

其中,H(U)和 H(V)分别是变量U 和V 的熵,I(U,V)是变

量U 和V 之间的互信息.NMI的取值范围为０~１.

使用 ACC评估样本被正确分类的准确度,定义为:

ACC＝１
n ∑

n

i＝１
δ(gi,map(ci))

其中,n是样本总数;gi和ci分别代表实际的样本标签和聚类

的样本标签;δ(􀅰)是一个判别函数.map是一个映射函数,

将聚类之后得到的标签映射到实际标签空间中.如果gi＝

map(ci),则值为１,否则为０.ACC的取值范围为０~１.

ARI来自于兰德指数 RI.用变量U 和V 分别表示聚类

结果和真实标签;a表示在U 和V 中都是同类别的元素对

数;b表示在U 和V 中都是不同类别的元素的对数,n表示样

本个数;C２
n 是组合数,表示从样本中不重复取两个样本的总

对数.RI表示为:

RI＝a＋b
C２

n

根据 RI,AR评估样本对是否被正确分类到同一类别,定

义为:

AR＝ RI－E(RI)
max(RI)－E(RI)

AR的取值范围为－１~１.

FＧscore来自于精确率(Precision,P)和召回率(Recall,

R).P表示在聚类结果中样本符合真实标签的概率,R表示

在真实标签中样本符合聚类结果的概率.根据 P和 R,FＧ

score定义为:

Fα＝(１＋α２) P＋R
α２∗P＋R

本文中使用F１Ｇscore,取值范围为０~１.

在CBDEＧMSC中,有３个参数来平衡目标函数.λC,λD,

λG 分别用于调整一致性约束项、特定视角光滑项和限定性约

束项.对于参数的调整,首先采用网格搜索策略在{０．００１,

０．００５,０．０１,０．０５,０．１,０．５,１,５,１０}范围内选择参数,然后通

过实验结果缩小参数范围并继续该策略,最后手动微调参数

获得最佳性能.在比较算法的过程中,使用相应论文的结果

或根据经验调整参数达到最优结果.将 CBDEＧMSC和被比

较算法运行３０次,然后记录这３０次结果的平均值.本 文 的

实 验 环 境 为 MicrosoftWindows１１,处理器为 AMD R５Ｇ

５６００H,内存容量１６GB,所有算法采用 MATLABR２０１８b编

程实现.

４．４　聚类结果分析

使用４个评价指标将实验结果与所选择的聚类算法的结

果进行比较.表１－表４记录了４个数据集上的聚类性能,

其中加粗的值代表最佳结果.

表１　不同算法在 Yale数据集的聚类结果

Table１　ClusteringresultsofdifferentalgorithmsonYale

Method NMI ACC AR FＧscore
SSCbest ０．７１１ ０．６７３ ０．４７７ ０．５１１
LRRbest ０．７２２ ０．７０６ ０．５４０ ０．５６９
S３Cbest ０．７１６ ０．６７９ ０．４９２ ０．５２５
RMSC ０．６８４ ０．６４２ ０．４８５ ０．５１７
DiMSC ０．７２７ ０．７０９ ０．５３５ ０．５６４
LMSC ０．７５４ ０．７６８ ０．６５９ ０．６４９
CSMSC ０．７８４ ０．７５２ ０．６１５ ０．６４０

DSSＧMSC ０．７７９ ０．７８２ ０．６０１ ０．６１３
BWSC ０．６７２ ０．６７６ ０．５１９ ０．５２１
TM２vC ０．７９０ ０．７８７ ０．６６１ ０．６５０
Ours ０．７８２ ０．７８９ ０．６５０ ０．６５２

表２　不同算法在 YaleB数据集的聚类结果

Table２　ClusteringresultsofdifferentalgorithmsonYaleB

Method NMI ACC AR FＧscore
SSCbest ０．５３４ ０．５８７ ０．４３０ ０．４８７
LRRbest ０．６２５ ０．６１５ ０．４５１ ０．５０８
S３Cbest ０．５４２ ０．３９１ ０．４１５ ０．４９２
RMSC ０．１５７ ０．２１０ ０．０６０ ０．１５５
DiMSC ０．６３５ ０．６１５ ０．４５３ ０．５０４
LMSC ０．７１５ ０．７３６ ０．５７８ ０．６１８
CSMSC ０．６２９ ０．６１５ ０．４４１ ０．５００

DSSＧMSC ０．５２６ ０．５２７ ０．２５９ ０．３４５
BWSC ０．６１２ ０．６３２ ０．４７４ ０．５１３
TM２vC ０．７３２ ０．７３３ ０．５７７ ０．６１７
Ours ０．７１７ ０．７４２ ０．５８６ ０．６２２

表３　不同算法在３Sources数据集的聚类结果

Table３　Clusteringresultsofdifferentalgorithmson３Sources

Method NMI ACC AR FＧscore

SSCbest ０．４７１ ０．５５０ ０．３２８ ０．４８１

LRRbest ０．５３１ ０．５６２ ０．４６３ ０．５８３

S３Cbest ０．６１８ ０．６６９ ０．５０８ ０．６２０

RMSC ０．５２１ ０．５６４ ０．３３１ ０．５３１

DiMSC ０．７２８ ０．７９２ ０．６６９ ０．７５０

LMSC ０．６７６ ０．７３４ ０．５７９ ０．６６９

CSMSC ０．７２３ ０．７９３ ０．６６２ ０．７４２

DSSＧMSC ０．６４８ ０．７３３ ０．６３１ ０．７１９
BWSC ０．６２２ ０．６２０ ０．５９７ ０．６５３
TM２vC ０．７２８ ０．７８８ ０．７０５ ０．７６４
Ours ０．７３５ ０．７９７ ０．７１２ ０．７７７
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表４　不同算法在Caltech１０１Ｇ２０数据集的聚类结果

Table４　ClusteringresultsofdifferentalgorithmsonCaltech１０１Ｇ２０

Method NMI ACC AR FＧscore
SSCbest ０．５９２ ０．５３０ ０．４２４ ０．４９０
LRRbest ０．６０２ ０．４８７ ０．３８２ ０．４４９
S３Cbest ０．５４４ ０．４６６ ０．３７４ ０．４１７
RMSC ０．５８０ ０．４１２ ０．３００ ０．３５７
DiMSC ０．５５７ ０．３８１ ０．２７９ ０．３３８
LMSC ０．６５１ ０．４５７ ０．３２８ ０．３８６
CSMSC ０．６６３ ０．４５８ ０．３４５ ０．４０１

DSSＧMSC ０．６７６ ０．５６３ ０．４６４ ０．５２１
BWSC ０．５７８ ０．４６１ ０．３６４ ０．４２３
TM２vC ０．６８５ ０．５６９ ０．４７２ ０．５２８
Ours ０．６９７ ０．５７９ ０．４７８ ０．５３３

由表１中的数据可以看出,在 Yale数据集上,CBDEＧMSC
的结果与TM２vC的结果相当;与CSMSC相比,CBDEＧMSC的

NMI略低,但 ACC,AR和 FＧscore这３个指标比分别提升了

０．０３７,０．０３５和０．０１２.表２的数据显示出在 YaleB数据集上,

CBDEＧMSC与 TM２vC各有优劣;相比于 CSMSC,CBDEＧMSC
的 NMI,ACC,AR和 FＧscore分别提升了０．０８８,０．１２７,０．１４５
和０．１２２.表３列出了CBDEＧMSC和其他对比方法在３Sources
数据集上的聚类结果.CBDEＧMSC的结果略好于 TM２vC;相

比于CSMSC,CBDEＧMSC的 NMI,ACC,AR和FＧscore指标分

别提升了０．０１２,０．００４,０．０５和０．０３５;与启发式方法BWSC相

比,CBDEＧMSC的NMI,ACC,AR和FＧscore分别提升了０．１１３,

０．１７７,０．１１５和０．１２４.表４显示出在Caltech１０１Ｇ２０这个数据

集上,CBDEＧMSC的聚类结果比 TM２vC方法有优势;相比于

TM２vC,CBDEＧMSC的 NMI,ACC,AR和 FＧscore分别提升了

０．０１２,０．０１０,０．００６和０．００５.

综合表１－表４,相比于单视角方法,多视角方法由于提

取了多视角信息,极大地提高了聚类效果;同时考虑多视角数

据的一致性和互补性的方法 CSMSC和 CBDEＧMSC与其他

方法的比较表明,保留多个视角的一致信息和互补信息,能够

提高子空间学习中表示矩阵的聚类表现;与 CSMSC 相比,

CBDEＧMSC４个指标的结果总体有较大提升.这表明块对角

正则项的引入和系数矩阵的近似块对角能够更好地发掘表示

矩阵的块对角结构,使表示矩阵更自然地与聚类类别相对应;

额外添加的限定性约束也提高了特定项的差异性,从而提高

了算法的聚类效果.

除了测试不同算法在不同数据集上的聚类结果之外,还

研究了多视角数据的视角数目与聚类结果之间的关系.由于

单视角情况下,限定性约束不合理,因此只对不同视角的组合

进行了对比实验.以３Sources数据集为例,４种组合的结果

如表５所列.可以看到,不同视角的组合的聚类结果均不及

３个视角整体的聚类结果,这反映了多视角数据集的互补性,

每个视角提供必要的信息,不同的视角相互补充,从多个视角

获取数据能够得到更好的聚类结果.

表５　在３Sources数据集上比较多视角聚类的性能

Table５　Multipleviewsclusteringresultson３Sources

View NMI ACC AR FＧscore
View１＋View２ ０．５５６ ０．６７３ ０．５１３ ０．６３０
View２＋View３ ０．５３１ ０．６０８ ０．４３１ ０．５６８
View１＋View３ ０．６３１ ０．７０７ ０．５３５ ０．６３６

AllViews ０．７３５ ０．７９７ ０．７１２ ０．７７７

４．５　灵敏度分析

在３Sources数据集上记录了不同参数的运行结果,每个

结果为算法运行３０次结果的平均值,图６和图７分析了３个

参数对聚类性能的影响.给定λC,λD 和λG 的调整范围为

{０．００１,０．００５,０．０１,０．０５,０．１,０．５,１,５,１０}.在图６中,固

定λG＝３,记录λC 和λD 的变化对聚类结果的影响.对于参数

λD,较小或较大的参数值都不会带来较好的结果,当λD 处于

０．５左右时结果较好.当λD ＝０．５,参数λC 在０．０１~０．１范

围时,聚类结果达到了峰值.无论是固定参数λC 还是参数

λD,聚类结果都有比较大的浮动,这表示对于多视角聚类,挖

掘多视角数据中的一致信息和互补信息都是非常重要的.在

图７中,固定λC＝０．０７和λD ＝０．５,记录λG 的变化对聚类结

果的影响.可以看到,λG 在０．５附近时,聚类结果最好.在

缩小３个参数的范围后,继续在此范围内做同样的实验,最后

得到最好结果.

(a)ACC (b)NMI

(c)FＧsocre (d)AR

图６　不同λC 和λD 在３Sources数据集上的聚类性能

Fig．６　ClusteringperformanceofdifferentλCandλDon

３Sourcesdataset

图７　不同λG 在３Sources数据集上的聚类性能

Fig．７　ClusteringperformanceofdifferentλGon３Sourcesdataset

４．６　消融分析

为了评估CBDEＧMSC中各个约束对聚类结果的影响,依

次移除其中的一个参数.λC,λD,λG 分别是块对角约束项、光

滑项和限定性约束项.实验记录在去除每个参数后聚类结果
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的变化 情 况,确 定 这 些 约 束 是 否 能 够 提 升 聚 类 效 果.在

３Sources数据集上进行消融实验的结果如表６所列.

表６　在３Sources数据集上的消融实验结果

Table６　Ablationexperimentresulton３Sourcesdataset

Parameters NMI ACC AR FＧscore
λC,λD ０．６８０ ０．７５３ ０．６６８ ０．７４５
λC,λG ０．６３２ ０．７５８ ０．５７６ ０．６７５
λD,λG ０．５６０ ０．７０７ ０．５１９ ０．６２３

Allparameters ０．７３５ ０．７９７ ０．７１２ ０．７７７

表６结果显示出缺失了λC,聚类结果下降明显,这表示

应该充分挖掘多视角数据的一致信息,而且块对角约束的添

加极大地改善了聚类结果.如果缺少了λD 所在的光滑项,结

果也有所下降,说明光滑项在目标函数中也是起作用的.限

定性约束的引入,也能比较好地提升聚类结果,这表示挖掘互

补信息是有效的,同时限定性约束能够使得各视角互补.

结束语　为了使表示矩阵直接服从块对角结构,本文提

出了CBDEＧMSC算法.将子空间表示矩阵分解为一致自表

示矩阵和特定自表示矩阵,探索数据的一致性和互补性;通过

块对角约束使一致自表示矩阵具有近似的块对角结构;在视

角特定自表示矩阵上施加限定性约束和矩阵 F范数约束,挖

掘不同视角之间的共享信息并且防止过拟合.在表示矩阵的

求解优化过程中,采用交替方向乘子法(ADMM)优化目标函

数.与３种单视角方法和７种多视角方法的比较实验,验证

了该算法的有效性.
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