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基于强连通分量的最短环计数索引

杨　迎 周军锋 杜　明

东华大学计算机科学与技术学院　上海２０１６００
　(２２１２６２３＠mail．dhu．edu．cn)

　
摘　要　最短环计数是图分析的一种基本模式.经过某个顶点的最短环计数指经过该顶点且长度最短的环的数目.在现实生

活中,最短环计数应用十分广泛,如欺诈交易检测、罪犯预筛选以及文件共享优化等.针对现有方法索引空间较大、查询效率较

低等问题,研究如何在原始图上构建最短环计数索引,提出了一种针对最短环计数且无需进行图转换操作的STC索引(Trough

ShortestCycleCountingIndex).该索引根据最短环的特征对其进行分类,针对不同类型的最短环分别构建不同的索引信息,

能够直接基于原始图构造索引,并且在保证索引规模不扩大、索引构造时间不增加的前提下,进一步提升查询效率.此外,根据

环与强连通分量的特殊关系,提出了基于强连通分量的索引策略,通过在强连通分量内部构造最短环计数索引,可以进一步提

升索引构造效率,有效减小索引规模,提升查询效率.在１０个真实数据集上进行了实验.实验结果验证了所提出的STC索引

的高效性,以及基于强连通分量的策略可以有效减小索引空间,提升索引构造以及查询效率.

关键词:图分析;最短环;最短环计数;２Ｇhop索引;强连通分量
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IndexforCountingtheShortestCycleBasedonStronglyConnectedComponents
YANGYing,ZHOUJunfengandDU Ming
SchoolofComputerScienceandTechnology,DonghuaUniversity,Shanghai２０１６００,China

　

Abstract　Theshortestcyclecountingisabasicpatternofgraphanalysis．Theshortestcyclecountingthroughacertainvertex

referstothenumberofshortestcyclespassingthroughthevertex．Inreallife,theshortestcyclecountinghasawiderangeofapＧ

plications,suchasfraudulenttransactiondetection,criminalpreＧscreening,andfilesharingoptimization．InresponsetotheprobＧ

lemsoflargeindexingspaceandlowqueryefficiencyofexistingmethods,thispaperstudiestheconstructionofshortestcycle

countingindexingontheoriginalgraph,andproposesatroughshortestcyclecountingindex(STCindex)thatdoesnotrequire

graphtransformationoperations．Theindexclassifiestheshortestcyclesaccordingtotheircharacteristics,constructsdifferentinＧ

dexinginformationfordifferenttypesofshortestcycles,andcandirectlyconstructindexesbasedontheoriginalgraph,andfurＧ

therimprovequeryefficiencywhileensuringthattheindexingsizedoesnotexpandandtheindexingconstructiontimedoesnot

increase．Inaddition,basedonthespecialrelationshipbetweencyclesandstronglyconnectedcomponents,thispaperproposesan

indexingstrategybasedonstronglyconnectedcomponents．ByconstructingshortestcyclecountingindexingwithinstronglyconＧ

nectedcomponents,itcanfurtherimprovetheefficiencyofindexingconstruction,effectivelyreducetheindexsize,andimprove

queryefficiency．Experimentson１０realdatasetsverifytheefficiencyoftheproposedSTCindexandthestrategybasedon

stronglyconnectedcomponents,whichcaneffectivelyreducetheindexingspaceandimprovetheefficiencyofindexingconstrucＧ

tionandquerying．

Keywords　Graphanalysis,Shortestcycle,Shortestcyclecounting,２Ｇhopindex,Stronglyconnectedcomponents

　

１　引言

随着信息技术的飞速发展,越来越多的应用领域以图的

形式来对现实世界中实体之间的复杂关系进行建模和表

示[１].对社交网络、电子商务网络以及电子支付网络等动态

变化的大型网络进行分析,有助于深入了解底层实体之间的

复杂交互情况[２Ｇ６].最短环计数是图分析的重要基础.经过

某个顶点的最短环计数指经过该顶点且长度最短的环的数

目.最短环计数在现实生活中应用十分广泛.在交易网络

中,最短环计数可用于欺诈交易检测,有效发现潜在的欺诈群

体[７Ｇ１０].通过顶点的最短环数量越多,个人参与洗钱活动的

可能性就越大,对违规洗钱的人的预筛选标准就包括其所在



的最短环数目[７,１１].在点对点文件共享网络[１２]中,最短环计

数可以优化文件共享效率.具体来说,网络中的顶点代表主

机,而边表示主机之间的交互.对于文件请求或传输来说,通

过主机的文件共享回路标志着文件共享活动的结束.通常,

该操作会选择跳数最少的有效路由.如果经过主机的最短环

较长且较多,则可能需要代理服务器来降低传输成本.文献

[１３]介绍了P２P文件共享的索引服务器优化问题,将具有大

量最短环的机器作为首选服务器.

现有的用于求解最短环计数问题的方法主要分为３类:

１)基于直接搜索遍历的算法,如BFS,BIＧBFS算法;２)运用现

有的最短路径计数算法来求解最短环计数问题,将一个最短

环计数问题转化为多个最短路径求解问题[１４Ｇ１７];３)Feng等提

出的专门回答最短环计数的算法 CSC[１],该算法的主要思想

是构建原始图对应的转换图,并在转换图上构建基于最短路

径计数的２Ｇhop索引来加快最短环计数的求解速度.给定查

询顶点u,经过u的最短环数目可通过检查u 的出顶点标签

和u的入顶点标签来确定二者之间的最短路径数目,该数目

即为经过u的最短环计数.该过程只需要执行一次基于２Ｇ

hop索引的查询操作,因此该算法相较于前两类算法查询效

率较高.然而,该算法需要提前对原始图进行图转换操作,并

且在索引构造过程中需要对２∗n个顶点构造索引,其中n为

原始图的顶点数目,因此在索引构造过程中对内存要求更高.

此外,现有算法不论是基于直接搜索遍历的算法还是基于构

建索引的算法,都是在全图上进行操作的,都会面临索引构造

时间长、索引空间开销大、查询时间过长等诸多问题.因此,

构建一个规模更小且构造和查询过程更为高效的索引十分

必要.

本文对最短环计数查询问题进行研究,提出了更为高效

的索引解决方案.具体贡献如下:

１)提出了针对最短环计数的STC索引,该索引根据最短

环的特征将其进行分类,针对不同类型的最短环分别构建不

同的索引信息,能够直接基于原始图构造索引,并且在保证索

引规模不扩大、索引构造时间不增加的前提下,进一步提升查

询效率.

２)提出了基于强连通分量的索引策略,该策略根据环和

强连通分量的特殊关系,在强连通分量内部构造最短环计数

索引,可以进一步提升索引构造效率,有效减小索引规模,提

升查询效率.

３)在１０个真实数据集上了进行实验,结果表明,与现有

方法相比,本文方法的索引规模更小,索引构造和查询效率

更高.

２　背景知识和相关工作

２．１　背景知识

给定有向图G(V,E),其中V 表示图G 的顶点集,E⊆

V×V表示图G 的边集,n表示图G 的顶点数目,m 表示图G
的边数.e＝‹u,v›表示从顶点u到顶点v 的一条有向边.对

∀u∈V,定义in(u)＝{v|‹v,u›∈E}为顶点u的入邻居顶点

集或前驱顶点集,out(u)＝{v|‹u,v›∈E}为顶点u的出邻居

顶点集或后继顶点集.定义顶点u的入度为该顶点的入邻居

顶点集大小,即|in(u)|,出度为该顶点的出邻居顶点集大小,

即|out(u)|.按照度数对图G 中的顶点降序排序,得到总体

排序O.当两个顶点度数相等时,则根据顶点ID 确定一个全

局唯一的顺序.在后续讨论中,若顶点u的排序高于顶点v,

则u位于v的左边,用u＜v表示.定义从顶点u出发到顶点

v的一条有向路径为p(u,v)＝‹u＝v０,v１,􀆺,vk－１,vk＝v›,

p(u,v)的长度等于该路径中边的数目.若一条路径上途经

的所有顶点均不重复,则称该路径为简单路径.对于顶点u
到顶点v的一条路径p(u,v),若端点u或v 为该路径上排序

最高的顶点,则称该路径为槽路径.如果顶点u到顶点v 之

间的一条路径p(u,v)的长度小于等于顶点u和v 之间任何

其他路径的长度,则称路径p(u,v)为顶点u和v 之间的一条

最短路径,用sp(u,v)表示,长度记为sd(u,v).若最短路径

p(u,v)为槽路径,则称该路径为槽最短路径.SP(u,v)表示

顶点u和v之间所有最短路径的集合;SPCnt(u,v)表示顶点

u和v之间最短路径的数量,即SPCnt(u,v)＝|SP(u,v)|.

对于有向图G,若G中存在一条以u为起点、以v为终点的有

向路径,并且存在一条以v为起点、以v为终点的有向路径,

则顶点u和v是强连通的.如果有向图G的任意两个顶点都

具有强连通性,则称G是一个强连通图.有向图的极大强连

通子 图 称 为 强 连 通 分 量 (StronglyConnectedComponent,

SCC).

环(Cycle)是起始点和结束点相同的非空路径.环的长

度等于环中边的数目.cv表示经过顶点v 的环,长度为记为

len(v).只有起始顶点和结束顶点相同的简单路径被称为简

单环.如果通过顶点v的某个环,其长度不大于通过v的任

何其他环的长度,则称其为顶点v 的一条最短环(Shortest

Cycle,SC).通过顶点v的最短环数目记为SCCnt(v).表１
列出了后文中涉及的常用符号.

问题定义:给定有向图G和任意顶点v,返回v的最短环

计数SCCnt(v).

表１　本文所用的符号及其意义

Table１　Symbolsinthispaperandtheirmeanings

符号 意义

G＝(V,E) 顶点集为V、边集为E 的有向图G
sp(u,v) 顶点u到顶点v 之间的一条最短路径

sd(u,v) 顶点u到顶点v 之间的最短距离

SP(u,v) 顶点u到顶点v 之间的所有最短路径的集合

SPCnt(u,v) 顶点u到顶点v 之间的最短路径的数量

SCCnt(u) 经过顶点u的最短环的数量

２．２　相关工作

２．２．１　最短环计数

现有方法中,最短环计数问题是基于最短路径计数问题

进行求解的.根据最短路径计数算法的应用场景,可以将最

短环计数的方法分为两类:一类是基于原始图的最短路径计

数问题进行求解;另一类是基于转换图的最短路径计数问题

进行求解.下面分别进行讨论.

１)该类方法[１４Ｇ１７]直接在原始图上构建基于最短路径计

数的２Ｇhop索引,将一个最短环计数查询问题转化为多个最

短路径计数查询问题.

２)该类方法[１]是在转换图上构建基于最短路径计数的２Ｇ
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hop索引,对于一个最短环计数查询问题只需要进行一次最

短路径计数查询操作,因此相较于第一类算法其查询效率更

高.该方法的具体操作是:首先将原图中的所有顶点一分为

二,一个顶点(入顶点)连接入邻居,另一个顶点(出顶点)连接

出邻居,同时在这两个顶点之间添加一条边.以此构造原图

对应的转换图.然后,在转换图上构建针对最短路径计数的

２Ｇhop索引.给定查询点u,通过检查u的出顶点标签和u 的

入顶点标签来确定二者之间的最短路径长度d 以及数目c,

则经过顶点u的最短环长度为(d＋１)/２,计数为c.可以看

出,该过程只需要执行一次最短路径查询操作,即可获得最短

环计数,因而查询效率较高.然而,由于图转换操作将图的规

模几乎扩大为原来的两倍,因此在索引构建过程中对内存空

间的要求更高.

２．２．２　最短路径计数

现有方法关于最短路径计数问题的求解都是基于２Ｇhop
索引策略.文献[１４]提出了精确最短路径覆盖约束(ESPC),

可以覆盖任意两点之间的最短路径,保证准确计算出最短路

径的数量,并且提出了在无向图上计算最短路径数量的 HPＧ

SPC算法.为了解决 HPＧSPC算法索引空间大、构建时间长

等问题,文献[１５]提出了基于树状索引回答最短路径计数的

算法,该算法可以根据用户给定的参数d将图分解为稀疏连

通的树部分和密集连通的核心部分,并分别构建树状索引和

类似于 HPＧSPC的索引结构.为了解决 HPＧSPC算法索引构

建时间长的问题,文献[１６]提出了支持并行的最短路径计数

算法PSPC;文献[１７]提出了在无向图上支持动态维护最短

路径计数算法 DSPC,该算法通过只定位受影响的顶点来支

持高效的增边和删边操作.

上述方法都可以用来求解最短环计数问题,即可以采取

上述第一类方法的主要思想,也可以采用第二类方法的主要

思想.若采用第一类方法的主要思想,则只需要在原始图上

构建基于最短路径计数的２Ｇhop索引.这种情况下,一个最

短环计数查询需转化为多个最短路径计数查询问题,因此查

询效率较低.若采用第二类方法的主要思想,则首先需要将

原始图进行转换,在转换图上构建基于最短路径计数的２Ｇ

hop索引.由于图转换操作使得图的规模变大,从而在索引

构建过程中对内存空间要求更高,因此,建立既能满足高效查

询,又能够保证高效构建的索引至关重要.

３　基于强连通分量的STC索引策略

本章介绍一种新的用于最短环计数的索引———STC索

引.该索引能够在原始图上高效构建,避免了 CSC算法的图

转换操作.相比CSC算法,STC的索引空间更小,索引构建

时间更短,并且仍然保持高效的查询效率.

３．１　STC索引策略

虽然文献[１４]中提出了精确最短路径覆盖约束,并且提

出了用于回答最短路径计数的索引 HPＧSPC,但该索引在用

于回答最短环计数时,可能存在丢解的问题.

例１　对图１中G１的顶点按照度数降序排序,得到顶点

排序为v０＜v１＜v２＜v３＜v４＜v５＜v６＜v７＜v８＜v９.对该图

构造 HPＧSPC索引,对应于表２中的中间两列.该索引为图

G１中的每个顶点v赋予一对标签,分别为Lin[v]和Lout[v].

其标签项是由形如(h,sd(h,v),σh,v)的三元组构成,其中顶点

h是v的hub顶点,sd(h,v)和σh,v分别表示顶点h 和v 之间

的槽最短路径长度和计数.Lin[v]标签记录其hub顶点到v
的最短路径距离和计数信息,Lout[v]标签记录顶点v到其

hub顶点的最短路径距离和计数信息.当计算经过顶点v１的

最短环计数时,使用式(１)搜索Lin[v１]和Lout[v１]标签中除自

身之外经过公共顶点的标签项,即Lin[v１]＝{(０,１,１)}和Lout

[v１]＝{(０,４,２)},通过入标签项(０,１,１)和出标签项(０,４,２)

得到经过v１的最短环长度为１＋４＝５,数量为１∗２＝２,仅能

覆盖两个最短环,分别为c１＝‹v１,v７,v２,v３,v０,v１›,c２＝‹v１,

v７,v２,v４,v０,v１›.但是实际上经过顶点v１的最短环有３个,

长度为５.也就是说,并没有将环c３＝‹v１,v７,v２,v３,v６,v１›

计算在内.

图１　有向图G１

Fig．１　DirectedgraphG１

表２　图１的STC索引

Table２　STCindexofFig．１

v Lin[v] Lout[v] LSTC[v]

０ (v０,０,１) (v０,０,１) (５,２)

１ (v０,１,１)(v１０,１) (v０,４,２)(v１０,１) (５,１)

２ (v０,３,１)(v１,２,１)(v２,０,１)
(v０,２,２)(v１,３,１)
(v２,０,１)

(∞,０)

３
(v０,４,１)(v１,３,１)(v２,１,１)
(v３,０,１)

(v０,１,１)(v１,２,１)
(v３,０,１)

(∞,０)

４
(v０,４,１)(v１,３,１)(v２,１,１)
(v４,０,１)

(v０,１,１)(v４,０,１) (∞,０)

５
(v０,５,１)(v１,４,１)(v２,２,１)
(v４,１,１)(v５,０,１)

(v０,１,１)(v５,０,１) (∞,０)

６
(v０,５,１)(v１,４,１)(v２,２,１)
(v３,１,１)(v６,０,１)

(v０,５,２)(v１,１,１)
(v６,０,１)

(∞,０)

７ (v０,２,１)(v１,１,１)(v７,０,１)
(v０,３,２)(v１,４,１)
(v２,１,１)(v７,０,１)

(∞,０)

８
(v０,６,１)(v１,５,１)(v２,３,１)
(v４,２,１)(v５,１,１)(v８,０,１)

(v０,６,２)(v１,２,１)
(v８,０,１)

(∞,０)

９

(v０,７,１)(v１,６,１)(v２,４,１)
(v４,３,１)(v５,２,１)(v８,１,１)
(v９,０,１)

(v０,５,２)(v１,１,１)
(v９,０,１)

(∞,０)

造成以上问题的原因在于:环中顶点v１恰好为该环上排

序最高的顶点,即hub顶点.若考虑将顶点v１自身作为hub
顶点,则通过式(１)和式(２)计算得到的最短环长度和计数均

为０;若不考虑将v１自身作为hub顶点,因为不存在其他hub
顶点 w能够表示该环,因此无法覆盖该环.对于 HPＧSPC标

签来说,如果路径的起点和终点相同,路径长度即为０,计数

也为０.但是对于环来说却并非如此.因此用于最短路径计

数的 HPＧSPC索引并不能完全覆盖所有的最短环,故无法直

接用于最短环计数问题.

H＝{h| argmin
h∈Lout(u)∩Lin(u),h≠u

{sd(u,h)＋sd(h,u)} (１)

NSCCnt(u)＝ ∑
h∈H

σ(u,h)􀅰σ(h,u) (２)
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针对上述问题,本文给出两种不同类型的环定义.

定义１(槽环)　给定某个顶点u∈G,存在一个经过顶点

u的环c＝‹u,w１,w２,􀆺,wk,u›.若该环上其余顶点的排序

均低于顶点u,即对任意i∈[１,k],u＜wi,则称该环为经过顶

点u的槽环(TroughCycle,TC).

定义２(槽最短环)　给定某个顶点u∈G,若存在一个经

过顶点u的槽环且该槽环是该顶点的最短环,则称该环为经

过顶点u的槽最短环(TroughShortestCycle,TSC).

例２　继续例１的讨论.对于图１来说,经过顶点v１的

环有５个,分别为c１＝‹v１,v７,v２,v４,v０,v１›,c２＝‹v１,v７,v２,

v３,v０,v１›,c３＝‹v１,v７,v２,v４,v５,v０,v１›,c４＝‹v１,v７,v２,v３,

v６,v１›,c５＝‹v１,v７,v２,v４,v５,v８,v９,v１›.根据例１可知,v０

排序高于v１,因此环c１,c２以及c３是非槽环.因为v１是环c４

和c５上排序最高的顶点,所以c４和c５是槽环.结合环的长度

来看,因为len(c１)＝len(c２)＝len(c４)＝５,len(c３)＝６,len(c５)＝

７,所以c１,c２和c４为经过顶点v１的最短环,其中c１和c２是经过

v１的非槽最短环,而c４为经过v１的槽最短环.

假设经过顶点u所在环上的顶点集为S,S 中除顶点u
之外排序最高的顶点为w.如果顶点w 的排序高于顶点u,

即w＜u,则该环为非槽环;反之,如果顶点 w 的排序低于顶

点u,则表明该环上除u之外的所有顶点的排序均小于u,即
该环为槽环.由此可以发现,对于任意顶点u,经过u的(最

短)环只有两种,分别为槽(最短)环和非槽(最短)环.因此,

若要计算经过某个顶点的最短环数量,则必须计算经过该顶

点上的槽最短环数量和非槽最短环数量的总和,以此保证计

数的正确性.

对于一个经过顶点u的非槽环cu,该环上的顶点集为S,

即u∈ .根据对非槽环的定义可知,该环上一定存在至少１
个排序高于顶点u的顶点w,其中 w∈S.假设顶点 w 为该

环上排序最高的顶点,即w＜u,那么顶点w 将该环拆分为两

条路径,分别为路径p１＝‹u,􀆺,w›和路径p２＝‹w,􀆺,u›,即

cu＝p１⊕p２.假设路径p１和p２上经过的顶点集分别为S１,

S２,因为w 是S 中排序最高的顶点,且S１∪S２＝S,所以w 也

分别是S１和S２中排序最高的点.根据槽路径的定义可知,因

为w 为p１和p２路径上排序最高的顶点,所以p１和p２均为槽

路径.因此,对于任意一个非槽最短环,一定是由两个槽最短

路径拼接而成.

基于上述发现,本文提出一种新的基于２Ｇhop的最短环

计数索引———STC索引.该索引可以保证覆盖所有的槽最

短环,从而覆盖经过给定顶点的所有最短环,正确回答经过给

定顶点的最短环计数问题.图１中G１对应的STC索引如表

２所列,该索引共分为３部分,分别为Lin标签、Lout标签以及

LSTC标签,对应于表２中的第２－４列.其中Lin标签和Lout标

签可以精确覆盖所有的非槽最短环,而LSTC标签可以精确覆

盖所有的槽最短环.LSTC标签由形为(dstc,cstc)的二元组组

成,其中dstc和cstc分别表示经过顶点v的最短槽环长度和

数目.

例３　继续例１的讨论,经过顶点v１的最短环共有３个,

长度为５.其中,Lin[v１]标签和Lout[v１]标签可以覆盖c１＝
‹v１,v７,v２,v３,v０,v１›和c２＝‹v１,v７,v２,v４,v０,v１›两个非槽最

短环,LSTC[v１]标签可以覆盖槽最短环c３＝‹v１,v７,v２,v３,v６,

v１›.

３．２　基于强连通分量的STC索引策略

根据强联通分量的定义可知,强连通分量实际上是由若

干个环组成.根据这一特性,有如下结论.

定理１　对于任意顶点u∈V,经过顶点u的所有环上的

顶点一定与顶点u处于同一个强连通分量中.

证明:假设顶点u所在的强连通分量编号为Scc_id[u],

并且顶点v存在经过该顶点的环,环上的其余顶点集为 W.

假设存在一个v所在环上的顶点t,即t∈W,但是顶点t与v
不属于同一个强连通分量,即Scc_id[t]≠Scc_id[v].由于

顶点t在顶点v所在的环上,根据环的定义,则存在两条路径

p１＝‹v,􀆺,t›和p２＝‹t,􀆺,v›.根据强连通性的定义,说明

顶点v和顶点t是强连通的,处于同一个强连通分量中,即

Scc_id[t]＝Scc_id[v],与假设矛盾.因此对于任意顶点v,

经过v的所有环上的点一定与v 处于同一个强连通分量中.

证毕.

定理２　对于任意的顶点v,若对v构造索引的过程中只

在v所在的强连通分量中进行BFS搜索,则最终得到的标签

仍然满足最短环计数的正确性.

证明:对于最短环计数的索引,其本质上是最短路径的２Ｇ

hop标签,因此,对于最短环计数问题的求解方法也是基于最

短路径计数的求解方法.对于任意的顶点v,经过v的最短

环可以分为两类:第一类是该环上存在一个顶点w 的排序高

于该环上其余顶点;第二类是v即为该环上排序最高的顶点.

下文将对两类情况分别加以证明.

关于第一类情况,假设存在一个顶点 w 既在v 的Lin标

签中,又在Lout标签中,且w 不处于v 所在的强连通分量中,

即Scc_id[w]≠Scc_id[v].因为 w 既在v 的Lin标签中,又

在Lout标签中,所以存在两条最短路径p１＝‹v,􀆺,w›和p２＝
‹w,􀆺,v›,二者拼接形成环.因此根据定理１,w 与v 处于同

一个强连通分量中,即Scc_id[w]＝Scc_id[v],与假设矛盾.

若w 仅在v的Lin或Lout标签中,则根据v的标签无法查询到

由‹v,􀆺,w›和‹w,􀆺,v›两条最短路径拼接而成的环.所以

从v的标签中删除w 并不影响最短环计数的正确性.因此,

若w 在v所在的强连通分量之外,则在索引构建过程中无需

将w 加入v的标签中,即从w 开始BFS搜索时,只需搜索w
所在的强连通分量的顶点即可.

关于第二类情况,v即为该环上排序最高的顶点,所以对

于该环上v的前驱顶点t１,其Lin和Lout标签均存在v.因此

存在最短路径‹v,􀆺,t１›和‹t１,v›,二者拼接形成环.假设存

在顶点t２是v的入邻居顶点,且Scc_id[t２]≠Scc_id[v],v在

t２的Lout标签(Lin标签)中,那么v不可能也在t２的Lin标签

(Lout标签)中,否则就会存在两条最短路径‹v,􀆺,t２›和‹t２,

v›,二者拼接形成环.根据定理１,t２与v处于同一个强连通

分量中,即Scc_id[t２]＝Scc_id[v],与假设矛盾.因此,若t２

在v所在的强连通分量之外,在索引构建过程中无需将v加

入t２的标签中,即从v开始BFS搜索时,只需搜索v所在的强

连通分量的顶点即可.证毕.

因此,由定理１和定理２可知,为了更高效地构建索引,
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只需在强连通分量内部区域进行 BFS搜索,构建STC索引,

而无需在全图区域构建索引.

例４　如图２所示,在图G２中,若直接对该图构造 STC
索引,则需要从每个顶点出发在全图区域内进行BFS遍历操

作.假设图G２中的顶点排序为v０＜v１＜v２＜v３＜v４＜v５＜

v６＜v７＜v８＜v９＜v１０＜v１１＜v１２＜v１３＜v１４＜v１５＜v１６＜v１７,其

中顶点v０的排序最高,v１７的排序最低.那么,顶点v０,v１,v２,

v３,v４,v５,v６,v７,v８,v９均在顶点v１１的Lin标签中,但是实际上

这些顶点与v１１并不属于同一个强连通分量,经过v１１的环并

不经过这些顶点.因此,不将这些顶点添加到v１１的Lin标签

中,仍然能够保持查询结果的正确性.此外,由于这些顶点不

放入v１１的Lin标签中,因此Lin[v１１]标签只包括其自身,可以

显著减小索引空间,提高索引查询效率.

图２　有向图G２

Fig．２　DirectedgraphG２

４　查询处理

基于 STC索引,计算经过顶点u的最短环计数SCCnt
(u),具体计算式包括３．１节中的式(１)和式(２)以及式(３)和

式(４).

TSCCnt(u)＝{cstc|LSTC(u)＝(dstc,cstc)} (３)

SCCnt(u)＝

NSCCnt(u), ifsd(u,h)＋sd(,h,u)＜dstc

TSCCnt(u), ifsd(u,h)＋sd(,h,u)＞dstc

NSCCnt(u)＋TSCCnt(u),

otherwise

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(４)

通过式(１)找到顶点u的Lout[u]和Lin[u]标签中的公共

hub顶点h,h位于经过u 的非槽最短环上,且是该环上排序

最高的顶点.通过hub顶点h,可以将该环拆分为两条槽最

短路径相连接,从而通过式(２)计算得到经过u的最短的非槽

环计数NSCCnt(u).需要注意的是,hub顶点不能是u自身,

即h≠u.这是因为对于２Ｇhop的路径标签来说,u到其自身

的距离为０,计数也为０,这显然是错误的.然后,在式(３)中

直接查找LSTC(u)得到经过u的最短槽环计数TSCCnt(u).

由于最短的非槽环不一定是经过该点的最短环,最短的槽

环也不一定是最短环,因此需要比较计算得到的槽最短环长度

和非槽最短环长度.式(４)通过比较经过u的最短的非槽环长

度sd(u,h)＋sd(h,u)和槽最短环长度dstc,来确定经过该点的

最短环长度和计数.具体操作可以分为以下３种情况.

１)若sd(u,h)＋sd(h,u)＜dstc,则表明经过u的最短环均

为非槽最短环,这种情况只需统计非槽最短环计数 NSCCnt
(u)即可.

２)若sd(u,h)＋sd(h,u)＞dstc,则表明经过u的最短环均

为槽最短环,此时只需统计槽最短环计数TSCCnt(u)即可.

３)若以上两种情况均不成立,说明sd(u,h)＋sd(h,u)＝

dstc,即经过u的最短环既包括非槽最短环也包括槽最短环,

此时需要累加非槽最短环计数 NSCCnt(u)和槽最短环计数

TSCCnt(u)以得到最终结果.

算法１　STCQueryProcess
Input:TheLabelLin,LoutandLstcofnodesinG,nodeu

Output:TheShortestCycleDistanceandCountingofnodeu

１．δ←∞;σ←０;

２．foreachh∈Lout[u]∩Lin[u]do

３．　 ifh＝uthenbreak;

４．　 ifsd(u,h)＋sd(h,u)＜δthen

５．　　 δ←d(u,h)＋d(h,u);

６．　　 σ←c(u,h)∗c(h,u);

７．　 elseifsd(u,h)＋sd(h,u)＝δthen

８．　　 σ←σ＋c(u,h)∗c(h,u);

９．ifδ＞dstc,where(dstc,cstc)∈Lstc[u]then

１０．　δ←dstc;σ←cstc;

１１．elseifδ＝dstc,where(dstc,cstc)∈Lstc[u]then

１２．　σ←σ＋cstc;

１３．Return(δ,σ)

算法１具体描述了基于STC索引的查询算法.给定查

询顶点u,该算法首先通过Lout[u]和Lin[u]标签计算经过u
的最短的非槽环长度δ 和计数σ(第 ２－８行),然后将其与

LSTC[u]＝(dstc,cstc)进行比较,从而计算出经过u的最短环长

度和计数(第９－１２行).对于Lout[u]和Lin[u]标签中的公

共hub顶点h,如果h＝u,则终止查询(第 ２－３行).此时说

明不存在经过u的最短的非槽环,则当前的最短非槽环长度

值δ和计数值σ仍为初始值∞和０.若经过u的最短环均为

槽最短环,则只需要将最短槽环的长度值dstc和计数值cstc赋

值给δ和σ即可(第９－１０行).若经过u的最短的非槽环长

度值δ等于最短槽环长度值dstc,则表明经过u的最短环既包

括非槽最短环也包括槽最短环,仅更新计数值σ即可(第

１１－１２行).

例５　假设要查询经过顶点v１的最短环数量,首先在

Lin[v１]和Lout[v１]中查找除v１之外的公共hub顶点{v０},计

算得到经过v１的最短非槽环长度为sd(v１,v０)＋sd(v０,v１)＝

４＋１＝５,数量为σv１,v０ ＋σv０,v１ ＝２∗１＝２.然后通过查询LSTC

[v１]＝(５,１),得到经过v１的最短槽环长度dstc(v１)＝５且dstc

(v１)＝sd(v１,v０)＋sd(v０,v１),因此经过v１的最短环数目SCＧ

Cnt(v１)＝２＋１＝３,最短环长度为５,且经过v１的最短环包括

两个非槽最短环和一个槽最短环.

根据式(１)－式(４)可知,算法１求解给定顶点的最短环

计数的时间复杂度为 O(|Lin[v]|＋|Lout[v]|).

此外,若存在一个强连通分量内部只有一个顶点时,则不

存在经过该顶点的最短环;若存在一个强连通分量内部只有

两个顶点u,v时,则经过u或v的最短环长度为２,计数为１.

基于该特性,无需访问索引即可直接得到结果,有效加速

查询.
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５　索引构建

STC索引的构造过程本质上是通过从某个顶点u开始

进行BFS遍历和反向BFS遍历,访问与u位于同一个强连通

分量且排序低于u 的顶点v,并记录u和v 之间的最短路径

长度和最短路径计数,即记录槽最短路径的长度和数目.需

要注意的是,在遍历过程中对起始u访问两次,以记录最短

槽环.

算法２展示了 STC索引的构造算法,具体包括以下步

骤:初始时所有标签均为空(第１－３行).将图中顶点按照度

数降序排序,对于每个处理顶点u,从u开始在其所在的强连

通分量内部进行正向 BFS遍历(第４行).当访问到顶点v,

首先基于现有标签判断u到v的最短距离d,若D[v]＞d,则

表明当前搜索到的路径并非顶点u到v 的最短路径,因此不

需要将u 添加到v 的入标签中,并且停止继续遍历(第１１
行).若D[v]＜d,则表明u到v的所有最短路径均为槽最短

路径,因此将u作为v 的标准hub顶点添加到v的Lc
in[v]标

签中(第１２行).若D[v]＝d,则表明u到v之间的最短路径

并非都是槽最短路径,即存在位于u和v 最短路径上的中间

节点t,且t的排序高于u 和v.因此将u作为v 的非标准

hub顶点添加到v的Lnc
in [v]标签中(第１３行).当再次访问

到起始顶点u,则表明形成了从顶点u出发回到自身的环路,

并且该环为槽环.注意,此时不再从u开始继续遍历(第２２
行).根据现有的槽环长度dstc和D[v]＋１进行比较,更新最

短槽环长度和计数(第１６－２１行).对于Lout标签构造过程

和Lin标签构造过程类似,只需要从u开进行反向 BFS操作

即可.需要注意的是,在反向 BFS遍历过程中,不需要二次

访问顶点u,即不需要第１６－２２行的操作,否则将出现最短

槽环重复计数的情况.

１)https://snap．stanford．edu
２https://networkrepository．com/index．php

算法２　STCIndexConstruction
Input:GraphG(V,E)

Output:TheLabelLin,LoutandLstcofnodesinG

１．foreachu∈Vdo

２．　 Lc
in[u]←Ø;Lnc

in[u]←Ø;Lc
out[u]←Ø;Lnc

out[u]←Ø;

３．　 Lstc[u]←(∞,０);D[u]←∞;C[u]←０;

４．foreachu∈Vindescendingorderdo

５．　 //forwardconstructionLinLabel

６．　 Q←Ø;R←Ø;

７．　 D[u]←０;C[u]←１;Q．enqueue(u);R←R∪{u};

８．　 WhileQisnotemptydo

９．　　 v←Q．dequeue();

１０．　　d← min
u′∈Lc

out[u]∩Lc
in[v]

sd(u,u′)＋sd(u′,v);

１１．　　ifD[v]＞dthencontinue;

１２．　　ifd＞D[v]thenappend(u,D[v],C[v])toLc
in[v];

１３．　　elseappend(u,D[v],C[v])toLnc
in[v];

１４．　　foreachw∈nbrout(v)andw,vinthesameSCCdo

１５．　　　ifw＜uthecontinue;

１６．　　　elseifu＝wthen

１７．　　　　(dstc,cstc)←Lstc[u];

１８．　　　　ifdstc＞D[v]＋１then

１９．　　　　　Lstc[u]＝(D[v]＋１,C[v]);

２０．　　　　elseifdstc＝D[v]＋１then

２１．　　　　　Lstc[u]←(dstc,cstc＋C[v]);

２２．　　　　continue;

２３．　　　ifD[w]＝∞then

２４．　　　　D[w]←D[v]＋１;C[w]←C[v];

２５．　　　　Q．enqueue(w);R←R∪{w};

２６．　　　elseifD[w]＝D[v]＋１then

２７．　　　　C[w]←C[w]＋C[v]

２８．　　foreachv∈Rdo

２９．　　　　D[v]←∞;C[v]←０;

３０．　//backwardconstructionLoutLabel

３１．foreachv∈Vdo

３２．　Lin[v]←Lc
in[v]∪Lnc

in[v];Lout[v]←Lc
out[v]∪Lnc

out[v];

例６　表２即为对图１中的G１构建的STC索引.其中

第二、三列分别为索引的Lin标签和Lout标签,第四列为标签

LSTC.继续例１中对图G１顶点的排序.由于顶点v０的排序

最高,因此首先从该点开始进行正向BFS遍历.因为v０可以

访问到所有顶点,并且这些顶点排序均低于v０,所以v０到这

些顶点的最短路径均为槽最短路径,将v０作为标准hub顶点

添加到这些顶点的Lin标签中.当v０再次访问到自身时,得到

经过v０的最短槽环长度和计数,因此将标签项(５,２)添加到

LSTC[v０]中,并且停止继续遍历.当从顶点v４开始遍历时,由

于v０的排序高于v４,因此不访问v０.由于v５,v８和v９的排序

均低于v４,并且v４到这些顶点的最短路径均为槽最短路径,

因此将v４作为标准hub顶点添加到这些顶点的Lc
in标签中.

当从顶点v１开始反向遍历访问v７时,通过比较现有标签Lout

[v７]和Lin[v１],可知v７到v１的最短路径距离sd(v７,v１)＝min
{sd(v７,v０)＋sd(v０,v１)}＝４.因为D[v７]也为４,说明找到了

一条v７到v１的最短路径.又因为sd(v７,v１)＝D[v７]＝４,说

明v７到v１之间还存在途经v０的非槽最短路径,因此将标签项

(v１,４,１)添加到Lnc
out[v７]中.

６　实验

６．１　实验环境

本文 实 验 所 使 用 的 硬 件 配 置 为 １１th GenIntel(R)

CoreTMi５Ｇ１１３５G７＠２．４GHz,运行内存为１６GB,操作系统为

CentOS,所有算法均用C＋＋实现.

６．２　数据集

实验所用数据集来自SNAP１)和 NetRep２)的１０个网络,

其中citeeseer来自 NetRep.P０４,P２４,P３０以及 P３１为 P２P
网络,EP,SD０８,SD０９以及 SEP为社交网络,ST 为 Web网

络,CS为引文网络.数据集的具体信息如表３所列.所有的

图都是有向图,并且没有自环和重边.
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表３　数据集统计信息

Table３　Datasetstatistics

数据集 描述 |V| |E|
P０４ p２pＧGnutella０４ １０８７６ ３９９９４
P２４ p２pＧGnutella２４ ２６５１８ ６５３６９
P３０ p２pＧGnutella３０ ３６６８２ ８８３２８
P３１ p２pＧGnutella３１ ６２５８６ １４７８９２
EP socＧEpinions１ ７５８７９ ５０８８３７

SD０８ socＧsignＧSlashdot０８１１ ７７３５７ ５１６５７５
SD０９ socＧsignＧSlashdot０９０２ ８１８７１ ５４５６７１
SEP socＧsignＧepinions １３１８２８ ８４１３７２
SF webＧStanford ２８１９０３ ２３１２４９７
CS citeseer ３８４４１３ １７５１４６３

６．３　实验对比算法

本文实验中的对比算法主要分为两类,分别为基于全图

的算法和基于强连通分量的算法.其中,基于全图的算法主

要包括４种:１)BFS算法,即从查询顶点出发开始 BFS遍历,

当回到查询 顶 点 时,得 到 经 过 该 顶 点 的 最 短 环 长 度 和 数

量;２)HPＧSPC 算法[１４];３)CSC 算法[１];４)本文提出的 STC
算法.其中,HPＧSPC和CSC算法的源代码是通过与原作者

联系取得的.

基于强连通分量的算法通过对全图进行强连通分量分解

操作,在强连通分量内部遍历,或者构建索引.该类方法主要

包括４种,分别为 BFS_SCC算法、HPＧSPC_SCC算法、CSC_

SCC算法和STC_SCC算法.

在实验过程中,我们比较了回答最短环计数问题索引的

构建时间、索引构建大小以及查询时间.

６．４　性能比较与分析

１)索引构建时间.表４列出了索引构造时间对比.从表

中可以发现,对于基于全图的３种算法,CSC算法的索引构造

时间最长.本文提出的 STC 算法的索引构造时间和 HPＧ

SPC算法差别不大,这是因为本文提出的STC索引中的LSTC

标签可以在Lin和Lout标签的构造过程中同时构造,因此整体

的索引构造时间与 HPＧSPC 几乎相同.进一步,引入 SCC
后,HPＧSPC的索引构建时间平均是 HPＧSPC_SCC 的１．９３
倍,CSC的索引构造时间是 CSC_SCC的１．８３倍,STC的索

引构造时间平均是STC_SCC的１．９７倍.由此可知,SCC可

加速索引构建.

表４　索引构造时间

Table４　Indexconstructiontime
(s)

数据集 HPＧSPC CSC STC
HPＧSPC_

SCC
CSC_SCC STC_SCC

P０４ ２．９２ ３．２０ ２．７７ １．３７ １．５０ １．１８
P２４ １１．３２ １２．５８ １０．４５ ３．５７ ４．２６ ３．５４
P３０ １５．２５ １７．６６ １６．５６ ６．５９ ７．２３ ６．０６
P３１ ４５．０６ ４９．６７ ４４．４１ １６．８８ １９．６９ １６．７０
EP ６４．２６ ７５．２０ ６８．２９ ４５．１７ ５８．１５ ４３．９６

SD０８ ５０．５６ ５５．９２ ４９．１３ ２９．６６ ３７．２５ ３０．８９
SD０９ ５２．２０ ６０．９８ ５２．８５ ３４．９２ ４２．７４ ３３．５２
SEP １５４．４２ １６２．５５ １４４．４１ ９４．３６ １３３．４４ ９３．５１
SF ５７．８３ ８０．１２ ５８．６２ ３８．６３ ７１．０２ ３９．５１
CS ５０．０７ ５８．８１ ５０．１７ ４１．３０ ３４．３２ ４１．２８

２)索引大小.表５展示了索引大小的比较.可以看出,

HPＧSPC,CSC以及STC算法三者的索引规模几乎相同.原

因是影响这３个算法索引规模的主要因素是Lin和Lout标签

大小.具体来说,HPＧSPC索引由Lin和Lout标签构成,而STC
索引除了Lin和Lout标签,还在每个顶点上维护槽最短环信

息,该信息空间代价为 O(n),其中n为顶点数目,因此可以忽

略不计.对于CSC算法来说,虽然在图转换过程中将顶点一

分为二,原始图规模扩大为原来的两倍,但是由于分解后的两

个顶点只需要分别维护Lin和Lout标签即可,因此CSC算法的

索引规模与 HPＧSPC 相近.进一步,引入 SCC 后,HPＧSPC
的索引规模是 HPＧSPC_SCC的３．５倍,CSC 的索引规模是

CSC_SCC的３．３倍,STC的索引规模是STC_SCC的３．４倍.

由此可知,基于强连通分量策略构建索引可以有效减小索引

空间.这是因为对于图中任意顶点u,其只需要存储和它自

身在同一个强连通分量中的hub顶点作为标签项,而不需要

存储u所在强连通分量之外的hub顶点,因此可以有效减少

u的标签项数目,进而减小索引空间.

表５　索引大小

Table５　Indexsize
(MB)

数据集 HPＧSPC CSC STC
HPＧSPC_

SCC
CSC_SCC STC_SCC

P０４ ３１．４７０ ３１．５６ ３１．５５ １７．０１ １７．１０ １７．０６

P２４ １０３．６５０ １０３．８６ １０３．８５ ３３．８２ ３４．０３ ３３．９２

P３０ １４５．６９０ １４５．９８ １４５．９７ ５１．８１ ５２．０９ ５１．９５

P３１ ３３６．５２０ ３３７．００ ３３６．９９ １１７．２２ １１７．７１ １１７．４６

EP ５５８．５３４ ５５９．２１ ５５９．１１ ３６９．４１ ３７０．１０ ３６９．７０

SD０８ ４１６．８２０ ４１７．４８ ４１７．４１ ２２６．０６ ２２６．６９ ２２６．３２

SD０９ ４４２．２６０ ４４２．９６ ４４２．８９ ２２９．８３ ２３０．５２ ２３０．１４

SEP １０５３．８１０１０５４．９３ １０５４．８１ ６１９．３４ ６２０．４７ ６１９．８５

SF ５３２．７９０ ５３５．８２ ５３４．９４ ３５２．８７ ３５５．８９ ３５３．９４

CS ４３７．１１０ ４４０．１０ ４３８．５８ ２７．５２ ３０．５１ ２８．９９

３)查询时间.表６列出了BFS,HPＧSPC,CSC和STC算

法以及它们分别基于强连通分量的算法回答最短环计数的查

询时间比较.从表中可以看出,BFS算法的查询时间要普遍

慢于基于索引的算法,差距在１０~１０００倍之间.对于基于全

图的３种算法,CSC算法的查询时间平均比 HPＧSPC算法少

７５％.这是因为对于一个给定的最短环查询,HPＧSPC算法

需要执行多次最短路径计数查询,而 CSC算法只需要执行一

次.和 CSC 相比,STC 算法的查询时间平均增加约１０％.

此外,可以发现,引入SCC后,BFS_SCC算法的查询速度比

BFS快７倍;HPＧSPC的查询时间是 HPＧSPC_SCC的２倍;

CSC的查询时间是 CSC_SCC的１．２倍;STC的查询时间是

STC_SCC的１．２倍.由此得出,基于强连通分量策略可以提

升查询效率.从表６中还可以发现,在 P３０,SD０９等数据集

上,STC_SCC相较于STC算法的查询时间反而有所增加,造

成该情况的主要原因是在使用 STC_SCC算法进行查询时,

将算法选择写在了for循环内部,导致当查询n个顶点的最

短环计数时,需要判断n次选择了何种算法,而在使用不加

SCC优化的STC算法进行查询时,先判断选择何种算法,再

对n个顶点进行查询,只统计对这n个顶点的查询时间.由

于STC_SCC算法在查询过程中需要多判断４∗n次算法选

择,因此STC_SCC算法的查询时间反而比STC算法长.
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表６　查询时间

Table６　Querytime
(ms)

数据集 BFS BFS_SCC HPＧSPC HPＧSPC_SCC CSC CSC_SCC STC STC_SCC
P０４ ８６５．１６ ３７６．６７ ４３．５０ ３２．５６ １８．９８ １８．９２ １６．１５ １５．０２
P２４ ２６９３．９５ ７７３．２２ ９２．０２ ５７．２１ ３２．１４ ３０．９２ ３３．５７ ３０．５８
P３０ ５１３４．８１ ２００３．３９ １１１．２４ ９７．３４ ４３．１１ ４５．６２ ４３．７８ ５７．９３
P３１ １９０５１．００ ６３３４．１８ ２４７．７８ １６６．０９ ９９．５２ ９５．５６ ９８．４８ ９４．０６
EP １３１８７１．００ １６７７４．９０ １６９９．６４ １３１８．２２ ２８９．８８ ２５６．１１ ３１３．１１ ２２４．７２

SD０８ ７０９６１．７０ １８０８６．３０ ６７３．４８ ６０３．５３ １４７．４４ １６２．４６ １４３．５７ １４４．８１
SD０９ ７３８３３．００ ２１７８０．１０ ６９０．８３ ７５５．３１ １５０．５２ ２４２．６６ １４４．３７ １８８．８４
SEP ３８７２７６．００ ５８０８９．１０ ２６８５．９８ ２５４７．３０ ４０５．３６ ４２２．９２ ４４３．０２ ３８２．８５
SF １３３３０４．００ ４８１７３９．００ １５０５．６３ １１０２．２０ ３１０．６７ ３１４．１８ ２８４．０１ ２２９．００
CS １０６０９２０．００ ２４７８２．１０ ２９４．４５ ３７．１２ ８５．５７ ２４．０６ ６２．４３ ２３．４４

　　结束语　本文研究原始图上最短环计数的处理问题.针

对现有方法存在索引空间较大、查询效率较低等问题,提出了

新的基于２Ｇhop索引的最短环计数算法.该算法基于最短路

径和最短环之间的特殊关系,将最短环分为非槽最短环和槽

最短环两种,通过在原图上构建索引,分别统计这两种最短环

计数.进一步,根据强连通分量实际上是由若干个环组成这

一特殊关系,提出了基于强连通分量的索引策略,通过在强连

通分量内部构造最短环计数索引,可以进一步提升索引构造效

率,减小索引规模,提升查询效率.在１０个真实数据集上进行

了实验,结果验证了本文方法的高效性,以及基于强连通分量

策略可以有效减小索引空间,提升索引构造以及查询效率.
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