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摘　要　针对等式约束的时变二次规划求解问题,提出一种有限值终态零化神经网络,以保证计算误差的有限时间收敛,其有

限值特性易于实现;对有限值终态零化神经网络进行理论分析,并给出该神经网络的收敛时间表达式.冗余机械臂的重复运动

规划问题可描述为时变二次规划问题,采用有限值终态零化神经网络作为求解器,以获取末端执行器轨迹对应的关节轨迹.考

虑到机械臂关节初始偏差难以避免,采用定参数/自适应参数的终态优化指标,在实现机械臂末端位置误差的有限时间收敛的

同时,提高重复运动规划的精度.为保证机械臂的平稳运行,提出一种平滑修正的有限值函数用于终态优化指标设计.理论分析

机械臂末端执行器位置误差的有限时间收敛条件.数值仿真以及 UR５机械臂仿真与实验结果,验证了所提计算方案的有效性.
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Abstract　TosolvetheproblemoftimeＧvaryingquadraticprogrammingwithequalityconstraints,thispaperproposesafinitelyＧ

valuedterminalzeroingneuralnetworkachievingthefiniteＧtimeconvergenceofcomputingerrorswhilebeingeasytoimplement．

TheconvergenceofthefinitelyＧvaluedterminalzeroingneuralnetworkistheoreticallyanalyzed,andthespecificexpressionfor

settlingtimeisprovided．TherepetitivemotionplanningproblemofredundantroboticmanipulatorscanbedescribedasatimeＧvaＧ

ryingquadraticprogramming．ByemployingthefinitelyＧvaluedterminalzeroingneuralnetworkasasolver,thejointpositionand

velocitytrajectories,correspondingtothedesiredendＧeffectortrajectory,canbeobtained．Consideringtheinevitableinitialjoint

shift,aterminaloptimizationcriterionwithfixed/adaptiveparametersisproposed,aimingforfiniteＧtimeconvergenceofendＧeffecＧ

torpositionerrorandhigherprecisioninrepetitivemotionplanning．Toensuresmoothoperationoftheroboticmanipulator,a

smoothＧcorrectedfiniteＧvaluefunctionisproposedfortheterminaloptimizationcriterion,andthefiniteＧtimeconvergenceofthe

endＧeffectorpositionerrorisestablished．NumericalsimulationsandUR５manipulatorsimulationandexperimentalresultsvaliＧ

dateeffectivenessoftheproposedcomputingscheme．
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１　引言

时变二次规划的在线求解问题,在科学与工程领域备受

关注.等式约束的时变二次规划作为二次规划重要的组成部

分,常应用于机器人运动规划[１]、最优控制器设计[２]以及数字

图像处理[３]等领域.现阶段,常采用离散数值方法求解凸二

次规划问题,此类方法的最小算术运算次数通常与相关矩阵

维数的立方成正比,这使得其在面对大规模或实时计算问题

时,效率低下.随着计算机科学的发展,神经网络方法凭借其

电路实现的可行性与并行运算的特点,在大规模时变计算问

题方面得到广泛应用.梯度神经网络(GradientNeuralNetＧ

work,GNN)是一种基于梯度下降思想的传统神经网络模型,

常用于求解凸二次规划问题.然而,梯度神经网络缺乏时间

导数信息,在计算时变二次规划问题时总是存在滞后误差,无

法在有限时间内获得时变的理论解.

零化神经网络[４]作为一种特殊递归神经网络,派生于

Hopfield神经网络,解决了梯度神经网络时间导数信息缺失

的问题,被广泛应用于时变问题的求解,如时变矩阵逆运

算[５]、李雅普诺夫方程[６]以及时变二次规划问题[７].激活函

数作为零化神经网络的核心组成部分,其合理的设计可保证



零化神经网络的收敛性能.理论上,任何单调递增的奇函数

都可作为零化神经网络的激活函数.线性激活函数形式最为

简单,但精度较差.PowerＧsigmoid激活函数[８]将误差分段,

分别加速收敛过程,实现系统误差的指数收敛.上述激活函

数均为渐近收敛,即只有时间趋于无穷时才能收敛至理论解,

无法满足现阶段高精作业的需求.为解决这一问题,具有有

限时间收敛特性的激活函数被提出.文献[９]提出 SignＧbiＧ

power激活函数,以求解时变Sylvester方程并实现计算误差

的有限时间收敛.文献[１０]则是在 SignＧbiＧpower激活函数

的基础上改进,提出一种 LiＧ函数作为神经网络激活函数,进

一步加速了有限时间的收敛过程.然而,上述激活函数值会

随神经网络状态变化,且无上下限制,当神经网络初值较大

时,此类激活函数可能会放大神经输入,使其超出系统可实现

的范围.有限值激活函数,其激活函数值虽随神经网络状态

变化,但始终保持有限值,被认为具有现实意义.工程中常采

用带有饱和约束的激活函数,如线性饱和激活函数、球型激活

函数以及非凸激活函数.文献[１１]采用线性饱和以及非凸激

活函数驱动的零化神经网络求解带有不等式约束的欠定线性

方程组.文献[１２]考虑到系统初态对神经网络实现的影响,

提出一种饱和形式的神经动态,并理论分析了通用饱和激活

函数的收敛性与鲁棒性.此类激活函数的有限值性质虽考虑

到工程实现问题,但神经计算效率较低,无法实现有限时间收

敛.针对这一问题,本文提出一种有限时间收敛的有限值激

活函数,构造了有限值终态零化神经网络,并理论分析了神经

网络的收敛性能.

冗余机械臂是指具有超出给定任务所需最小自由度数的

机械臂.冗余的自由度,能使机械臂在执行任务的同时,避开

场景中的障碍物,规避机械臂奇异位姿,适应复杂的工作环境

和多变的作业需求.冗余特性使得机械臂同一末端的执行器

位置可能映射多种关节角度组合,这意味着在执行一周期封

闭末端任务后,机械可能无法回到初始关节构型,出现关节角

漂移现象[１３Ｇ１５].这一现象将导致后续出现非期望的关节运

动,不仅影响机械臂作业效率,甚至危及周围设备及操作人员

的安全.基于伪逆的机械臂运动学控制作为应用最为广泛的

方法[１６Ｇ１８],简单直观,可根据期望轨迹获得关节速度的最小

范数解.然而,该方法需要在规划时间内连续求解伪逆,计算

负担较大,且无法消除机械臂冗余特性带来的关节角漂移现

象.机械臂自运动控制作为一种重复运动规划修正方法[１９],

其主要思想是通过增加任务之外的运动来调整机械臂的关节

构型,以实现重复运动规划.然而,额外的动作使得机械臂重

复作业效率低下.

为解决这一问题,基于二次优化指标(QuadraticOptimiＧ

zationCriterion,QOC)的冗余机械臂重复运动规划方案被提

出[２０],其将机械臂运动控制问题表述为二次优化问题,在末

端任务与机械臂物理约束下求取满足重复运动规划要求的最

优可行解.文献[２１]将二次规划问题表示为紧凑二次轨迹形

式,采用对偶算法求解,文中首次提出关节无偏差性能指标,

可在实现机械臂末端任务的同时消除关节角漂移现象.然

而,对偶算法无法避免矩阵求逆运算,计算效率较低.随着计

算机科学的发展,越来越多的智能算法被用于冗余机械臂

轨迹规划,如遗传算法[２２]、粒子群算法[２３]、神经网络方法[２４]

等.文献[２５]将重复运动指标作为二次优化准则,采用递归

神经网络求解,形成连续时间冗余机械臂重复运动规划方案.

该方法无需进行矩阵逆运算,计算效率显著提高.文献[２６]

提出一种具有抗扰能力的固定时间收敛ZNN,其通过调整激

活函数参数,可一定程度地提高系统对有界噪声的鲁棒性.

文献[２７]提出一种预定时间收敛的鲁棒ZNN模型,其在考虑

机械臂物理约束的情况下,实现了冗余机械臂重复运动规划

任务.以上方法默认机械臂末端执行器初始位置与期望初始

位置一致.在工程应用时,初始位置偏差难以避免.文献

[２８]考虑到此问题,提出一种应用更广泛的冗余机械臂优化

指标.零化神经网络作为一种高效的神经动力学计算方法,

用于替代机械臂冗余度解析中的矩阵求逆运算,其并行运算

的特点,使得ZNN能够高效获取高精度的计算结果.采用零

化神经网络解决冗余机械臂重复运动规划问题,已然成为一

种常规方法.考虑到初始位置偏差,即机械臂实际末端初始

位置与期望初始位置不一致的情况,相关文献仅关注神经计

算误差的改善问题.机械臂末端执行器误差作为衡量机械臂

轨迹规划性能的主要指标,需要进一步重视.

本文在冗余机械臂二次优化指标的基础上引入指标和约

束修正函数,构建冗余机械臂重复运动规划的终态优化指标

(TerminalOptimizationCriterion,TOC),采用有限值终态零

化神经网络(TerminalZeroingNeuralNetwork,TZNN)作为

求解器,形成基于终态优化指标的有限值终态零化神经网络

求解方案(TOCＧTZNN).在存在关节初始偏差的情况下,

TOCＧTZNN可实现冗余机械臂末端执行器误差的有限时间

收敛.在此基础上,进一步提出一种自适应系数终态优化指

标来提高机械臂末端误差的收敛速度.本文从理论上证明了

所提方法的有限时间收敛性,并指出该方法实现冗余机械臂

末端执行器误差有限时间收敛的必要条件.从实际应用出

发,提出一种分段形式的有限时间激活函数,在误差进入零点

的δ邻域时切换至二次激活函数,避免机械臂运行途中出现

速度突变、震荡等不利现象;在此基础上,实现了冗余机械臂

末端误差δ自定邻域的有限时间收敛.为进一步验证所提方

法的有效性,本文以冗余机械臂 UR５作为仿真与实验平台,

将 TOCＧTZNN方案与传统二次规划机械臂冗余度解析方案

进行比较,体现了基于 TOCＧTZNN 方案的冗余机械臂重复

运动规划方法在关节回拢误差以及末端误差收敛方面的

优势.

２　零化神经网络

考虑等式约束的时变二次规划问题:

min
x

１
２xT(t)Q(t)x(t)＋qT(t)x(t) (１)

s．t．A(t)x(t)＝b(t) (２)

其中,Q(t)∈ℝn×n为对称正定矩阵,x(t)∈ℝm×n为行满秩矩

阵,q(t)∈ℝn 与b(t)∈ℝm 为已知列向量,x(t)∈ℝn 表示待

求解的未知向量.上标 T表示矩阵转置运算.由矩阵Q(t)

的正定性与等式约束的线性结构可知,式(１)、式(２)为凸二次

规划问题,根据最优化理论,凸二次规划存在唯一全局最优
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解.采用拉格朗日乘数法可将约束优化问题(１)和(２)转化为

无约束优化问题:

min
x,λ
　L(x(t),λ(t),t)＝１

２xT(t)Q(t)x(t)＋qT(t)x(t)＋

λT(t)(A(t)x(t)－b(t)) (３)

其中,λ(t)为拉格朗日乘子.对于存在唯一解的无约束优化

问题,最优解通常为驻点.因此,令L(x(t),λ(t),t)分别对未

知量x(t)与λ(t)求偏导并取零,则有:

∂L(x(t),λ(t),t)
∂x(t) ＝Q(t)x(t)＋q(t)＋AT(t)λ(t)＝０

∂L(x(t),λ(t),t)
∂λ(t) ＝A(t)x(t)－b(t)＝０

ì

î

í

ïï

ïï

(４)

通过定义:

W(t)＝
Q(t) AT(t)

A(t) ０[ ]

v(t)＝
q(t)

－b(t)[ ] ,y(t)＝
x(t)

λ(t)[ ]
式(４)用矩阵方程表示为:

W(t)y(t)＋v(t)＝０ (５)

其中,y(t)∈ℝm＋n为待求解的未知向量.至此,等式约束的

时变二次规划问题便转化为时变矩阵方程求解问题(式(５)).

２．１　常规零化神经网络

值得注意的是,零化神经网络作为一种数值计算方法,求

解时通常需人为给定初值,而真实初值y∗ (０)未知,这使得初

始计算误差难以避免.定义计算误差函数:

e(t)＝W(t)y(t)＋v(t) (６)

零化神经网络通过设计误差动态使得计算误差收敛至

零,即待解向量y(t)收敛至理论解y∗ (t).常规ZNN 模型的

误差动态方程如下:

e􀅰(t)＝－ρΦ(e(t)) (７)

其中,ρ＞０为可调参数,用于调整ZNN 模型的收敛速率,参

数ρ的值越大,收敛速率越快,实际应用受到系统硬件等因素

约束,可取系统允许范围内的最大值;Φ(􀅰)表示神经网络激

活函数.依据误差函数定义,可得求解等式约束的时变二次

规划问题的零化神经网络模型:

W
􀅰
(t)y(t)＋W(t)y

􀅰(t)＋v􀅰(t)＝－ρΦ(W(t)y(t)＋v(t))

(８)

激活函数的选取对于ZNN 的收敛性质至关重要.常见

的激活函数,如线性激活函数[８]、PowerＧsigmoid激活函数[８]、

SignＧbiＧpower激活函数[９]等,均随系统误差变化且无上下限,

本文称此类函数为无限值激活函数.若某一时刻系统误差过

大,经无限值激活函数映射后可能超出电路系统可实现的范

围,导致限幅而无法实现理论性能.为此,有限值激活函数被

提出,其激活函数值随神经网络状态变化始终保持有限值.

本文给出几种典型的有限值激活函数.

１)线性饱和激活函数

Φ(ei)＝
μ＋ , ei＞μ＋

ei, μ－ ≤ei≤μ＋

μ－ , ei＜μ－

ì

î

í

ïï

ïï

其中,μ－ ＜０,μ＋ ＞０.

２)Sigmoid激活函数

Φ(ei)＝１－exp(－ζei)
１＋exp(－ζei)

其中,ζ＞２.

３)球型激活函数

Φ(e)＝
e, ‖e‖２≤r

r e
‖e‖２

, ‖e‖２＞r{
其中,r＞０.

以上３种激活函数均具有固定的上下界,可依据系统要

求设定,但只能实现神经网络误差的渐近收敛.

２．２　有限值终态零化神经网络

为解决这一问题,本文提出一种有限时间收敛的有限值

激活函数:

s(e)＝ η|e|α

η|e|α＋１sgn
(e) (９)

其中,η＞０和０＜α＜１为可调参数,sgn(􀅰)表示符号函数.

其中的矩阵运算表示逐元素计算,如|􀅰|α 表示对向量中的

各元素分别取绝对值并计算其α次幂,向量除法表示两向量

对应元素相除.对于任意取值的e,有|s(e)|≤１成立,故称

其为有限值激活函数.

采用不同参数的有限值激活函数s(e)随误差变化的曲线

如图１所示.取激活函数Φ(􀅰)＝s(􀅰)时,由式(７)得神经

网络模型:

e􀅰＝－ρ η|e|α

η|e|α＋１sgn
(e) (１０)

其中,ρ＞０为定常参数.

图１　取不同α,η值时的有限值激活函数

Fig．１　FiniteＧvalueactivationfunctionwithdifferentα,η

有限值激活函数保证了神经网络的有限值与有限时间收

敛特性,故称神经网络(１０)为有限值终态零化神经网络.依

据神经动态方程(１０),可得求解时变二次规划(１)和(２)的有

限值终态零化神经网络模型:

W
􀅰
(t)y(t)＋W(t)y

􀅰(t)＋v􀅰(t)＝

－ρ η|W(t)y(t)＋v(t)|α

η|W(t)y(t)＋v(t)|α＋１sgn
(W(t)y(t)＋v(t)) (１１)

有限值终态零化神经网络模型(１１)可进一步改写为如下

标量形式:

y
􀅰
i＝∑

k

j＝k
(Iij－wij)y

􀅰
i－∑

k

j＝１
w􀅰ijyi＋v􀅰i－

ρ
η|∑

k

j＝１
wijyi－vi|α

η|∑
k

j＝１
wijyi－vi|α＋１

sgn(∑
k

j＝１
wijyi－vi) (１２)

其中,Iij为单位矩阵中第i行第j列的元素.有限值终态神
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经网络可以通过模拟电路实现.为给硬件实现提供参考, 给出其电路示意图,如图２所示.

图２　有限值终态零化神经网络的电路实现图

Fig．２　CircuitoffiniteＧvalueterminalzeroingneuralnetwork

　　定理１　采用有限值终态零化神经网络(１１)求解等式约

束的时变二次规划问题(１)和(２).针对任意有限的初值

ei(０),有限值终态零化神经网络(１１)能在有限时间:

T１,i＝|ei(０)|
ρ

＋ １
ρη(１－α)|ei(０)|１－α (１３)

收敛至零点.其中,ei(０)表示e(０)的第i个元素.

证明:构建李雅普诺夫函数:

vi(t)＝１
２e２

i(t) (１４)

等号两边分别求取时间的导数:

v􀅰i(t)＝ei(t)e􀅰i(t)＝－ρ|ei(t)| η|ei(t)|α

η|ei(t)|α＋１
(１５)

由式(１４)可得|ei(t)|＝ ２vi(t),代入式(１５)则有:

dvi(t)＝－ρ ２vi(t)η( ２vi(t))α

η( ２vi(t))α＋１
(１６)

等号两边同时取积分:

T１,i＝１
ρ∫

vi(０)

０

１
２vi(t)

＋ １
η( ２vi(t))α＋１dvi(t)

＝ ２vi(０)
ρ

＋ １
ρη(１－α)( ２vi(０))１－α

＝|ei(０)|
ρ

＋ １
ρη(１－α)|ei(０)|１－α

至此,式(１３)得证.

３　冗余机械臂重复运动规划

冗余机械臂重复运动规划旨在消除冗余机械臂重复执行

末端封闭轨迹任务时的关节角漂移现象,具体地,希望机械臂

各关节角在一个任务周期结束后,仍然回到期望起始角度.

每个任务周期以同一初始关节状态运行,可避免机械臂产生

非期望的关节轨迹,有助于封闭轨迹重复作业的安全运行.

机械臂轨迹规划的基本做法是基于机械臂运动学模型,通过

给定期望末端笛卡尔位置求取合适的关节角.考虑n自由度

冗余机械臂,其关节角度和末端执行器位置关系如下:

r(t)＝f(θ(t)) (１７)

其中,r(t)为t时刻机械臂末端执行器在笛卡尔坐标系下的位

置坐标,θ(t)表示对应时刻的关节角度向量,f(􀅰)表示关节

角与机械臂末端位置间的非线性映射关系.式(１７)两边同时

求取时间的导数:

r􀅰(t)＝J(θ(t))θ
􀅰
(t) (１８)

其中,J(θ(t))＝∂f(θ(t))/∂θ(t)为机械臂速度雅可比矩阵.
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冗余机械臂具有超出任务要求的自由度数,即dim(θ(t))＞
dim(r(t)),作业时同一末端执行器位置可能映射多种关节角

度组合,提高了机械臂灵活性的同时,可能导致关节角漂移.

为解决此问题,可将机械臂重复运动规划问题描述为二次优

化指标(QOC)[２５]:

min
θ
􀅰

(t)
　１

２
(θ

􀅰
(t)＋z１(t))T(θ

􀅰
(t)＋z１(t)) (１９)

s．t．J(θ(t))θ
􀅰
(t)＝r􀅰(t)＋Kp(r(t)－f(θ(t))) (２０)

其中,z１(t)＝κ(θ(t)－θ(０))为机械臂关节约束项,用于消除

重复运动规划带来的关节漂移现象;κ＞０为可调参数;Kp(r
(t)－f(θ(t)))为机械臂末端位置误差反馈项;Kp＞０可用来

调整末端执行器误差的收敛速度;r(t)为给定期望轨迹.该

优化指标默认机械臂末端执行器初始时刻与期望位置一致.

工程应用时,定位误差总是存在,实际初始关节角与期望初始

关节角难以完全一致.考虑到此问题,一种更加泛用的冗余

机械臂重复运动规划二次优化指标被提出[１８]:

min
θ
􀅰

(t)
　１

２
(θ

􀅰
(t)＋z２(t))T(θ

􀅰
(t)＋z２(t))

z２(t)＝κ(θ(t)－θd(０)){ (２１)

其中,θd(０)为期望轨迹的初始关节角度.

为进一步理解机械臂二次优化指标及其约束,我们将探

讨指标、约束对机械臂重复运动规划的影响.

１)指标在机械臂重复运动规划中的作用

在不考虑等式约束的理想情况下,指标(１９)的极小值为

零,此时:

θ
􀅰
(t)＋κ(θ(t)－θd(０))＝０ (２２)

定义关节角回拢误差eθ(t)＝θ(t)－θd(０),式(２２)可表

示为:

e􀅰θ(t)＋κeθ(t)＝０ (２３)
该形式使得eθ(t)随时间t的增加渐近收敛至零.二次优

化指标通过极小化关节回拢误差,使得机械臂以相较于起始

关节角最小的角度变化完成末端任务,以此消除关节角漂移

现象.但是,优化指标的线性设计难以保障关节回拢精度.

２)约束在机械臂重复运动规划中的作用

通过定义末端位置误差er(t)＝r(t)－f(θ(t)),约束(２０)

可改写为:

e􀅰r(t)＋Kper(t)＝０ (２４)
在初始位置误差存在时,该形式使得er(t)随时间t的增

加渐近收敛至零.位置误差反馈项 Kper(t)可检测误差并及

时补偿,但等式约束的线性设计只能实现机械臂末端执行器

误差的渐近收敛.

３．１　终态优化指标

针对上述问题,本节提出一类允许初始偏差的冗余机械

臂重复运动规划终态优化方案,以在提高机械臂关节回拢精

度的同时实现机械臂末端执行器误差的有限时间收敛.

３．１．１　定参数终态优化指标

在二次优化指标(１９)和(２０)的基础上,通过引入指标以

及约束修正函数,提出定参数的终态优化指标,其形式如下:

min
θ
􀅰

(t)
　１

２
(θ

􀅰
(t)＋z３(t))T(θ

􀅰
(t)＋z３(t)) (２５)

s．t．J(θ(t))θ
􀅰
(t)＝r􀅰(t)＋κ２R(r(t)－f(θ(t))) (２６)

其中,z３(t)＝κ１Θ(θ(t)－θd (０))为关节回拢角度约束项,

κ２R(r(t)－f(θ(t)))为机械臂末端执行器位置偏差反馈项,

κ１＞０和κ２＞０为可调参数.Θ(􀅰)为指标修正函数,R(􀅰)

为约束修正函数.

值得注意的是,参数κ２ 的选取对末端执行器误差的收敛

至关重要.从等式约束(２６)来看,参数κ２ 选取过小会导致末

端执行器误差er(t)收敛速度慢;过大的参数κ２ 会放大等式约

束的误差初值,影响后续神经网络计算的收敛速度.而末端

执行器误差只有在神经网络误差收敛后才能收敛(见定理２
证明),间接限制了末端执行器误差的收敛速度.

３．１．２　自适应参数终态优化方案

根据上述定参数终态优化指标的问题,可知期望参数κ２

应满足:１)初值小,神经网络误差初值小,收敛时间短;２)逐渐

增大,可保证末端执行器误差收敛速度;３)考虑实际应用,还

应满足误差收敛至零点后保持一个有限值.基于上述３点,

给出有限值自适应参数终态优化方案:

min
θ
􀅰

(t)
　１

２
(θ

􀅰
(t)＋z３(t))T(θ

􀅰
(t)＋z３(t)) (２７)

s．t．J(θ(t))θ
􀅰
(t)＝r􀅰(t)＋κ２(t)R(r(t)－f(θ(t))) (２８)

其中,κ２(t)表示误差相关的有限值自适应参数,其余参数与

定参数终态优化指标一致.为方便描述,定义末端执行器误

差er(t)＝r(t)－f(θ(t)).

本文提出两种有限值自适应参数.

１)反正切型有限值自适应参数

κ２(t)＝λ＋μ
２
πarctan １

γ‖er(t)‖２＋δ( ) (２９)

２)指数型有限值自适应参数

κ２(t)＝λ＋μexp(－γ‖er(t)‖２) (３０)

其中,λ≥０,μ＞０,γ＞０为可调参数.为避免奇异,反正切型

有限值自适应参数(２９)中的δ→０＋ ,应用时可取当前设备能

取到 的 最 小 正 值.有 限 值 自 适 应 参 数 (２９)和 (３０)为

‖er(t)‖２ 相关函数,其中‖􀅰‖２ 表示二范数运算符.实际

应用时,可选取合适参数来调整有限值自适应参数的上下界

与收敛率,以满足任务需求.参数λ为有限值自适应参数的

理论下界.有限值自适应参数上界为λ＋μ,当取μ＝０时退

化为定参数.γ用于调整有限值自适应参数的变化率.

值得注意的是,终态优化方案的形式与性质随修正函数

选取不同而有所差异.Θ(􀅰)与R(􀅰)函数的选取,直接影响

机械臂重复运动规划精度和位置误差收敛速度.理论上,任

何单调递增的奇函数都可作为指标和约束修正函数.终态优

化指标(２５)和(２７)的形式并不唯一,可替换为θ
􀅰

T(t)θ
􀅰
(t)/２＋

zT
３(t)θ

􀅰
(t),该形式与(２５)和(２７)等效[１４].

３．２　平滑修正有限值终态神经网络

为求解终态优化方案,需对其进行预处理.根据第２章

所述,可将二次优化问题转化为方程组求解问题:

W(t)y(t)＝v(t) (３１)

其中:

W(t)＝
I JT(θ(t))

J(θ(t)) ０[ ] ,y(t)＝ θ
􀅰
(t)

λ(t)
é

ë
êê

ù

û
úú
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v(t)＝
－κ１Θ(θ(t)－θd(０))

r􀅰(t)－κ２R(r(t)－f(θ(t)))
é

ë
êê

ù

û
úú

其中,I为适当维度的单位矩阵.定义神经网络误差:

E(t)＝W(t)y(t)－v(t) (３２)
值得注意的是,只有在等式约束(２６)或(２８)成立时,即

E(t)＝０,终态优化指标才能保证机械臂末端位置误差的有限

时间收敛.计算时,由于神经网络解初值y(０)未知,初始计

算误差难以避免,需借助零化神经网络修正解,以满足优化指

标及其约束.理论上,具有渐近收敛特性的零化神经网在时

间t趋于无穷时,误差收敛至零点,此时等式约束(２６)或(２８)
无法在有限时间内成立,需采用终态零化神经网络求解.构

建有限值终态零化神经网络的误差动态方程:

E
􀅰
(t)＝－ρΦ(E(t)) (３３)

其中,ρ＞０为可调参数;Φ(􀅰)为神经网络的有限值 激 活 函

数.因此,由式(３３)描述的神经网络被称为有限值终态零

化神经网络.将误差(３２)代入误差动态 方 程(３３),并 取

Φ(􀅰)＝S(􀅰)可得有限值终态零化神经网络方程:

W(t)y
􀅰(t)＋W

􀅰
(t)y(t)－v􀅰(t)＝－ρS(W(t)y(t)－v(t))

(３４)
从图１中可以看出,有限值激活函数s(􀅰)在零点附近的

高梯度会放大误差在零点附近的变化,用于指标、约束修正

时,可能会造成机械臂关节速度突变,不利于机械臂平稳运

行.可引入二次函数修正零点梯度,给出平滑修正的有限值

激活函数:

s′(􀅰)＝

η|􀅰|α

η|􀅰|α＋１sgn
(􀅰), |􀅰|≥δ

αηδα－２

(ηδα＋１)２－ηδα－２

ηδα＋１( )|􀅰|２sgn(􀅰)＋

ηδα－２

ηδα＋１－ αηδα－２

(ηδα＋１)２( )(􀅰), |􀅰|＜δ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(３５)

其中,δ≥０为可调整分段边界.有限值激活函数s′(􀅰)在零

点附近的δ邻域内切换为二次函数来修正零点梯度,相应地,
其有限时间收敛性质在零点附近的δ邻域内切换为渐近收

敛.取不同δ值的激活函数s′(􀅰)如图３所示.

图３　取不同参数δ值时的有限值激活函数

Fig．３　FiniteＧvalueactivationfunctionwithdifferentδ

３．３　收敛性分析

机械臂重复运动规划中的指标修正函数Θ(􀅰)、约束修

正函数R(􀅰)以及神经网络激活函数Φ(􀅰)职责各不相同,
但作用机制类似,理论上都只要求函数为单调递增奇函数.
本节采用有限时间收敛的有限值激活函数(９),同时用于指标

修正、约束修正以及神经网络计算修正,可实现机械臂末端执

行器的有限时间收敛.
定理２　有限值终态零化神经网络(３４)求解冗余机械臂

重复运动规划问题(２５)和(２６),采用有限值激活函数(９)修正

约束(２６),即R(􀅰)＝s(􀅰)时,神经网络计算误差E(t)可在

有限时间

T１,i＝|Ei(０)|
ρ

＋ １
ρη(１－α)|Ei(０)|１－α (３６)

从系统允许的任意初值收敛至零.机械臂末端执行器位置误

差er(t)可在有限时间

T２,i＝T′１,i＋|er,i(T′１,i)|
κ２

＋ １
κ２η(１－α)|er,i(T′１,i)|１－α (３７)

收敛至零.其中,Ei 与er,i分别表示E(t)和er(t)的第i个元

素,T１′为时间向量T１ 的后３位,表示神经计算误差E(t)后３
位元素的收敛时间.

证明:式(３６)证明见定理１.由E(t)定义(３２)可知

E２(t)＝JT(θ(t))θ
􀅰
(t)－r􀅰(t)－κ２R(rd(t)－f(θ(t)))

(３８)

为E(t)后３位元素.由定理１可知其收敛时间为:

T′１,i＝|E２,i(０)|
ρ

＋ １
ρη(１－α)|E２,i(０)|１－α

式(３８)用位置误差er(t)简洁表示为:

e􀅰r(t)＝－κ２R(er(t))＋E２(t) (３９)

可以发现,机械臂末端误差er(t)的收敛情况会受到E２(t)

的影响.当t≥T１′时E２(t)＝０,此时式(３９)可改写为:

e􀅰r(t)＝－κ２R(er(t)) (４０)

与神经网络误差动态方程(３３)类似,式(４０)可使误差

er(t)在有限时间内收敛至零点.若将t＝T１′看作初始时刻,

则初始误差为er(T１′).参考定理１证明,得机械臂末端误差

收敛时间为:

T２,i＝T′１,i＋|er,i(T′１,i)|
κ２

＋ １
κ２η(１－α)|er,i(T′１,i)|１－α (４１)

至此,定理２得证.

定理３　有限值终态零化神经网络(３４)求解冗余机械臂

重复运动规划问题(２５)和(２６),平滑修正的有限值激活函数

(３５)用于约束修正,即R(􀅰)＝s′(􀅰)时,神经网络计算误差

E(t)可在有限时间T１(见定理１)时刻从系统允许的任意值收

敛至零.当|er,i(T１′)|＞δ时,机械臂末端执行器位置误差

er(t)可在有限时间

T２,i＝T′１,i＋|er,i(T′１,i)|－δ
κ２

＋

１
κ２η(１－α)(|er,i(T′１,i)|１－α－δ１－α) (４２)

时刻收敛至界δ上,渐近收敛至零点.若T１′时刻的位置误差

|er,i(T１′)|≤δ,则有T２,i≤T′１,i.其中,T１′表示神经计算误

差E(t)后３位元素的收敛时间.具体形式见定理１证明.

与定理１相比,定理２神经网络激活函数未作改变,神经

网络计算误差E(t)可在有限时间T１ 时刻收敛的特性不变.

综上,基于二次规划的零化神经网络的机械臂冗余度解

析方案,其末端执行器误差有限时间收敛要求二次规划约束

(２６)或(２８)与零化神经网络(３４)同时满足有限时间收敛

特性.

４　仿真与实验

为验证所提有限值终态零化神经网络的有效性,本章将
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其用于时变方程组数值的求解.冗余机械臂重复运动规划方

面,采用有限值终态零化神经网络求解定参数/自适应参数终

态优化指标,并通过与常规重复运动规划指标的冗余度解析

方案相比较,来验证所提方案的有效性.

４．１　时变二次规划求解

考虑等式约束的时变二次规划问题(１)和(２),已知:

Q(t)＝
cos(t)＋２ sin(２t)

sin(２t) cos(t)＋２[ ] ,p(t)＝
cos(２t)

sin(２t)[ ]
A(t)＝ cos(３t) sin(３t)[ ] ,b(t)＝sin(４t)
由第２章可知,依据最优化理论可将二次规划问题转化

为矩阵方程求解问题:

W(t)y(t)＋v(t)＝０
其中:

W(t)＝
cos(t)＋２ sin(２t) cos(３t)

sin(２t) cos(t)＋２ sin(３t)

cos(３t) sin(３t) ０

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

v(t)＝ －cos(２t)－sin(２t)sin(４t)[ ]T

此时,待解向量y(t)＝[x１(t)x２(t)λ(t)]T,λ(t)表示拉

格朗日乘子.仿真时选取随机初值y(０)＝[２ －１ １]T,神
经网络增益ρ＝１.为验证所提有限值终态零化神经网络的

有效性,采用常规零化神经网络作为对照组,并选取３种典型

的有限值激活函数用于零化神经网络设计,包括线性饱和激

活函数、Sigmoid激活函数以及球型激活函数.仿真结果如

图４—图６所示.为保证比较的公平性,将４种有限值激活

函数的值域范围设置一致,均为[－１,１],具体参数设置为:线
性饱和激活函数中μ＋ ＝１,μ－ ＝－１;Sigmoid激活函数中ζ＝
３;球型激活函数中r＝１;本文所提有限值激活函数中取α＝
１/３,η＝２,３,１０这３种情况以验证参数对收敛性能的影响.
图４给出了基于线性饱和、Sigmoid以及球型激活函数的常规

零化神经网络求解时变二次规划问题的结果.图５给出了采

用有限值终态零化神经网络求解二次规划问题的结果.可以

看出,在同一神经网络参数下,有限值终态神经网络首先收敛

至解析解y∗ (t).值得注意的是,仿真中采用的４类激活函

数均为有限值函数,这表示其可将网络状态映射至一个有限

区间,能保证电路的可实现性.

图４　常规零化神经网络求解时变二次规划的结果

Fig．４　ResultsofsolvingtimeＧvaryingquadraticprogrammingwith

conventionalzeroingneuralnetwork

图５　有限值终态零化神经网络(１１)求解时变二次规划的结果

Fig．５　ResultsofsolvingtimeＧvaryingquadraticprogrammingwith

finiteＧvalueterminalzeroingneuralnetwork(１１)

为更直观地反映误差收敛情况,图６给出了神经网络计

算误差的收敛过程,其中纵轴‖e‖２＝ ∑
n

i＝１
e２
i 表示误差二范

数.可以看出,在初始误差相同,神经网络参数一致的情况

下,基于球型、线性饱和以及Sigmoid激活函数的零化神经网

络收敛速度慢,理论上需要无穷时间才能收敛至精确解,而实

际求解时间有限,导致其计算精度不高;而有限值终态神经网

络在保证有限值特性的同时,可使误差e(t)在有限时间内收

敛至零点.

图６　神经计算误差

Fig．６　Neuralcomputingerrors

４．２　机械臂重复运动规划

本节分别采用常规机械臂重复运动规划方案和本文

所提机械臂重复运动终态优化方案实现 UR５机械臂闭合

圆形轨迹规划.设定 UR５机 械 臂 期 望 回 拢 角 度θd(０)＝
[－π/２,－π/２,－π/２,－π/２,π/２,０]Trad,圆 的 半 径 设 为

０．１５m,其圆面与 XY 平面的夹角为 π/６rad,末端执行器

完成圆形轨迹时间T＝１０s.考虑到机械臂的初始位置不

在期望的运 动 轨 迹 上,将 机 械 臂 的 ６个 关 节 角 初 值 设 为

θ(０)＝θd(０)＋Δθ(０),其中Δθ(０)＝[－０．２５,０,０．３,０,

０,０]Trad.设定仿真增益κ１＝１,κ２＝２,ρ＝１.为验证终

态优化指标的冗余机械臂重复运动规划方案的有效性,本

节进行３组对比仿真实验.
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１)基于二次优化指标的零化神经网络求解方案(QOCＧ

ZNN)

Θ(􀅰)＝􀅰;R(􀅰)＝􀅰;Φ(􀅰)＝􀅰

２)基于二次优化指标的有限值终态零化神经网络求解方

案(QOCＧTZNN)

Θ(􀅰)＝􀅰;R(􀅰)＝􀅰;Φ(􀅰)＝s(􀅰)

３)基于终态优化指标的有限值终态零化神经网络求解方

案(TOCＧTZNN)

Θ(􀅰)＝s′(􀅰);R(􀅰)＝s′(􀅰);Φ(􀅰)＝s(􀅰)

以上３种方案中,除修正函数Θ(􀅰)和R(􀅰)及激活函

数Φ(􀅰)不同外,其余参数一致.有限值激活函数s(􀅰)与

s′(􀅰)中的参数选取为α＝１/３,η＝２,在 TOCＧTZNN方案中,

δΘ＝δR＝０．０１分别表示s′(􀅰)在修正函数Θ(􀅰)和R(􀅰)中

的分段边界取值.

图７给出了采用终态优化指标的冗余机械臂 UR５关节

运动的轨迹.其中,红色虚线为期望末端轨迹,蓝色实线表示

机械臂末端的实际运动轨迹,黑色实线为机械臂连接杆.可

以看到,机械臂末端初始位置在期望轨迹之外,存在初始偏

差.图８给出了相应的机械臂关节角轨迹.可以看出,在一

个封闭轨迹结束后,关节角收敛至期望初始关节角θd(０),实

现了冗余机械臂的重复运动规划.

图７　冗余机械臂 UR５轨迹规划的整体图(电子版为彩图)

Fig．７　Fullviewoftrajectoryplanningforredundantmanipulator

UR５

图８　冗余机械臂 UR５的关节角轨迹

Fig．８　JointanglesofredundantmanipulatorUR５

图９－图１１给出了 QOCＧZNN 方案、QOCＧTZNN 方案

和 TOCＧTZNN方案在冗余机械臂 UR５上的仿真结果,分别

用绿色、蓝色和红色曲线表示.机械臂末端执行器的运动轨

迹如图９所示,其中,期望轨迹表示为黑色虚线.由图可知,

机械臂末端执行器初始位置不同于期望初始位置,在位置误

差反馈项的作用下,机械臂末端执行器随着时间的推移逐渐

收敛至期望轨迹.QOCＧZNN 方案因指标、约束以及神经网

络误差动态的线性设计,机械臂末端执行器误差收敛缓慢.

QOCＧTZNN方案由于终态零化神经网络的有限时间收敛性,

因此二次优化指标中的等式约束在有限时间内成立,一定程

度提高了机械臂末端执行器误差的收敛速度;然而约束中位

置误差反馈项的线性设计没有改变,只能实现机械臂末端执

行器误差的渐近收敛.TOCＧTZNN 方案通过引入约束修正

函数,实现了机械臂末端执行器误差的有限时间收敛.机械

臂末端执行器在 XYZ 轴的位置误差er(t)收敛情况如图１０
所示.在同一初始误差的情况下,相比 QOCＧZNN 与 QOCＧ

TZNN方案,TOCＧTZNN 方案的位置误差在 XYZ 轴上都具

有更快的收敛速度.

图９　UR５末端执行器的运动轨迹(电子版为彩图)

Fig．９　EndＧeffectortrajectoriesofUR５

图１０　UR５末端执行器的位置误差(电子版为彩图)

Fig．１０　EndＧeffectorpositionerrorofUR５

冗余机械臂重复运动规划的关节角偏移问题是影响安全

作业的一大隐患,终态优化指标(TOC)通过引入指标修正函

数Θ(􀅰),增强期望初始关节角θd(０)对当前关节角度θ(t)的

吸引力,有效减小关节回拢误差,具体效果如表２所列.

表２　UR５关节回拢误差

Table２　JointerrorofUR５

关节回拢误差 QOCＧZNN QOCＧTZNN TOCＧTZNN
θ１(１０)－θd１(０) －１．３５×１０－４ －２．１８×１０－５ Ｇ４．４７×１０－９

θ２(１０)－θd２(０) ６．３４×１０－５ １．１７×１０－５ －１．３３×１０－８

θ３(１０)－θd３(０) ７．０２×１０－５ －７．３９×１０－５ ２．９９×１０－８

θ４(１０)－θd４(０) ４．８５×１０－５ ６．０８×１０－５ －９．１１×１０－８

θ５(１０)－θd５(０) ６．１１×１０－５ ５．３６×１０－５ ２．４１×１０－８

θ６(１０)－θd６(０) ０ ０ ０
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　　图１１给出了３种方案的神经计算误差.相比于 QOC方

案,TOCＧTZNN方案的神经计算误差初值E(０)由于指标和

约束修正函数的引入而改变,其误差收敛速度与 QOCＧTZNN
一致,仅受 TZNN影响.机械臂末端执行器的位置误差是冗

余机械臂轨迹规划的重点,神经计算误差的收敛情况不能作

为衡量轨迹规划效果的标准.

图１１　神经计算误差E(t)(电子版为彩图)

Fig．１１　NeuralcomputingerrorE(t)

图１２给出了不同定参数κ２ 的终态优化指标与自适应参

数终态优化指标所得机械臂末端执行器的位置误差,其中红

色实线表示自适应参数终态优化指标所得结果.

图１２　定参数/自适应参数终态优化指标所得机械臂末端位置

误差(电子版为彩图)

Fig．１２　EndＧeffectorpositionerrorofmanipulatorusingfixed/

adaptiveparameterterminaloptimizationcriterion

仿真时,预设系统所能承受的参数范围为[０,５].自适应

参数设定为:

κ２(t)＝５２
πarctan １

４０‖er(t)‖２＋１０－８( ) (４４)

和

κ２(t)＝０．５＋４．５exp(－２０‖er(t)‖２) (４５)

可知:０≤κ２(t)≤５满足系统要求.仿真结果显示采用定

参数终态优化指标可改善机械臂末端执行器误差收敛的进

程.由３．１节可知,过大或过小的参数都会减慢末端误差收

敛的速度,最优定参数的选取往往需要多次尝试,实际运用时

效率低下.带有自适应参数的终态优化指标可解决这一问

题.值得注意的是,TOCＧTZNN方案中指标与约束修正函数

Θ(􀅰)和R(􀅰)均采用平滑修正的有限值函数(３５),以避免有

限值激活函数s(􀅰)在零点附近的高梯度放大误差而导致机

械臂速度突变.图１３给出了采用式(９)和式(３５)所得的机械

臂角速度轨迹.可以看出,平滑修正后的有限值函数(３５)能

有效解决机械臂关节速度突变的问题.

图１３　函数(９)与平滑修正后的函数(３５)所得机械臂的角速度

Fig．１３　Manipulatorangularvelocityobtainedbyfunction(９)

andsmoothedfunction(３５)

下面进一步验证基于终态优化指标的冗余机械臂重复运

动规划方案(TOCＧTZNN)在实际机械臂上的应用效果.将

QOCＧZNN,QOCＧTZNN 和 TOCＧTZNN 方案用于实际机械

臂 UR５,以执行圆形平面轨迹的规划任务.实验平台如图１４
所示.

图１４　实验中所用冗余机械臂 UR５

Fig．１４　RedundantmanipulatorUR５usedinexperiment

为更好地记录实验结果,期望轨迹采用二维平面轨迹,轨
迹直径为１６cm,圆面平行于XY平面,末端执行器完成圆形轨

迹时间T＝１０s.设 UR５机械臂期望回拢角θd(０)＝[－π/２,

－π/２,－π/２,－π/２,π/２,０]Trad,机械臂实际关节角初值为

θ(０)＝θd(０)＋Δθ(０),其中Δθ(０)＝[－０．０５,０,０,０,０,０]Trad.
实验参数选取与仿真一致,实验结果如图１５所示.从图中易看

出,在初始关节偏移的情况下,TOCＧTZNN方案的冗余机械臂

末端位置误差收敛速度快,期望轨迹跟踪任务的完成度更高.

(a)QOCＧZNN (b)QOCＧTZNN (c)TOCＧTZNN

图１５　UR５末端执行器的运动过程

Fig．１５　MovementofendＧeffectorofUR５
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结束语　本文提出一种有限时间收敛的有限值终态

零化神经网络来求解时变二次规划问题.针对初始偏差

下的冗余机械臂重复运动规划问题,提出一种定参数/自

适应参数终态优化指标,采用有限值终态零化神经网络方

法求解,可在改善机械臂关节回拢精度的同时实现末端执

行器位置误差的有限时间收敛,并理论分析了所提网络的

有限时间收敛性.为保证机械臂的平稳运行,提出平滑修

正的有限值 函 数 用 于 终 态 优 化 指 标.基 于 冗 余 机 械 臂

UR５ 开 展 了 QOCＧZNN,QOCＧTZNN 以 及 TOCＧTZNN

３种方案的重复运动规划仿真与实验,结 果 验 证 了 TOCＧ

TZNN方案的有效性.
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“多模态手写签名识别与鉴别关键技术及应用”科技成果

鉴定会在线上举行

　　３月２５日,新疆大学、华南理工大学等单位完成的“多模态手写签名识别与鉴别关键技术及应用”科技成果鉴定会在线上

举行.
鉴定委员会由CCF会士、中国科学院院士、北京大学梅宏教授担任主任委员.中国工程院院士、中南大学桂卫华教授,

CCF会士、副理事长、中国科学院院士、清华大学胡事民教授,CCF虚拟现实专委主任、北京理工大学王涌天教授,CCF会士、人
工智能与模式识别专委主任、山西大学梁吉业教授,南京邮电大学刘青山教授,北京科技大学殷绪成教授,CCF常务理事、北京

师范大学黄华教授,CCF会士、中国科学院软件研究所张健研究员担任委员.CCF会士、中国工程院院士、新疆大学吾守尔􀅰
斯拉木教授出席鉴定会,并代表完成单位致辞.出席本次会议的项目组成员有CCF常务理事、新疆大学库尔班􀅰吾布力教授、
阿力木江􀅰艾沙教授、徐学斌老师,华南理工大学金连文教授、康文雄教授等.

库尔班􀅰吾布力教授代表成果团队汇报项目的研制报告、技术总结报告、查新报告和应用报告.北京科技大学殷绪成教授

宣读测试意见和测试组名单,南京邮电大学刘青山教授宣读资料审查报告和资料审查组名单.成果团队分别演示了多文种离

线手写签名识别与鉴别系统、多文种在线手写签名识别与鉴别系统、空中签名识别与鉴别系统以及视听多模态手写签名识别与

鉴别系统软件.
该成果由新疆大学、华南理工大学、华云(河北雄安)大数据科技有限公司、乌鲁木齐市公安局刑事侦查支队、新疆恒正司法

鉴定中心等单位共同完成,研究从２０１１年至今历时１４年.成果提出了多种适用于维、哈、柯文签名的局部和全局特征,设计了

特征融合和特征匹配的策略,实现了维、哈、柯签名的自动识别与鉴别;提出了一种基于深度学习的动态签名验证框架 SynＧ
Sig２Vec,无需训练即可发现熟练伪造者攻击;提出了一种基于视听技术和深度学习的多模态手写签名验证方法 MMHSV,进
一步提升了识别与鉴别的准确率.成果构建了融合在线录入、离线采集和空中签名轨迹的多模态签名数据集,开发了系列软

件,取得了软件著作权２１项,获得授权发明专利１１项,发表学术论文７０余篇,出版专著２部.项目研究过程中,培养博士生２
人,硕士生３２人,青年教师８人;指导学生多次在学科竞赛中获得佳绩包括三项国际学科竞赛３项冠军.项目成果在乌鲁木齐

市公安局刑侦支队、新疆恒正司法鉴定中心、新疆法团律师事务所等１０多家公安刑侦、司法鉴定中心、律师事务所及企业推广

使用,经济和社会效益显著.
经质询讨论,鉴定委员会认为,项目在多模态手写签名(尤其是新疆少数民族多文种签名)识别与鉴别方面取得了创新性成

果,具有自主知识产权,整体技术达到国际先进水平,其中基于视频的空中签名鉴别技术、视听多模态签名识别与鉴别技术达到

国际领先水平,同意通过科技成果鉴定.

CCF对被评级成果出具鉴定证书,可作为项目验收、科技奖励申报、科技成果登记、新产品税收优惠、科技计划立项、生产

许可证审批、技术转让、科技成果宣传推广、资产评估和知识产权等的依据,详情可邮件或电话咨询.欢迎各高校、科研院所、企
业和个人积极申请科技成果评价.
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