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摘　要　从计算机科学中的具体悖论实例出发,使用对角线方法来说明一类悖论的生成机制,并指出自指代现象是悖

论产生的深层次原因.传统的应对策略往往采用回避的方式,简单禁止自指代以避免悖论.从量子力学和范畴理论

两个新视角出发,给出容纳悖论的新模型.结果表明,从新角度审视悖论不仅可以使悖论在某些新领域得到合理解

释,而且能提供认识问题本质的新思维.
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１　引言

悖论指的是在逻辑上可以推导出互相矛盾的结论,但表

面上又能自圆其说的命题或理论体系.在数学中,悖论的抽

象公式就是A⇔¬A.悖论看似自相矛盾,其实往往揭示了

某些重要问题的真实本质.
悖论是科学研究中不可回避的问题.康托于１９世纪末

创立的朴素集论逐渐成为了数学大厦的基础.随着人们对集

合论的深入了解,集论本身也暴露出了一些问题,最著名的就

是罗素于１９０２年提出的罗素悖论,这从根本上撼动了朴素集

论的根基地位,引发了数学史上的第三次危机[１].人们意识

到集合论并不完善,并在之后提出了公理集论系统.理论数

学中的塔斯基定理、哥德尔不完全定理以及理论计算机科学

中的停机问题[２],都与悖论有着密切的联系.
探究悖论能让我们更加清晰地认识事物的本质,发现新

的问题研究领域.国内外学者对悖论的研究[３]主要有以下几

个方面:罗素的简单类型论和分支类型论、塔斯基的语义层次

理论、鲍契瓦的三值逻辑、克里普克的真值间隙论[４]等,但这

些都不能圆满地解决悖论问题.近年来,众多学者在不同的

领域研究悖论问题,极大地深化了对悖论的认识.范畴论[５]

是研究对象之间保持结构关系的数学,研究一般化的所有对

象,是抽象刻画数学对象的有力工具.Yanofsky[６]于２００３年

在卡积闭范畴中利用不动点定理解释了多个自指代悖论;量

子力学[７]也是解释悖论的一种新的研究工具,在量子力学中

存在波函数,其将量子模型与人类认知理论联系起来[８].关

于悖论和自指代的关系,Yablo[９]于１９９３年提出了基于无限

关系的非自指代悖论;Priest[１０]于１９９４年指出了一类自指代

悖论的统一结构;SMITH[１１]于２０００年提出了解决自指代悖

论的统一方法;Parent[１２]于２０１６年说明语义悖论均由自指代

所导致.
本文第２节从计算机科学中一些具体的悖论实例出发,使

用对角线方法来说明涉及自指代否定的问题必然导致悖论;第

３节给出容纳悖论的模型,对悖论进行新的解释;最后总结全文.

２　一类悖论的生成机制

本节以集合论中的罗素悖论、离散数学中的理发师悖论、
说谎者悖论以及计算理论中的停机问题为例,使用对角线方

法来探究这类自指代悖论的生成机制.
对角线方法[９]可描述为:设R 是集合A 上的二元关系,

D＝{a∈A|(a,a)∉R}称作R的对角线集合,对于每一个a∈
A,令Ra＝{b∈A|(a,b)∈R},则 D 与每一个Ra 都不相同.
简单来说,对角线上的补元素一定与每一行对应元素不同.

作为一种证明方法,对角线方法构造出了一个超越可数

无限的“新对象”.因此,可以说,对角线方法实现的是质的变

化,从现有的层次到达一个更高的层次,是从系统之外看待问

题的一种方式.康托定理证明形象地体现出了这一点.首



先,假设从自然数集到自然数集上的函数全体是可枚举的,得
到一个函数可枚举列f０,f１,f２,.通过改变对角线上的元

素构造出函数g,g(n)＝fn(n)＋１,不妨设g 在枚举列中为

fk,此时自指代作用在其编号k上,会得到g(k)＝fk(k)＝

fk(k)＋１,矛盾.因此,g作为“新对象”,在形式系统内部是

不能处理的,否则会出现不一致.
对角线方法在计算机科学中有着广泛的应用,著名的塔

斯基定理和哥德尔不完全定理的证明都两次用到了对角化思

想.以下用计算机科学中的实例来说明其在自指代悖论中的

关键作用.

２．１　罗素悖论

１９０２年,罗素构造了一个“集合”S,S＝{a|a∉a}.考虑

S是否属于它自身时,会得到S∈S⇔S∉S,导致悖论.
对角线方法可以形式化地揭示导致该悖论的原因.由S

的定义可知,任意集合a属于S 当且仅当a 不属于自身,即

a∈S⇔a∉a(第一次对角化),通过“所有不属于自身”的集合

性质构造出一个新“集合”S.当取集合a为S,且S作用到自

身时,得到S属于S 当且仅当S 不属于自身,即S∈S⇔S∉S
(第二次对角化),导致悖论.可以看出,集合属于关系的两次

对角化导致罗素悖论的出现.解决此悖论的传统公理集论认

为,这样构造的S不是集合,而是真类.
罗素悖论的产生机制同样适用于理发师悖论.

２．２　理发师悖论

在一个小镇上,有一个理发师,他只给镇上不给自己理发

的人理发,问题是他该不该给自己理发?
设理发师A 给某个人X 理发,表示为AX.而A 只给镇

上不给自己理发的人理发,则表示为AX⇔¬XX(第一次对角

化).当理发师A 的理发行为作用到自身时,就表示为AA⇔
¬AA(第二次对角化),导致悖论.归结于理发行为的两次对

角化必然导致理发师悖论.为了避免理发师悖论,解决此悖

论的传统方法认为,这样的小镇不存在,没有这样的理发师.

２．３　说谎者悖论

说谎者悖论是另一个著名的语义悖论,是典型的由于语

言层次不分明导致的自指代悖论.有多种形式,比如“我正在

说谎”“(１):(１)是错的”等.
以“我正在说谎”为例,假设“我”在说谎,则该语句内容

“我正在说谎”是个谎言,又推出“我没说谎”;如果“我”没说

谎,则语句内容为真,即“我正在说谎”,导致悖论出现.通俗

地讲,内容里的“说谎”是一种否定,即第一次对角化;命题的

内容涉及对自身的判断,即第二次对角化.语句真值的两次

对角化导致说谎者悖论的出现.为了避免出现类似的悖论,
传统的解决方法认为“我在说谎”这样的表述无意义.

２．４　停机问题

停机问题:是否存在这样一个停机程序halts(P,X)能正

确地判定在输入X 上程序P 是否停机?
图灵停机问题一直是理论计算机科学中重要的问题,使

用两次对角化过程可以给出解答.
第一次对角化,用它编写一段程序diagonal(X):

a:ifhalts(X,X)thengotoaelsehalt
现在第二次对角化,问题是diagonal(diagonal(X))是

否停机? 答案是奇怪的.它停机当且仅当halts(diagonal
(X),diagonal(X))调用为否,也就是不停机,导致悖论.则

说停机程序不存在.
事实上,对角化方法可以简化为 两 步:第 一 次 对 角 化

AX⇔¬XX;第二次对角化是取 A 为X,得到 AA⇔¬AA.
两次对角化过程必然导致悖论.

２．５　悖论的生成机制

所有上述这些例子都说明了一个问题:当涉及自身判断

时,就会出现问题.任何事物都不能“讨论”自己的真值或“描
述”自身性质,也就是自指代思想.自指代现象才是这类悖论

产生的深层次原因.
然而在系统中通过禁止自指代来避免悖论的出现,是一

种消极的态度.在罗素悖论中,把一部分“集合”解释为真类

(properclass)以保证集合论的一致性;解决理发师悖论时,就
简单地认为不存在这样的小镇;对于说谎者悖论,这种自指代

语义悖论被看作是无意义的表述;在停机问题中,认为停机程

序不存在.用这类限制的方法避免悖论的出现,并没有从正

面接受悖论确实存在.以下将从新的视角,尝试找到容纳悖

论的新模型.
悖论并不是矛盾,随着我们认识的深入,其在塔斯基定理

和哥德尔不完全定理中发挥着积极的作用.塔斯基定理,类
似于说谎者悖论,可看作是说谎者悖论在形式语言下的不可

翻译.塔斯基定理,说明在任何一致的算术系统中不能定义

自身的真值谓词.而在哥德尔不完全定理的证明中,“该命题

不可证明”的论述可看作是将“真”变为“可证”的说谎者悖论

在机器语言下翻译的结果.哥德尔不完全定理,说明任何包

含算术的数学系统都不能完备地讨论他们自身的可证性.悖

论进一步深化了我们对问题的本质认识.

３　悖论的解释

悖论的出现,是因为自指代导致了真假值不相容的局面.
因此,我们试图找到新的领域,以更好地处理自指代问题,解
释真假共存现象,从而找到容纳悖论的模型.在量子力学中,
将悖论看作是一种认知实体,测量之前处于一个亦真亦假的

叠加态中.当我们对其认知测量时,才会坍缩成某一本征态,
真或假.同样地,在范畴理论中,将真假与特定时刻对应起

来,某一语句的真值并不是固定不变的,而是随时间演化的,
这一时刻为真,下一时刻可能为假.利用范畴理论中的集合

值函子(时序集合)建立容纳悖论的新模型.基于新的视角,
悖论也提供给我们认识事物的新思维.

３．１　量子力学视角

量子力学中的核心概念———波函数为解释悖论提供了新

的工具.科学家利用波函数来计算粒子拥有某种特性(如处

于某个确定的位置而非其他位置)的概率.波函数并非是真

实存在的,正是测量本身使得被测量的特性成为真实存在.
量子理论认为,对一个量子的测量会对它本身的状态产

生干扰,测量得到的结果不是量子本身的状态,而是干扰后的

状态,会坍缩成量子的本征态.类似地,在说谎者悖论中,如
果把说谎者悖论看成一个认知实体,每次读句子和进行假设

的过程就是一个测量的过程.
对于单个说谎者悖论“(１):(１)是错的”,可以从量子力学

的角度进行解释.
以量子力学中自旋１/２的粒子为例,该粒子具有两个本

征态:自旋向上和自旋向下.它在恒定磁场中的振荡与说谎

者悖论命题真假的判定有异曲同工之妙.因此,根据自旋１/

２的粒子表示方法,在希尔伯特空间里,Ψ 表示说谎者悖论原

本的状态:

ψ＝ctrue
１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷＋cfalse

０
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

０７ 计 算 机 科 学 　２０１８年



对应的投射算子Ptrue和Pfalse分别为:
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在量子力学描述下,在叠加态 Ψ 下进行真值测量后,改
变了原来的状态,结果为真或假时,表述如下:
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因此,从认知实体的角度,认为说谎者悖论作为一种认知

实体,与量子具有相似的上下文相关性质,即测量的过程会对

测量对象产生干扰,利用自旋１/２粒子的自旋向上和向下分

别描述一个说谎者悖论的真假情形,避开了矛盾对立面真假

不相容的局面.
在量子力学的视角下,利用量子的叠加态,说谎者悖论真假

值得以共存,避免了不相容的局面,得到了容纳悖论的一种模型.

３．２　范畴理论视角

范畴论专注于对象间相关的结构关系———态射,即“箭头

理论”,而不关注对象内部的结构.函子[１４]是范畴间的态射,
由于结构保持性,集合值函子可以将复杂的范畴通过态射作

用到集合范畴,再在集合范畴里解释其结构性质.一个句子

的真假在某个特定的时刻是确定的,将某个时刻与特定的阶

段对应起来.在不同的阶段,语句得到的真值可能不一致.
具体来说,在集合范畴中,用映射来表示集合元素更具有

一般性.集合中的元素用单点集{∗}(终对象)到该集合的映

射来刻画.例如,集合A＝{a,b,c}的元素有３个,分别为a,

b,c.相应地,单点集(终对象)到A 的映射分别记为a－,b－,c－,
与集合里的元素一一对应.这样,就可以从映射的视角看待

元素,记作a－∈{∗}A,这里的单点集{∗}是元素a－ 的上下文.
由此推广得出集合元素的“新”概念———广义的集合元素,其
个数取决于上下文到该集合映射的个数.例如,上下文由单

点集改为含有两个元素的集合{∗,},此时由映射决定的A
的元素个数为９,不再是３.这样,通过改变上下文,集合元素

个数也会随之改变.若该上下文是空集,空集到A 只有唯一

的空映射,此时集合A 中的元素就是１个.
根据对集合元素的“新”理解,我们可以给出悖论的一种

新解释.
考虑增加了Cont类型的布尔代数(bool,Cont,T,F,¬,

∨,＝),带有新函数C:Cont→bool.其满足公理:

¬(C(x))＝C(x):bool[x:Cont]
经典情况下,Cont默认为单点集,记作¬(C(x))＝C(x):

bool[],函数C 表示为单点集到bool类的映射,此时映射有

两种,bool类中就有两个不同的元素T 和F,可区分判断

C(x)与¬C(x),若满足上述公理,就出现T＝F:bool[]的情

形,从而导致悖论.除非Cont类型为空,C为唯一的空映射,

bool类中有唯一元素,此时C(x)＝¬C(x):bool[Ø]成立,但
只是平凡的情况.

以下借助时序集合,在不同阶段下通过改变上下文来构

造出特殊的非空类型Cont,使得每个时刻下函数C 都具有唯

一映射,即可满足上述公理,解释了该悖论.
考虑带有函数EX:X→ω 的时序集合X,ω 代表序数集

合,函数EX 对X 中的每个元素指派ω 中的一个时刻.X 上

有函数(－)＋ :X→X 代表集合X 随时间的演化过程,满足

EX(x＋ )＝EX(x)＋１.对于时序集合间的映射f:X→Y,满足

时间不变性(EY(f(x))＝EX (x))以及演化不变性(f(x＋ ))＝
f(x)＋ .将bool类型解释成在０时刻有两个不同的元素{T,

F},自１时刻以后演化成单点集的时序集.而Cont类可看作

一个在０时刻是空集,自１时刻以后是单点集的时序集.
对于函数C:Cont→bool,在０时刻,取Cont为空类型,

bool为{T,F},则 函 数 C 有 唯 一 的 空 映 射,那 么 C(x)＝
¬C(x):bool[x:Cont]成立.１时刻开始,Cont类型演化为单

点集,bool类型也演化为单点集,函数C:Cont→bool同样只

有唯一映射,那么C(x)＝¬C(x):bool[x:Cont]成立.此时,

Cont类型不是平凡的(空类型).
根据集合元素的“新”解释,借助时序集合,构造出“新”类

型Cont,满足该公理C(x)＝¬C(x):bool[x:Cont],悖论得以

解释.
结束语　两次对角化过程必然导致悖论,对角线方法是

探究自指代悖论生成机制的有力工具.这类悖论的出现是因

为在系统内部涉及自指代问题都会出现不一致,简单禁止自

指代实际上是一种消极的避免悖论的方法.
基于新视角,积极地看待悖论,从量子、范畴的角度来重

新对悖论进行解释,给出了容纳悖论的模型.从量子力学视

角,说谎者悖论作为一个认知实体,处于亦真亦假的叠加态,
测量会改变语句原来的状态.在范畴理论领域,利用上下文

获得推广的集合元素的新概念,构造出随时间演化的集合值

函子(时序集合),建立了容纳悖论的模型,进一步深化了我们

对悖论本质的认识.
随着对悖论的深入认识,非自指代悖论———Yablo悖论

及Curry悖论将是以后探究的内容.
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