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摘　要　旅行售货商问题(TravelingSalesmanProblem,TSP)是运筹学中经典的组合优化问题,属于 NP难问题.问题的目标

是求解旅行商的环游路径,使其在经过每个城市一次后返回起点且路径长度最短.为求解此问题,提出基于指针网络的深度强

化学习算法(２＋HRL),融合了２Ｇopt算法和图注意力模型.使用图注意力网络提取城市节点的局部和全局结构信息,运用双

向 LSTM 进行路径信息提取,期间利用２Ｇopt策略,通过局部交换改进路径;进而使用 REINFORCE算法进行策略网络的梯度

优化,结合熵奖励函数避免陷入局部最优解,使用值函数对评价网络参数进行改进.实验结果证明,２＋HRL优于传统启发式

算法和精确算法,而且与一些深度强化学习算法相比较时,在较低的训练次数下,２＋HRL具有更快的计算速度,更准确的计算

精度;在增加训练次数后,模型的优化效果也超越了相比较的其他深度强化学习算法.
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Abstract　TSPisaclassicNPＧhardcombinatorialoptimizationprobleminoperationsresearch,aimedattheshortestpossiblecyＧ
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１　引言

旅行售货商问题(TSP)要求找到经过每个城市一次并返

回起点的最短路径.在二维对称 TSP 问题中,城市节点si

(i∈{１,􀆺,n})的坐标以数组(xi,yi)的形式给出,目标是需要

找到一条节点不重复的路径S＝(sk１
,sk２

􀆺,skn
),使路径的长

度最短.若用‖si－sj‖２表示si与sj的欧氏距离,则 TSP的目

标可写为:

minL(S)＝‖skn －sk１ ‖２＋∑
n－１

i＝１
‖ski －ski＋１ ‖２ (１)

多年来,众多学者针对 TSP提出不同的求解方法.这些

方法可以分为精确算法和启发式算法.精确算法,如 ConＧ
corde求解器[１],在小规模 TSP问题上表现优异,但在大规模

问题上耗时过长,难以扩展.启发式算法,如最近邻算法[２]、

LKH 算法[３]、kＧopt[４]、模拟退火算法[５]等,在较短时间内可

以得到可接受的解,但其性能依赖于初始解,并易陷入局部最

优解.这限制了其在更复杂场景中的适用性.总之,由于

TSP问题的 NP难性质,传统方法在求解大规模实例时,所需

时间呈指数级增长,难以推广使用.

于是,人 们 便 将 目 光 转 向 了 计 算 机 领 域.其 实,早 在

１９８５年 Hopfield等[６]就尝试用神经网络求解 TSP问题,但

收效甚微.近年来,深度学习和强化学习的发展为解决 TSP
问题提供了新思路,可以在无需手工设计启发式规则的情况

下优化解的质量并提高效率.之后,基于监督学习、强化学习

以及相互结合的新型算法引入了自动学习机制[７],能够扩展

到各式组合优化问题中.Vinyals等[７]提出了基于监督学习

的模型,但依赖于大量标注数据,只适用于规模较小且结构简
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单的场景.Nowak等[８]基于图神经网络的监督学习框架,通

过束搜索生成可行解.Bello等[９]采用基于强化学习的方法,

通过与环境的交互学习求解策略,避免了对标注数据的依赖,

具备更强的扩展性.Khalil等[１０]结合图卷积网络和强化学

习,提出一种新的 TSP求解方法,通过学习图节点的局部和

全局结构特性提升求解效率.Kool等[１１]利用注意力机制设

计了一种基于 Transformer的模型,增强了算法处理复杂图

结构问题的能力.Joshi等[１２]用基于图卷积网络的模型来解

决旅行商问题,但该方法作为非自回归模型,面临着输出条件

受限以及束搜索带来的高昂计算成本这两方面的挑战.尽管

这些方法在局部优化和路径生成上取得了显著进展,但存在

依赖额外程序或技术的局限性.

为提升启发式算法性能,研究者开始探索自主学习改进

策略的方法.例如,Wu等[１３]结合 Transformer架构和图注

意力网络,使用２Ｇopt方法进行节点交换,但固定输出嵌入限

制了其扩展性.Deudon等[１４]改进神经组合最优化模型并在

推理阶段加入２Ｇopt操作以提高解的质量.DaCosta等[１５]采

用了图卷积网络(GCN)来编码图信息,使得算法更具扩展性

和效率.然而,GCN 的表达能力有限,可能无法充分捕捉所

有关键信息.

因此,为进一步提升求解效率和模型的自适应性,开发无

需额外程序支持且能够自动优化的解决方案,是一个需要持

续研究的方向.本文在这方面进行探索,提出了一种基于策

略梯度的深度强化学习算法,通过 GAT 图注意力网络提取

城市节点信息,结合指针网络指导节点选择,并通过２Ｇopt移

动逐步优化路径,力争在样本信息提取和收敛速度上更为高

效,更快地接近最优解.

２　kＧopt启发式算法

kＧopt是一种常用的局部搜索算法,常用于求解 TSP等

组合优化问题.通过移除当前路径中的k条边,并以不同方

式重新连接路径片段,试图找到更优解.在实际应用中,k的

取值通常为２或３,即２Ｇopt和３Ｇopt算法.

Sui等[１６]将３Ｇopt融入深度强化学习和特征调制网络中,

以提升求解 TSP问题的效率.然而,就如 Uddin等[１７]所说,

３Ｇopt的计算复杂度较高,尤其在大规模问题中,重连组合过

多导致运行时间变长.相比之下,２Ｇopt由于仅移除两条边进

行重新连接,计算复杂度较低,更适合大规模问题或需要快速

生成可行解的场景.

在２Ｇopt算法中,选择一个初始路径S０＝(s１,s２,􀆺,sn),

该路径访问每个城市一次并返回起点形成闭合回路.接着,

在当前路径中选择两条不相邻的边(si,si＋１)和(sj,sj＋１)(i＜

j),将这两条边移除,并连接(si,sj)和(si＋１,sj＋１),形成新路径

Si＝(s１,􀆺,si,sj,sj－１,􀆺,si＋１,sj＋１,􀆺,sn)(见图１).路径长

度变化量ΔM 定义为:

ΔM＝‖si－si＋１‖２＋‖sj－sj＋１‖２－‖si－sj‖２－

‖si＋１－sj＋１‖２ (２)

若ΔM＞０,即新路径长度短于原路径长度,则认为２Ｇopt
操作为“理想的”;若ΔM＜０,则认为２Ｇopt操作为“不理想

的”.重复执行上述操作,直到达到迭代次数或无法找到任何

改进为止.

(a)

(b)

图１　(b)为(a)进行２Ｇopt中所得路径

Fig．１　(b)isthepathafterperforming２Ｇoptform (a)

尽管２Ｇopt算法在提高解的质量、优化求解时间和简化

操作过程中取得了良好平衡,但它仍然容易陷入局部最优解.
为了克服局部最优的限制,本文将机器学习算法与２Ｇopt结

合,提出一种基于强化学习的策略来寻找 TSP的最优解.

３　TSP建模转换

将 TSP问题建模成马尔可夫决策过程(MDP),定义状态

S,动作A,状态转移,奖励函数R 和折扣因子λ.Wang等[１８]

证明参数能全面描述旅行售货商与城市网络之间的交互过

程,帮助做出最优决策并最大化长期回报.参数的具体设置

为:状态S定义为(St,St′),其中St为时间步t的当前状态,

St′为历史搜索过程中的最优状态,即:

St′＝ min
S∈(S０,S１,􀆺,St－１)

L(S)

针对 TSP问题,状态S与路径S 等同.

１)动作A 定义为(A１,A２),其中A１,A２分别代表２Ｇopt移

动中的起点和终点.例如图１中的２Ｇopt移动由动作(i,j)
得到.

２)奖励函数Rt定义为,在当前状态S执行动作A 后获得

的奖励的期望值,即Rt＝L(St′)－L(St＋１).其中,L(St′)是
直到时间步t为止找到的最短路径.当Rt为负时认为奖励为

正,反之奖励为负.

３)状态转移函数定义为,若奖励函数的值为正,则更新历

史最优状态S′为当前状态S;反之,则不进行任何改动.

４)最大期望回报定义为Gt＝ ∑
T－１

i＝t
λi－tRi,表示从当前时间

步t开始,直到最大时间步T 的累计期望回报,其中λ代表折

扣因子,Ri代表在时间步i获得的即时奖励.

４　强化学习算法

本文使用强化学习算法,通过累计奖励函数,不仅考虑当

前步骤的即时改进,还评估这些决策对未来产生的长期影响.
相比于关注短期优化的贪婪算法,强化学习算法可以根据路

径的全局特性选择对全局解更有利的路径.
本文基于指针网络,整合了评论家Ｇ行动家模型和编码Ｇ

解码模型,简记为２＋HRL.本文将模型划分为两部分:策略

网络和评价网络(见图２).策略网络接受当前状态S和图的

拓扑结构作为输入,输出最优策略πθ(A|S|)(见４．３．２节),然
后进行２Ｇopt移动,从而生成一个新的候选路径Si.评价网络

专注于处理历史最优状态St′,输出状态价值估计Vϕ(S
－)(见

４．４节)来评估当前路径的质量.在每次路径调整后,算法更

新策略网络和评价网络的参数.
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图２　模型整体架构

Fig．２　Overallarchitectureofthemodel

４．１　嵌入层

在模型的嵌入层,首先对初始随机路径S０进行处理.将

二维坐标通过嵌入操作转换为x０
i＝Wxxi＋bx,Wx和bx分别为

映射矩阵和偏置,且Wx∈Rd×d,bx∈Rd.然后计算任意节点

si与节点sj间的欧氏距离eij＝‖si－sj‖２.考虑到本文聚焦

于对称 TSP问题,所得出的欧氏距离矩阵必须为对称矩阵.

为确保其在计算过程中保持对称性,进行对称归一化处理,计

算公式为:

e－ij＝
eij

∑
n

i＝１
eij∑

n

j＝１
eij

(３)

４．２　图注意力网络(GAT)

本文针对 TSP问题采用图注意力网络(GAT)(见图３).

其基本思想是,通过计算邻居节点特征分数,使每个节点获得

不同的权重.然后利用训练得出的自适应权重矩阵,计算各

节点与邻居节点间的注意力分数.

本文使用层归一化方法对注意力机制进行处理,以避免

信息丢失,并增强训练的稳定性.因此,注意力分数计算

式为:

K＝LayerNorm(softmax(Waxi＋ba)) (４)

其中,Wa∈Rd×d 为权重矩阵,ba ∈ Rd 为偏置项,LayerNorm
为层归一化.

如图３所示的 GAT 结构图中,节点特征通过线性层映

射为与节点数相同的维度.例如,对于有２０个城市节点的

TSP实例而言,将第l层节点坐标xl
i映射为２０×２０的矩阵.

然后,通过softmax函数得到初始注意力分数,并使用层归一

化进行标准化.在获得注意力分数K 后,利用整合公式ml
i＝

xl
i×K与各个节点进行特征整合.因此,ml

i不仅可以反映自

身属性,也综合了与其他节点的关系强度,能够增强模型对节

点重要性的感知能力.

图３　GAT网络结构

Fig．３　ArchitectureofGATnetwork

本文选择卷积操作体现每个节点及其邻域内其他节点的

特征.卷积操作的计算式为:

ml＋１
i ＝ml

i＋ReLu(∑
j∈N(i)

e－ij(Wl
gml

j＋bl
g)) (５)

其中,Wl
g∈Rd×d,bl

g∈Rd,Wl
g和bl

g分别是l层的权重和偏置;

N(i)表示节点i的邻接节点集合;e－ij为对称归一化后的欧氏

距离,ReLu为线性整流函数,用于引入非线性机制,有助于捕

捉更复杂的模式和特征组合,提高模型的表达能力.

对L层卷积层处理后得到的卷积输出mL
i ,进一步运用多

头注意力机制(MultiＧHeadAttention,MHA),增强模型的特

征提取能力.将注意力计算分为多个独立的头,每个头专注

于数据的不同部分,计算出不同的注意力权重.MHA 的计

算式为:

fL
i ＝∑

Q

n＝１
ReLu(∑

j∈N(i)
e－ij(WL

zmL
j ＋bL

z)) (６)

其中,e－ij为城市间的欧氏距离,WL
z ∈Rd×d为权重,bL

z ∈Rd为

偏置,Q为 MHA中的头数.最终,使用Zi＝fL
i 来表示每个节

点的嵌入表示.通过将卷积输出与 MHA 进行结合,可以从

不同角度理解邻居节点间的关系,有利于模型捕捉全局信息.

此外,通过并行学习的方式,还可以提高模型的鲁棒性和泛化

能力.

４．３　策略网络

４．３．１　策略编码器

为表示学习状态S的节点序列,本文采用 LSTM 网络.

考虑到研究对象为对称 TSP问题,即 TSP图为无向完全图,

故设置正向和反向两个LSTM(见图４).

图４　双向LSTM 简略图

Fig．４　SimplifieddiagramofbidirectionalLSTM

图４描述了处理和学习节点序列特征的过程,其中,Zi为

节点最终嵌入表示,hn
→
和hn

←
分别对应正向和反向 LSTM 的输

出隐藏状态.正向 LSTM 从序列的开始到结束处理节点表

示zi
→ ,并生成最终隐藏状态hn

→ ;反向LSTM 则从序列的结束到

开始处理,生成最终隐藏状态hn
← .这种双向结构允许模型不

仅捕捉从前到后的依赖性,而且也能从后到前的捕捉依赖性,
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从而提供一个更全面的序列表示.

图５展示了正向LSTM 和反向LSTM 的详细过程,以左

侧的正向LSTM 为例,节点最终嵌入表示zi
→ 与前一刻的隐藏

状态h
→
i－１输入到遗忘门,以决定需要遗忘的记忆.同时,输入

门确定哪些新信息将被存储到细胞状态,并将新信息添加到

细胞状态中,从而更新其内容.接着,新的细胞状态c
→
i,上一

个时间步的隐藏状态h
→
i－１以及当前节点嵌入表示Z

→
i被输入到

输出门中,输出门根据这些信息生成当前的隐藏状态h
→
i,并基

于当前的细胞状态c
→
i产生输出.

由于 TSP问题中路径是一条环路,因此在学习节点路径

表示时,需要将正向路径和反向路径的初始值分别设置为路

径的末端和起点:

(h
→
０,c

→
０)＝LSTM(Z

→
n,０)

(h
←
n＋１,c←n＋１)＝LSTM(Z

←
１,０){ (７)

进而,将正反方向的节点路径整合为一个通用的节点

表示:

oi＝tanh((Wfh
→
i＋bf)＋(Wbh

←
i＋bb)) (８)

其中,Wf,Wb∈Rd×d,bf,bb∈Rd.通过将正向隐藏状态h
→
n和

反向隐藏状态h
←
n进行整合,最终得到 TSP路径整体表示hn＝

h
→
n＋h

←
n.

图５　正向LSTM 图(左),反向LSTM 图(右)

Fig．５　ForwardLSTMdiagram(left),backwardLSTMdiagram(right)

４．３．２　策略解码器

这部分的目标是学习一个随机策略πθ(A|S|),即在给定

状态S的情况下,为能够减少路径长度的节点分配更高的选

择概率.其计算式如下:

πθ(A|S|)＝∏
k

i＝１
Pθ(Ai|A＜i,S|) (９)

式(９)表示在给定状态S和动作A＜i的前提下,序列A 中

每个元素Ai的条件概率乘积.其中Ai对应于动作A 中的第i
个节点,A＜i表示已经采样过的点,θ为网络参数.因使用２Ｇ

opt,故将k设置为２.

为计算每个元素Ai的条件概率,需要将整合后的路径序

列表示转化为查询向量qi:

qi＝tanh((Wqqi－１＋bq)＋(Wooi－１＋bo)) (１０)

其中,bq,bo∈Rd×d,bq,bo∈Rd.并且,oi的初始值o０从均匀分

布U － １
d

,１
d

æ
è
ç

ö
ø
÷中随机初始化,而qi的初始值q０为:

q０＝Wshn＋bs‖WS′hn′＋bS′＋max(Z１,Z２,􀆺,Zn) (１１)

其中,WS,WS′∈Rd
２×d;bS,bS′∈Rd

２ ;max(Z１,Z２,􀆺,Zn)是当

前状态S的节点嵌入表示的最大池化结果.

模型通过整合路径表示oi和查询向量qi来预测节点在动

作空间上的输出分布,以实现节点的选择机制,即:

ui
j＝

vTtanh(Koj＋Qqi), j＞Ai－１

－∞, 其他{ (１２)

其中,K 和Q 为注意力矩阵,K,Q∈Rd×d;v为一个向量,v∈
Rd;Ai－１为上一步骤选择的城市.设置j＞Ai－１,即当前选择

的节点j必须位于前一个节点Ai－１之后.这样可以保证节点

选择的过程中满足顺序约束.同时还可以过滤掉不满足顺序

的点以减少搜索空间.得到节点的输出分布后,通过式(１３)

来计算节点的概率分布:

pθ(Ai|A＜i,S)＝softmax(Ctanh(ui)) (１３)

其中,ui为节点的输出分布,超参数C 用于将ui限制在[－C,

C]之间,从而确保输出在合理的范围内,使模型能够在小动

作空间中高效地进行节点选择.最终,根据概率分布值选择

的两个城市进行２Ｇopt移动.

４．４　评价网络

评价网络与策略网络使用相同的编码器结构,均通过

GAT网络提取节点特征,并使用双向 LSTM 来整合节点路

径表示.两者的区别在于,评价网络中 GAT 网络输入的是

历史最优状态S′,而非当前状态S.

评价网络的目标是对当前状态进行价值估计.通过整合

当前状态S和历史最优状态S′的路径表示hn和h′n,以及状态

S的节点嵌入表示Zi,来计算状态的价值估计.路径表示提

供了整体信息,反映了当前以及历史最优的路径特征,而节点

嵌入则捕捉每个节点的局部特性.通过结合这些信息,评价

网络能够全面分析当前状态,精确估算其价值,从而帮助模型

判断路径优化方向.其计算式如下:

Vϕ(S
－)＝WrReLU(Wz

１
n ∑

n

i＝１
Zi＋hv( ) ＋bz)＋br (１４)

其中,Wz∈Rd×d,Wr∈R１×d,bz∈Rd,br∈R,hv＝Wvhn＋bv‖

Wv′h′n＋bv′,且Wv,Wv′∈R
d
２×d.
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５　策略梯度优化

在策略梯度优化过程中,本文采用 REINFORCE算法.

给定状态S,定义总目标函数为J(θ)＝ES－~S[J(θ|S
－)].进行

梯度展开后,得到式(１５):

ÑθJ(θ)≈１
B

１
T

[∑
B

b＝１
　 ∑

T－１

t＝０
Ñθlogπθ(Ab

t|S
－b
t)(Gb

t－Vϕ(S
－b
t))]

(１５)

其中,优势函数定义为Ab
t＝Gb

t－Vφ(S
－b
t),表示实际累计奖励

Gb
t与状态价值估计Vϕ(S

－b
t)的差异,用于衡量当前策略与状态

估值的偏差;Ñθlogπθ(Ab
t|S

－b
t)为策略的对数梯度,决定策略参

数θ的更新方向.

传统的策略梯度更新方法容易出现两种情况:一种是“超

调”,即更新幅度过大,错过奖励峰值;另一种情况为“失速”,

即更新停留在梯度趋近零的区域,陷入局部最优解.为解决

这些问题,本文引入熵奖励函数.熵奖励函数的计算式为:

H(θ)＝－１
B ∑

B

b＝１
　 ∑

T－１

t＝０
Eπθ

[logπθ(􀅰|S
－b
t)] (１６)

使用熵奖励函数可以增加策略的不确定性,从而尝试更

多的动作,还可以防止模型过拟合,并提高模型的泛化性能.

评价网络参数更新,将从时间t开始到结束的总回报G
与状态S 的价值函数的差的平方作累加:

L(ϕ)＝１
B

１
T

[∑
B

b＝１
　 ∑

T－１

t＝０
‖Gb

t－Vφ(S
－b
t)‖２

２] (１７)

同时,模型参数θ,ϕ通过 ADAM 优化器更新:

θ,ϕ＝ADAM(α,－(ÑθJ(θ)＋YH(θ)),UL(ϕ)) (１８)

其中,α代表学习率,Y 和U 两个参数分别代表熵奖励函数和

评价网络参数更新的权重.ADAM 默认沿着负梯度方向更

新,策略网络需要最大化回报,所以将ÑθJ(θ)＋YH(θ)取负,

沿着正梯度方向更新;而UL(ϕ)代表值函数的梯度,用于最

小化误差,所以不需要进行取负.

６　实验和结果

本文模型及实验均使用 Python编写,使用的 TSP数据

集与Joshi等[１２],DaCosta等[１５]一 致,每 个 数 据 集 包 含 了

１００００个实例.为方便起见,将包括２０,５０和１００个城市节

点的数据集分别记作 TSP２０,TSP５０和 TSP１００.在模型训

练的过程中,将节点的坐标范围限制在单位正方形[０,１]２

之间.

６．１　参数设置

在强化学习中,参数设置具有至关重要的作用,它直接影

响到模型的学习效率和性能.下面就折扣因子、学习率等参

数的选择与设置进行分析.

折扣因子λ可决定模型对未来奖励的关注程度.λ的取

值不仅可以平衡收敛速度与最终效果,还能权衡短期和长期

回报的优先级.本文在折扣因子λ取不同值后,对比模型的

收敛速度(见图６).当λ为０．８及０．９３时,初始训练误差较

低,但训练过程中出现了明显的波动.λ为０．８８时,虽然初

始误差较大,但在训练过程中波动较小,路径误差更低,为

０．５９４.因此,本文将λ取为０．８８.

在训练过程中,学习率α影响训练的收敛速度和稳定性.

选择合适的α值对于实验至关重要.若α过大,初始学习率

会导致模型收敛速度过快,使最终结果不稳定;若α极小,初

始学习率虽然能带来更平稳的训练过程,但会导致较慢的收

敛速度.当λ取值为０．８８,调整学习率α的取值进行收敛速

度的对比.如图７所示,α为０．０００３时,初期收敛速度很快,

适合资源有限或需快速初步结果的场景;α为０．０００１时,模

型初始误差较大,且后续训练过程中波动明显.因此,本文将

α取为０．０００３.

图６　不同λ收敛速度图

Fig．６　Convergencespeedwithdifferentλvalues

图７　不同α收敛速度图

Fig．７　Convergencespeedwithdifferentαvalues

经过仔细的调整分析,确定在模型训练过程中,各参数的

具体设置如表１所列.

表１　参数设置

Table１　Parametersettings

参数名 值

折扣因子λ ０．８８
学习率α ０．０００３

更新公式权重Y ０．００４５
更新公式权重U ０．５
权重Y 衰减系数 ０．９

批次大小batch_size ５１２
学习率衰减系数 ０．９８

节点概率分布参数C １０

６．２　收敛速度分析

针对数据集 TSP２０,运行本文的２＋HRL模型及 GCN
模型[１５],对比路径偏差率(见图８).根据图８的折线图,在训

练初期,２＋HRL模型相较于 GCN模型,初期偏差较小,且在

后续能够迅速收敛,并最终取得较低的训练误差.这表明

２＋HRL模型能够更迅速地找到 TSP问题的最优解.

针对数据集 TSP２０,TSP５０和 TSP１００,运行２＋HRL模

型,得到２００次迭代训练结果(见图９).从图９可以看出,２＋
HRL模型能够在训练过程中快速减小误差.对于数据集

TSP２０,初始误差较小,且误差在前期迅速下降并趋于平稳,

最终收敛至０．０２９％的训练误差.这表明在处理小规模 TSP
问题时,２＋HRL模型能够以更少的训练轮次快速收敛至高
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质量解.对于数据集TSP５０,其初始误差较大,下降速度相对

较慢,且在训练过程中波动较大.但最终在 ２００次迭代时收

敛至２．４７％的最小训练误差.对于数据集 TSP１００,初始误

差为８４．２０９％,在２００次迭代时误差降至４．８９７％,训练过程

整体平稳.

图８　训练路径前期偏差对比

Fig．８　ComparisonofearlyＧstagepathdeviationduringtraining

图９　模型训练误差

Fig．９　Trainingerrorsofthemodel

６．３　消融实验

将 GAT模块从２＋HRL模型中删除,进行消融实验,用

于验证 GAT模块的有效性.实验结果如图１０所示.

图１０　删除 GAT模块的训练误差

Fig．１０　TrainingerrorsafterablationofGAT

比较图９与图１０的数据,可以看出,将 GAT 模块删除

后,模型的初始训练误差变得很大.对于数据集TSP２０,甚至

无法收敛到 TSP问题的优解.这充分说明 GAT模块能明显

提升２＋HRL模型的性能.

值得注意的是,２＋HRL模型为改进式的模型,即２Ｇopt
模块的引入能够优化初始解,以更快的速度逼近最优解,因

此,２Ｇopt模块也一定能提升模型的性能.

６．４　性能对比

首先,本文进行了１０５次测试,以验证在较少迭代次数下

２＋HRL 模型的准确性.图１１展示了将训练得到的 ２＋

HRL模型和 GCN模型应用于同一 TSP２０数据集测试后的

对比结果.

图１１　测试路径偏差百分比

Fig．１１　Percentagedeviationoftestpaths

从图１１可以看出两次差距最大的测试结果.在第４３次

测试时,２＋HRL模型的预测误差为０．００％,而 GCN 模型的

预测误差为１．６２％;在第８９次测试时,２＋HRL模型的预测

误差为１．１４％,GCN 模型的预测误差为０．００％.测试结果

表明,２＋HRL模型整体更加稳定,波动性小于 GCN模型.
表２给出了１０５次测试数据的统计信息.其中,误差率

表示测试得到的 TSP问题解的长度与最优解的误差,数量代

表在１０５次测试中该误差率出现的次数,比例为该误差率在

１０５次测试中所占的比重.表２的数据显示,２＋HRL模型

的最差测试结果比 GCN模型小８％.另外,２＋HRL模型在

[０．０,０．８８]的比例占到８２％,而 GCN模型占到７５％,这表明

２＋HRL模型的低误差率高于 GCN模型.

表２　１０５次测试数据

Table２　Dataof１０５testruns
模型 误差率 数量 比例/％

２＋HRL

０．０ ４６ ４４
０．１４ ３２ ３０
０．７４ ４ ４
０．８８ ４ ４
１．１３ １１ １０
１．２４ ２ ２
１．２７ ４ ４
１．４８ １ １
１．５ １ １

合计 [０．０,１．５]１０５ １~４４

模型 误差率 数量 比例/％

GCN

０．０ ４７ ４５
０．１４ ２８ ２７
０．８８ ３ ３
０．７４ ７ ７
１．１３ ７ ７
１．２７ ２ ２
１．４１ ６ ６
１．４８ ２ ２
１．５ １ １
１．６２ ２ ２

合计 [０．０,１．６２]１０５ １~４５

另外,从图１２的箱体图可以看到,２＋HRL模型的平均

数为０．３２３低于 GCN模型的０．３６５,表示２＋HRL模型的整

体稳定性优于 GCN 模型.以上均说明,在低训练迭代次数

下,２＋HRL 模型相比于 GCN 模型能够更为准确的求解

TSP２０.

图１２　测试数据箱体图

Fig．１２　Boxplotoftestdata

由于通过增加迭代次数,可以更全面地评估模型在更长

时间训练下的收敛情况以及其在处理更复杂问题时的稳定

性.并且,随着训练次数的增加,模型能够更好地捕捉到数据

的深层次特征,提高解的质量.因此,本文将训练迭代次数设
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置为２００,并从两方面进一步探究２＋HRL模型的性能.
一方面,运行２＋HRL模型与部分传统近似算法,求解

TSP２０,TSP５０和 TSP１００的实例,比较各算法所得的目标

值、计算误差与计算时间(结果详见表３).其中,以 Concorde
求解器得到的最优解作为基准;近似算法选择了最近插入法

(NearestInsertion)、最远插入法(FarthestInsertion)以及随机

插入法(RandomInsertion).在最近(或最远)插入法中,首先选

择两个距离最近的节点构成初始部分路径,然后从未访问节点

中,找到距离当前路径中任意节点最近(或最远)的节点插入当

前路径中,直到所有节点都插入路径中为止.而在随机插入法

中,选择两个节点构成初始路径,再从未访问节点中随机选择

一个节点插入路径中,直到所有节点都被插入路径中.

表３　与传统算法的数据对比

Table３　Datacomparisonwithtraditionalalgorithms

模型
TSP２０

路径长度 误差/％ 时间

TSP５０
路径长度 误差/％ 时间

TSP１００
路径长度 误差/％ 时间

Concorde[１] ３．８４ ０．００ １min ５．７００ ０．００ ２min ７．７６ ０．００ ３min
NearestInsertion ４．３３ １２．９１ １s ５．８００ １．８３ ２s ９．４６ ２１．８２ ６s
RandomInsertion ４．００ ４．３６ ０s ６．７８０ １９．０３ １s ８．５２ ９．６９ ３s
FarthestInsertion ３．９３ ２．３６ １s ６．０１０ ５．５３ ２s ８．３５ ７．５９ ７s
２＋HRL{５００} ３．８４ ０．００ ５min ５．７２９ ０．５２ ４min ７．８６ １．３２ １０min
２＋HRL{１０００} ３．８４ ０．００ ８min ５．７２３ ０．４１ ７min ７．８１ ０．６６ １４min
２＋HRL{２０００} ３．８４ ０．００ １２min ５．７００ ０．０１ １２min ７．８０ ０．６１ １６min

　　表３的计算结果显示,传统近似算法虽然运行时间短,但
误差率很高.在时间允许的范围内,如５分钟以内,２＋HRL
模型在 TSP２０数据集上能够做到零误差,在 TSP５０数据集

上能够做到０．５２％的误差.如果再增加时间步数,２＋HRL
模型在 TSP５０数据集上能将误差降到０．０１％,在 TSP１００数

据集中能够将误差降至０．６１％.
另一方面,运行２＋HRL模型与部分强化学习算法,求

解 TSP２０,TSP５０和 TSP１００的实例,比较各算法所得的目标

值、计算误差与计算时间(结果详见表４).其中,类型一列中

SL表示监督学习,RL表示强化学习,S表示采样,T表示２Ｇ

opt局部搜索,B表示束搜索.从表４可以看出,时间步数为

５００时,２＋ HRL 模 型 均 比 ORＧTools[１９],GCN(Joshi)[１２],

S２V[１０]的误差低.与 GCN 模型相比,在时间步数同为５００,

１０００,２０００时,求解数据集 TSP２０所需时间更短、误差也更

低.而对于数据集 TSP５０,在时间步数为５００和１０００时,２＋
HRL模型虽运行时间更短,但在测试误差上略高于 GCN 模

型.当时间步数为２０００时,２＋HRL模型的预测误差则明显

低于 GCN模型.对于数据集 TSP１００,２＋HRL模型的预测误

差在时间步数为５００,１０００,２０００时均低于 GCN模型.这表明

２＋HRL模型在求解TSP问题时的准确率更高.

表４　与强化学习方法的数据对比

Table４　Datacomparisonwithreinforcementlearningmethods

模型 类型
TSP２０

路径长度 误差/％ 时间

TSP５０
路径长度 误差/％ 时间

TSP１００
路径长度 误差/％ 时间

ORＧTools[１９] S ３．８５ ０．３７ １min ５．８０ １．８３ ５min ７．９９ ２．９０ －
GCN(Joshi)[１２] SL,B ３．８６ ０．６０ ６s ５．８７ ３．１０ ５５s ７．９２ ２．１１ １０min
GCN{５００}[１５] RL ３．８４ ０．０１ ５min ５．７２ ０．３６ ７min ７．９１ １．８４ １０min
GCN{１０００}[１５] RL ３．８４ ０．００ １０min ５．７１ ０．２１ １３min ７．８６ １．２６ ２１min
GCN{２０００}[１５] RL ３．８４ ０．００ １５min ５．７０ ０．１２ ２９min ７．８３ ０．８７ ４１min

GAT[１４] RL,T ３．８５ ０．４２ ４min ５．８５ ２．７７ ２６min ８．１７ ５．２１ ３h
S２V[１０] RL ３．８９ １．４２ － ５．９９ ５．１６ － ８．３１ ７．０３ －

２＋HRL{５００} RL ３．８４ ０．００ ５min ５．７２９ ０．５２ ４min ７．８６ １．３２ １０min
２＋HRL{１０００} RL ３．８４ ０．００ ８min ５．７２３ ０．４１ ７min ７．８１ ０．６６ １４min
２＋HRL{２０００} RL ３．８４ ０．００ １２min ５．７００ ０．０１ １２min ７．８０ ０．６１ １６min

　　总体而言,通过两方面的对比实验,可以表明,２＋HRL
模型可以在测试初期迅速缩小与最优解的差距;同时相比于

其他模型,计算误差随着时间步数的增加也能更快降低.由

于２＋HRL模型只需随机的初始解和采样就能够找到小规

模 TSP问题的最优解或近似最优解,因此,可以将２＋HRL
模型看作一种小规模 TSP问题的求解器.

结束语　本文提出一种融合２Ｇopt的深度强化学习模

型,在求解完全 TSP问题上更为精确.将２Ｇopt与注意力机

制结合,使模型能够迅速捕获节点信息,更适用于训练资源有

限或需要快速得到解决方案的情况.对于更复杂的 TSP问

题、如非对称 TSP、时间窗约束 TSP,多目标 TSP等,情况会

更为复杂,如何应用２＋HRL模型将是未来的研究重点.
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