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PIEnum:高效的概率图上路径枚举算法
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东华大学计算机科学与技术学院　上海２０１６２０
　(２２２２７０２＠mail．dhu．edu．cn)

　
摘　要　枚举概率图上两个顶点间的路径是分析两点间关系的基本手段.为了解决已有算法存在的剪枝不充分、冗余计算等

问题,提出了一种基于剪枝和索引的算法———PIEnum,其任务是在概率图G 上枚举所有从起点s到终点t,长度不超过k且路

径上所有边的概率累积值不低于γ 的简单路径,其中k和γ 分别为给定的路径长度约束值和概率阈值.对于一个查询,PIEＧ

num 首先剔除无效顶点以缩减路径枚举的搜索空间,然后构建一个轻量级的在线索引来避免路径枚举过程中重复的剪枝判断,

最后在路径枚举的过程中将无效的搜索分支剪枝.为了进一步提升算法在稠密图上的查询效率,基于Join模式实现了 PIEＧ

num＋ .在１０个真实数据集上检验了该算法的性能,实验结果表明,PIEnum 整体性能比已有算法提升了１０倍以上.
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PIEnum:EfficientAlgorithmofPathEnumerationonLargeUncertainGraphs
XIE Wenlin,DU MingandZHOUJunfeng
SchoolofComputerScienceandTechnology,DonghuaUniversity,Shanghai２０１６２０,China

　

Abstract　Abasicapproachofinvestigatingtherelationshipbetweentwoverticesontheuncertaingraphistoenumerateallpaths

betweenthem．TosolvetheproblemofinadequatepruningandredundantcomputationinthestateＧofＧtheＧartalgorithms,thispaＧ

perproposesanpruningandindexbasedalgorithm,PIEnum,whosetargetistoenumeratesimplepathsfromasourcevertexsto

atargetvertextwherethelengthofeachpathisnomorethanagivenhopconstraintkandtheprobabilityofeachpathisnoless

thanagivenprobabilitythresholdγ．Foraninputquery,itfirstlyexcludestheunpromisingverticestoreducethesearchspace．

ThenitbuildsanonlinelightＧweightindextoavoidrepeatedpruningexaminationsduringtheenumeration．Finally,itdevelopsan

efficientapproachtopruneinvalidsearchbranchesduringtheenumeration．Tofurtherimprovetheperformanceondensegraphs,

itimplementsPIEnum＋ basedontheJoinparadigm．Thecomprehensiveexperimentalresultson１０realＧlifegraphsshowthat

PIEnumimprovestheoverallperformancebyatleast１０timescomparedtothestateＧofＧtheＧartalgorithms．

Keywords　Graph,Uncertaingraph,Pathenumeration,Pruning,Index

　

１　引言

图(Graph)是一种表示实体及其关系的基础模型,它广

泛应用于许多领域[１Ｇ５].概率图(UncertainGraph)是一种特

殊的图结构,它在普通图的每条边上赋予了一个表示该条边

存在的概率值.概率图能够很好地表达实体间的不确定性,

在许多实际应用,如社交网络、生物网络、道路网络中发挥着

重要的作用[６Ｇ１５].图分析的基本任务之一是研究图上两个顶

点之间的关系,而枚举两点之间的路径是研究这两个点之间

关系的重要手段.近些年,枚举两点间路径的相关工作得到

广泛研究[１６Ｇ２７],主要分为常规图和概率图上的路径枚举问题

两类.对于常规图上的路径枚举问题,其任务是枚举所有从

源点s到终点t的长度不超过一个给定跳数约束值的简单路

径(HopＧconstrainedsＧtSimplePathEnumeration,HcPE),其

中跳跃约束值即为路径长度约束值,简单路径指不经过重复

顶点的路径.概率图上路径枚举问题(HopＧconstrainedsＧt

SimplePathEnumerationin Uncertain Graphs,UHcPE)在

HcPE问题的基础上增加了概率约束阈值的限制,即任意一

条路径上所有边的概率值的乘积必须不低于给定的概率约束

阈值.目前,针对该问题的研究仍处于初步阶段,存在较大的

探索空间.和 HcPE相比,UHcPE利用概率阈值过滤低概率

的路径,更适合分析具有不确定性的实体间的关系.因此,

UHcPE在现实世界中有着广泛的应用场景[６Ｇ１０],以下是几个

具有代表性的 UHcPE问题应用实例.



１)社交网络.分析两个用户之间的亲密度是社交网络的

一个基本需求[７Ｇ８].用概率图对社交网络进行建模,用顶点及

边表示用户及用户间关系,而用户间的亲密度可以用概率图

中边的概率值表示.通过枚举两个用户间满足给定的路径长

度约束值和概率阈值的简单路径,可以有效地研究用户间的

亲密度,结果路径越多,他们之间的亲密度越高.此外,可以

灵活地调节路径长度约束值和概率阈值,以满足实际需求.

具体来说,如果需要得到可信度更高的路径,可以增大概率阈

值,反之亦然.如果需要扩大搜索范围,可以增大路径长度约

束值,反之亦然.

２)蛋白质网络.蛋白质分子之间存在相互作用关系,而

这种关系一般具有不确定性[９].用概率图中的顶点和边分别

表示蛋白质分子及分子间的作用关系,边上的概率值表示两

个蛋白质分子之间存在作用关系的可能性.通过枚举蛋白质

分子之间满足给定的路径长度约束值和概率阈值的简单路

径,生物学家可以有效地分析蛋白质分子间作用关系的传导

链路.

文献[２７]是首次研究 UHcPE 问题的,其提出的 UnEＧ

num算法是目前解决 UHcPE问题的最优算法.UnEnum 提

出了概率约束距离的概念,并利用概率约束距离剔除了部分

的无效顶点,以缩减路径枚举的搜索空间.此外,UnEnum 设

计了具有一定剪枝能力的路径枚举算法.然而,UnEnum 存

在以下几点缺陷:

１)只能剔除部分无效顶点,导致在路径枚举阶段仍然需

要遍历大量无效的顶点和边;

２)在路径枚举阶段需要重复判断剪枝条件是否成立,导

致时间开销过大;

３)在路径枚举阶段只能剪枝部分无效路径,仍然存在大

量的无效路径无法被剪枝.

本文提出了高效的算法来解决 UHcPE问题,其主要思

想是设计高效的剪枝技术剔除无效顶点和无效搜索路径,同

时设计高效的索引避免重复的剪枝条件判断.本文的贡献总

结如下:

１)结合路径长度约束值和概率阈值设计了高效的剪枝策

略,以剔除无效顶点和无效搜索路径.

２)设计了一种高效的在线索引 UI(IndexonUncertain

Graphs)避免了路径枚举过程中重复的剪枝判断.UI提供了

一种在常数时间复杂度下给出当前点所有有效的邻居顶点的

查询方法.

３)在１０个真实数据集上进行了全面的实验,结果表明,

本文算法综合性能相比 UnEnum提升了１０倍以上.

本文第２章介绍与研究内容相关的基础知识;第３章介

绍 HcPE和 UHcPE问题的相关研究;第４章介绍本文算法

PIEnum的整体思路及其实现过程;第５章展示实验的详细

数据;最后总结全文并展望未来.

２　预备知识

本章首先介绍与研究内容相关的预备知识,然后介绍本

文的问题定义.表１总结了本文所用到的数学符号及其表示

意义.

表１　符号及其含义

Table１　Symbolsandtheirmeanings

符号 含义

G,Gr 有向概率图及其反向图

V,|V| 概率图中顶点集合及其包含顶点的数量

E,|E| 概率图中边集合及其包含边的数量

δ(e) 边的概率值

nbr＋(v),nbr－(v) v的出邻居和入邻居的集合

p,|p|,p[i] 路径,路径的长度,路径中下标为i的顶点

θ(p) 路径上所有概率的累积值

s,t 起点和终点

k,γ 路径长度约束值和概率阈值

UDist(u,v,γ) u到v 的概率约束距离

MPP(u,v) u到v 的最大概率累积值

用G＝(V,E,δ)表示一个概率图,其中V 和E 分别表示

所有顶点和边组成的集合,δ表示为每条边e∈E 赋予一个概

率值δ(e)的函数,０＜δ(e)≤１.使用|V|和|E|分别表示G 中

的顶点数和边数,Gr 表示G的反向图,Gr 在G 的基础上将所

有的边的方向逆置.对于图G上的一个顶点v,用nbr＋ (v)和

nbr－ (v)分别表示顶点v的出邻居和入邻居的集合.图上的

一条从点u到点v的路径p 由一组顶点序列组成,这组顶点

序列上所有相邻顶点之间有边相连.用|p|表示路径p的长

度,即从起点到终点的跳数.p[i]表示p 中第i个位置的顶

点,０≤i≤|p|.如果一条路径p不存在重复的顶点,则将这

样的路径称为简单路径(SimplePath).给定一个简单路径

p,概率累积值θ(p)表示这条路径上所有边的概率值的乘积,

即θ(p)＝∏
|p|

i＝１
δ(ei),其中p＝{ei|i∈(１,|p|)}.用DistG(u,v)

表示G中顶点u到顶点v的距离,即u到v 的最短路径的长

度.进一步,用UDistG(u,v,γ)表示概率约束阈值为γ时,u
到v的概率约束距离,即u到v 所有路径中满足θ(p)≥γ且

长度最短的路径长度.当上下文清晰时,省略下标G.下面

给出本文的问题定义.

问题定义:给定一个概率图G,起点s和终点t,路径长度

约束值k和一个概率约束阈值γ,枚举出所有从s到t的满足

|p|≤k并且θ(p)≥γ的简单路径.用q(s,t,k,γ)表示上述

查询并用P(q)表示q输出路径的集合.下面为示例.

例１　给定图１中的概率图 G０,起点为s,终点为t,若

k＝５,γ＝０．５,只有一条路径p＝{s,v３,v２,v５,t}(图中红箭头

所示)满足查询q(s,t,５,０．５).

图１　问题定义举例(电子版为彩图)

Fig．１　Exampleoftheproblemdefinition

３　相关工作

解决常规图和概率图上的路径枚举(HcPE和 UHcPE)
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问题的算法大致分为两个阶段.

１)路径枚举前.该阶段设计的剪枝策略将不可能出现在

路径结果集中的顶点提前剔除,以缩减路径枚举的搜索空间.

２)路径枚举.该阶段执行 DFS枚举符合条件的路径.

在搜索过程中,使用剪枝策略避免无效的搜索.

３．１　HcPE问题

HcPE一直是备受关注的问题,近几年,不同应用场景的

HcPE算法被相继提出.文献[１９]和文献[２０]提出的 TＧDFS
(DFSＧlikeTraversal)和 TＧDFS２算法通过保证每条搜索分支

都至少有一条结果来降低枚举过程中的搜索开销.文献[２１]

提出的BcＧDFS(BarrierＧconstrainedDFS)算法设计了一种基

于障碍值的剪枝策略,通过动态地维护障碍值来避免无效路

径的搜索.同时,文献[２１]还提出了一种基于Join模式的算

法BcＧJoin,它将搜索过程一分为二,对于每个部分,应用 BcＧ

DFS算法求得中间路径,最后将路径进行拼接得到最终路

径.BcＧJoin能有效降低稠密图路径枚举的时间开销.文献

[２２]提出的 HPＧIndex(HotPointIndex)算法通过存储图中的

稠密点之间的路径,以加速稠密点之间的路径枚举.文献

[２３]提出的 PEFP(PathEnumerationonFPGA)算法以 BcＧ

DFS为基础,利用FPGA(FieldProgrammableGateArray)技

术对简单路径枚举进行了加速.文献[２４]提出的 HybridEＧ

num设计了一种在分布式系统上进行简单路径枚举的高效

算法,利用分布式系统的算力加速了查询.文献[２５]提出了

一种基于在线索引的算法 PathEnum,它设计了一种高效的

在线索引,缩小了路径枚举的搜索空间并提供了一种在枚举

阶段快速查询有效顶点的方法,加速了枚举过程.PathEnum
是当前解决 HcPE问题的最优算法.文献[２６]首次研究了动

态图上的 HcPE问题,提出了一种基于部分路径的索引和高

效的路径枚举算法.为了应对动态图的变化,文献[２６]还设

计了一种高效的索引维护算法.

３．２　UHcPE问题

概率图上的简单路径枚举算法目前还未得到广泛研究.

文献[２７]提出的 UnEnum 算法是目前解决 UHcPE问题的

最优算法.在路径枚举前,UnEnum 使用 BFS求得图上任

意一点到源点s和终点t的概率约束距离,并根据概率约

束距离将无效顶点及其对应的边提前剔除,缩小了搜索空

间.具体地,对于图上的任意一点v,如果UDist(s,v,γ)＋

UDist(t,v,γ)＞k,那么v属于无效顶点,于是将v及其对应

的边剔除,从而缩小路径枚举过程的搜索空间.在路径枚举

阶段,UnEnum根据当前路径的长度和当前点的邻居节点到

终点t的概率约束距离将无效的搜索分支剪枝,加速了枚举

过程.具体地,如果当前搜索分支p′满足|p′|＋UDist(t,p[|

p′|],γ)＞k,那么p不可能到达终点t,DFS将结束当前分支

的搜索.

４　本文算法

本章首先分析已有算法 UnEnum 存在的问题并给出本

文算法的主体思路,然后详细介绍本文算法的具体实现.

４．１　总体思路

UnEnum存在以下３个缺点.

１)UnEnum在路径枚举前剔除部分无效顶点后仍然可以

进一步剔除无效顶点.以图２说明这一问题,其中k＝５,γ＝

０．５,虚线部分表示被剔除的顶点和边.UnEnum在路径枚举

前剔除了无效顶点v０ 和v１ 以及对应的边(G１ 中虚线部分).

然而,点v４,v６,v７,v８,v９ 也属于无效顶点,因为结果集中不存

在经过这些点的路径,因此,在路径枚举前应该剔除这些点以

及其对应的边(G２ 中虚线部分).对比G１ 和G２,G１ 中有８个

顶点(v２,v３,v４,v５,v６,v７,v８,v９)在路径枚举过程中被访问,

而G２ 中仅有３个顶点(v２,v３,v５)被访问.下面分析造成上

述问题的原因.以图中的顶点v４ 为例,对于任意一条从s到

t经过v４ 的路径p,θ(p)＜γ始终成立,因此v４ 属于无效顶

点,应该被剔除.然而,UDist(s,v４,γ)＋UDist(t,v４,γ)＜５
不满足 UnEnum 的剪枝条件,因此v４ 无法被 UnEnum 剔除.

由此可见,若一个顶点v满足UDist(s,v,γ)＋UDist(t,v,γ)≤

k,不能保证至少存在一条经过v的有效路径,因此v可能是

无效顶点.

图２　UnEnum存在问题的示例

Fig．２　ObservationoftheproblemofUnEnum

　　２)UnEnum 在路径枚举过程中无法避免重复的剪枝判

断.当 DFS遍历任意顶点v时,需要根据剪枝条件判断其是

否能被剪枝,当再次遍历到v时,仍然需要重复判断剪枝条

件,加剧了路径枚举的时间开销.

３)UnEnum在路径枚举阶段只能部分剪枝无效搜索分

支.以图２中的G２ 来说明这个问题.G２ 是剔除无效顶点后

得到的子图.在 DFS遍历过程中,当搜索分支为p＝{s,v２}

时,|p|＋UDist(t,v２,γ)＝１＋２＜k,不满足剪枝条件,因此

DFS将继续向下搜索.然而,这条搜索分支向下搜索并无

结果.

通过以上分析,本文的目标是通过进一步缩小路径枚举

的搜索空间和避免冗余的计算来提高路径枚举的整体性能.

７１１谢文林,等:PIEnum:高效的概率图上路径枚举算法



为了达到这一目标,首先设计一种通过充分利用路径长度约

束值和概率阈值来剔除无效顶点的剪枝算法,然后构建一个

轻量级的在线索引来避免重复的剪枝判断,最后设计高效的

路径枚举算法进一步对无效搜索分支进行剪枝.

首先给 出 本 文 算 法 PIEnum(PruningandIndexbased
Enumeration)的总体概览.如算法 １ 所示,对于一个查询

q(s,t,k,γ),PIEnum首先通过调用算法ExcludeVertices来剔

除无效顶点,同时将余下的顶点存储在集合S 中(第１行).

然后,PIEnum利用S 中顶点构建索引 UI(第２行).最后,

PIEnum调用路径枚举算法 PathEnum 输出所有符合条件的

路径(第３行),在路径枚举过程中,无效搜索分支会被剪枝.

算法１　PIEnum
输入:G,Gr,q(s,t,k,γ)

输出:P(q)

１．S←ExcludeVertices(G,Gr,q);

２．UI←BuildIndex(G,Gr,q,S);

３．P(q)←PathEnum(G,q,UI);

４．２　无效顶点的剔除

最大概率累积值的定义如下.

定义１(最大概率累积值,MaximalProductofProbabiliＧ
ties,MPP)　给定概率图G、顶点u和v,对于从u到v的所有

路径,MPPG(u,v)表示这些路径的概率累积值的最大值.

当上下文清晰时,省去下标G.以G２ 中顶点s和v２ 为

例,s到v２ 有两条路径p１＝{s,v２}和p２＝{s,v３,v２},由于

θ(p１)＝０．７＜θ(p２)＝０．８１,因此 MPP(s,v２)＝０．８１.

基于 MPP的定义,有如下定理.

定理１　给定概率图G、查询q(s,t,k,γ)和一个顶点v,如
果 MPP(s,v)∗MPP(t,v)＜γ,那么不存在一条路径p同时

满足p∈P(q)并且v∈p.

证明:假设存在一条路径p 同时满足p∈P(q)并且v∈

p,将p 从v 分为左右两部分,得到p１ 和p２,则有θ(p)＝
θ(p１)×θ(p２)≥γ.根据 MPP的定义,有θ(p１)≤MPP(s,

v),θ(p２)≤MPP(t,v).又已知 MPP(s,v)×MPP(t,v)＜γ,

因此θ(p１)×θ(p２)＜γ,即θ(p)＜γ,显然与θ(p)≥γ矛盾.

证毕.

根据定理１,提出第１条剪枝规则,其作用是在路径枚举

之前剔除无效顶点.

剪枝规则１　给定概率图G 和查询q(s,t,k,γ),对于任

意的顶点v∈V,如果UDist(s,v,γ)＋UDist(t,v,γ)＞k或者

MPP(s,v)×MPP(t,v)＜γ成立,则v是一个无效顶点.

基于剪枝规则１,提出剔除无效顶点的算法 ExcludeVerＧ
tices.如算法 ２ 所示,对于一个查询,首先 调 用 算 法 GetＧ
UDistMPP分别计算正向图和反向图上从起点和终点到图上

任意点的概率约束距离UDist和最大概率累积值MPP(第１
行).然后遍历所有的v∈V,检查v是否满足剪枝规则１.如

果满足,将v剔除,否则将v加入集合S(第２－５行).最后

得到UDist、MPP 和有效顶点的集合S.

算法２　ExcludeVertices
输入:G,Gr,q(s,t,k,γ)

输出:UDist,MPP,S

１．UDist,MPP←GetUDistMPP(G,s,k,γ);

２．S←Ø;

３．forv∈Vdo

４．　ifvcannotmeetPruningrule１then

５．　　S＝S∪{v};

算法３详细描述了计算起点s到G 中任意一点的UDist
和MPP 的过程.第 １－２行为图中的每一个顶点初始化

UDist和MPP.第３行初始化s的UDist和MPP,并将s添

加到队列Que中.第４－１４行执行BFS来计算s到所有顶点

的UDist和 MPP.对 于 当 前 从 Que 出 队 的 顶 点v,如 果

UDist(s,v,γ)＜k,则继续访问满足 MPP(s,v)×δ(v,v′)≥γ
的邻居v′(第 ５－７ 行).如 果v′没 有 被 访 问 过,则 设 置

UDist(s,v,γ)和 MPP(s,v)的值,并将v′入队(第８－１１行).

如果v′满足MPP(s,v)×δ(v,v′)＞MPP(s,v′),则需要更

新MPP(s,v′)以确保其为最大概率累积值,并将v′重新入队

(第１２－１４ 行).最 终 得 到s 到 图 上 所 有 点 的 UDist 和

MPP.在反向图 Gr 上求终点t到图上所有点的UDist 和

MPP 的过程和正向图一致,因此省略.

算法３　GetUDistMPP
输入:G,s,t,k,γ
输出:UDist,MPP

１．forv∈Vdo

２．　 UDist(s,v,γ)＝k,MPP(s,v)＝０;

３．　UDist(s,s,γ)＝０,MPP(s,s)＝１,Que＝{s};

４．　 whileQueisnotemptydo

５．　 　dequeuevfromQue;

６．　 　ifUDist(s,v,γ)＜kthen

７．　 　　forv′∈nbr＋(v)s．t．MPP(s,v)×δ(v,v′)≥γdo

８．　　 　　ifUDist(s,v′,γ)＝kthen

９．　　　　 　UDist(s,v′,γ)＝UDist(s,v,γ)＋１;

１０．　　　　　MPP(s,v′)＝MPP(s,v)×δ(v,v′);

１１．　　　　　Que＝Que∪{v′};

１２．　　　　elseifMPP(s,v)×δ(v,v′)＞MPP(s,v′)then

１３．　　　　　MPP(s,v′)＝MPP(s,v)×δ(v,v′);

１４．　　　　　Que＝Que∪{v′};

例２　以图１中的G０ 为例来描述算法２剔除无效顶点

的过程.算法２首先调用算法３计算 UDist和 MPP,其结果

如表２所列,其中k＝５,γ＝０．５.然后,算法２通过检查G０

中的顶点是否满足剪枝规则１来剔除无效顶点,最终得到

图２中的G２.以v８ 为例来说明它是如何被剔除的.由表２
可得,MPP(s,v８)×MPP(t,v８)＝０．５×０．９＝０．４５＜γ,满足

剪枝规则１,因此v８ 是无效顶点,可以被剔除.

表２　G０ 上各个顶点的 UDist和 MPP

Table２　UDistandMPPonG０

顶点v UDist(s,v,γ) UDist(t,v,γ) MPP(s,v) MPP(t,v)
v０ １ ５ ０．８０ ０
v１ １ ５ ０．９０ ０
v２ １ ２ ０．８１ ０．６３
v３ １ ３ ０．９０ ０．５６
v４ １ ３ ０．９０ ０．５１
v５ ３ １ ０．５６ ０．９０
v６ ２ １ ０．６３ ０．７０
v７ ２ １ ０．７２ ０．６４
v８ ４ １ ０．５０ ０．９０
v９ ３ １ ０．５８ ０．８０
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　　正确性:算法２不会将有效顶点错误地剔除.假设存在

一个有 效 顶 点v 满 足 剪 枝 规 则 １,如 果 UDist(s,v,γ)＋

UDist(t,v,γ)＞k成立,对于任意一条从s到t并经过v 的路

径p,|p|＞k恒成立,因此所有经过v的路径都是无效路径,

这和v是一个有效顶点矛盾,如果 MPP(s,v)×MPP(t,v)＜

γ成立,对于任意一条从s到t并经过v的路径p,θ(p)＜γ恒

成立,因此所有经过v的路径都是无效路径,这和v是一个有

效顶点矛盾.综上,v是一个无效顶点,可以被剔除.

时间复杂度:算法２首先执行两次 BFS来计算UDist和

MPP(第１行),其时间复杂度为 O(|V|＋|E|).第３行遍历

图上每个顶点,其时间复杂度为 O(|V|).因此,算法２的总

体时间复杂度为 O(|V|＋|E|).

空间复杂度:算法２维护了 G 中所有顶点的UDist和

MPP,因此其空间复杂度都为 O(|V|).集合S的空间复杂

度为 O(|V|),因为S中最多存在|V|个顶点.因此,算法２
的总体空间复杂度为 O(|V|).

４．３　索引构建

在路径枚举阶段,对于任意搜索分支p′,UnEnum 需要

检查|p′|＋UDist(t,p′[|p′|],γ)＞k是否成立来判断p′是

否能被剪枝,导致时间开销过大.本文构建一个轻量级的在

线索引 UI来避免上述情况发生.

图３以G２ 为例展示了 UI的结构.UI由３部分组成,一

个hash表 H、一个二维数组O和一个二维数组P.H 维护了

集合S(算法２求得的有效顶点的集合)中顶点的序号,其键

和值分别为顶点及其在S 中的序号.P 中的每一行存储了

H 中对应顶点的邻居以及对应的概率值,它们按照到终点t
的概率约束距离升序排列.以P 中的第１行为例,顶点v２ 和

v３ 是顶点s的两个邻居,数值０．７和０．９分别表示边(s,v２)

和(s,v３)的概率值.为了查询 H 中某一顶点v 在P 中对应

的任意邻居的位置,用二维数组O 记录这些邻居的偏移量.

O的行数和H 的行数相同,每一行有k个槽位(因为P 中存

储的邻居到终点t的概率约束距离最多有k 个不同的值,图

中k＝５,因此O有５列),第i(０≤i＜k)个槽位中的数字在数

值上等于到终点t的概率约束距离≤i的邻居的数量.以第

１行为例,O[i][j]表示 O 中第i＋１行第j＋１列的数值,

O[０][３]＝２表示顶点s的邻居中到终点t的概率约束距离≤

３的有２个.由于P 中每一行的邻居按照到t的概率约束距

离升序排列,因此上述２个邻居分别是P[０][０](含义同上)

和P[０][１],即v２ 和v３.

图３　UI在G２ 中的结构

Fig．３　StructureofUIonG２

利用 UI,在路径枚举阶段,不需要检查剪枝规则就能得

到当前搜索分支有效的邻居顶点.下面给出一个示例.

例３　以G２ 为例,如果当前搜索分支为p′＝{s,v３},还

能继续搜索的最大步数b＝k－|p′|＝５－１＝４.假设v是v３

的一个邻居,如果v是一个有效点,那么UDist(t,v)≤b－１＝

３一定成立,其中１表示v３ 到v的路径长度.为了得到v３ 所

有的有效邻居,首先得到v３ 在 H 中的序号i,即i＝H[v３]＝

２(见 图 ３).然 后 根 据 O 得 到v３ 的 有 效 邻 居 的 数 量,即

O[i][b－１]＝O[２][３]＝１.最后得到v３ 的有效邻居的集合

为{P[i][j]|i＝２,j∈[０,１)},即{(v２,０．９)},其中０．９表示边

(v３,v２)的概率值.

用函数UI(p′)表示上述查询过程,如算法４所示,其输

入为当前搜索分支p′,输出为p′对应的有效邻居的集合.具

体来说,第１行得到当前搜索分支最后一个顶点v,第２行计

算v的剩余步数b,第３行得到v的序号i,第４行计算v的有

效邻居的数量num＝O[i][b－１],第５行得到有效邻居的集

合UI(p′)＝{P[i][j]|j∈[０,num)}.UI(p′)的查询时间复

杂度为O(１),因此其能显著提升路径枚举的效率.

算法４　UI(p′)
输入:H,O,P,q(s,t,k,γ),p′
输出:UI(p′)

１．v＝p′[|p′|];

２．b＝k－|p′|;

３．i＝H[v];

４．num＝O[i][b－１];

５．UI(p′)＝{P[i][j]|j∈[０,num)};

下面介绍如何构建 UI,其过程如算法５所示.具体来

说,第１－４行初始化 H,O,P 和一个辅助变量i,第５－１３行

遍历S中的所有顶点来构建 UI.对于当前顶点v,首先,设

置其在 H 中的序号(第６行).然后,第７－１１行将v的邻居

根据到t的概率约束距离分为k 组,在这个过程中不断维护

O(第１１行).最后,第１２行将排序好的邻居顶点及其概率的

集合存入P,第１３行更新i.遍历S中所有的顶点后即完成

UI的构建.

算法５　BuildIndex
输入:G,Gr,P,q(s,t,k,γ),UDist,S
输出:UI

１．H←ahashtable;

２．O←a|S|×ktwoＧdimensionalarray;

３．P←atwoＧdimensionalarraywith|S|rows;

４．i＝０;

５．forv∈Sdo

６．　 H[v]＝i;

７．　 row＝Ø;

８．　 forj∈[０,k)do

９．　　 pairs＝{(v′,δ(v,v′))|v′∈nbr＋(v)∧UDist(t,v′,γ)＝j};

１０．　　row←row∪pairs;

１１．　　O[i][j]＝|row|;

１２．　　P[i]＝row;

１３．　　i＝i＋１;

正确性:对于任意搜索分支p′,UI(p′)能够正确返回所

有有效邻居.一方面,UI的构建过程保证了所有邻居按照到

t的概率约束距离升序排列.另一方面,UI的查询过程是正

确的.算法４的第２行保证b＞０.如果b＝０,则意味着当前
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搜索分支p′的长度已经达到路径长度约束值,这时已经没必

要查询UI(p′),因此第４行能得到正确的结果.综上所述,

UI(p′)能够正确返回所有有效邻居.

下面分析构建 UI的时间复杂度和空间复杂度.

时间复杂度:算法５第５－１５行遍历S中的所有顶点的邻

居,其时间复杂度为 O(|E|);第８－１２行使用计数排序对每个

顶点的邻居排序,其时间复杂度为 O(|E|).因此,算法５的时

间复杂度为 O(|E|).

空间复杂度:H 的空间复杂度为 O(|V|),因为 H 最多

存储所有的顶点.O是一个|S|×k的二维数组,其空间复杂

度为 O(k×|V|),因为其最多有|V|行.P 的空间复杂度为

O(|E|),因为P 最多存储所有的边.综上,算法５的空间复

杂度为 O(k×|V|＋|E|).

４．４　路径枚举

在路径枚举阶段,根据如下定理对无效的搜索分支进行

剪枝.

定理２　给定一个概率图G、一个查询q(s,t,k,γ)和当前

搜索分支p′,如果θ(p′)×MPP(t,p′[|p′|])＜γ成立,则不

存在一条路径p同时满足p∈P(q)和p′⊆p.

证明:假设存在一条路径p同时满足p∈P(q)和p′⊆p.

将p分 为p′和p″,即 p＝p′∪p″,那 么θ(p′)×θ(p″)＝

θ(p)≥γ.根据 MPP的定义,有θ(p″)≤MPP(t,p′[|p′|]),

又已知θ(p′)×MPP(t,p′[|p′|])＜γ,于是得到θ(p′)×

θ(p″)＜γ,这与θ(p′)×θ(p″)≥γ矛盾.证毕.

根据定理２介绍剪枝规则２　其目标是在路径枚举阶段

对无效搜索分支进行剪枝.

剪枝规则２　给定一个概率图G、一个查询q(s,t,k,γ)和

当前搜索分支p′,如果θ(p′)×MPP(t,p′[|p′|])＜γ成立,

则p′为无效搜索分支.

１)http://snap．stanford．edu/data/
２)http://networkrepository．com/networks．php

基于 UI和剪枝规则２,提出路径枚举算法,其描述如算

法６所示.给定查询q(s,t,k,γ),算法６以递归的形式执行,

用SEARCH 表示递归函数(第１－８行).具体来说,第２行

取当前搜索分支最后一个顶点v,第３行根据UI(p′)得到v
的有效邻居的集合,并遍历每一个有效邻居v′.第４行根据

剪枝规则２判断v′是否能被剪枝.对于不能被剪枝的邻居,

如果v′等于终点t,说明找到了一条有效路径,将其存入P(q)

(第５－６行),否则进行下一次递归,直到当前路径长度超过

k(第７－８行).第９行调用SEARCH,最终输出所有有效路

径的集合P(q).

算法６　PathEnum
输入:G,Gr,q(s,t,k,γ),UI,UDist,MPP
输出:P(q)

１．functionSEARCH(p′)

２．　v＝p′[|p′|];

３．　for(v′,pb)∈UI(p′)do

４．　　ifθ(p′)×pb×MPP(t,v′)≥γ∧v′∉p′then

５．　　　ifv′＝tthen

６．　　　　addp′∪{v′}toP(q);

７．　　　elseif|p′|＋１＜kthen

８．　　　　SEARCH(p′∪{v′});

９．　　　　P(q)←SEARCH({s});

例４　以图２为例来说明算法６枚举路径的过程.算法６
从s开始枚举路径,通过查询 UI得到两个有效邻居v２ 和v３.

对于搜索分支p′＝{s,v２},θ(p′)＝０．７,MPP(t,v２)＝０．６３
(见表２),θ(p′)×MPP(t,v２)＝０．７×０．６３＜０．５,满足剪枝规

则２,因此p′＝{s,v２}被剪枝.然后,算法依次遍历v３,v２,v５,

t,完成所有遍历,最终得到有效路径p＝{s,v３,v２,v５,t}.

正确性:算法６能够输出所有满足查询q(s,t,k,γ)的路

径.鉴于算法２和 UI的正确性,算法６的正确性能够得到保

证.需要说明的是,算法６本身能够保证枚举的路径没有重

复并且都是简单路径.

时间复杂度:首先考虑输出一条有效路径的时间复杂度.

由于搜索的深度被k限制,并且任意搜索分支获取有效邻居

的时间开销都为 O(１)(算法６第３行),因此输出一条有效路

径的时间复杂度为 O(k).用τ表示有效路径的数量,则算

法６的时间复杂度为 O(k×τ).

空间复杂度:算法６的空间复杂度为 O(k×τ),其中τ表

示有效路径的数量,因为每条路径的最大长度为k.

４．５　小结

本章介绍了本文算法的总体思路和具体实现细节,下面

阐述６个算法之间的联系.算法１描述了本文算法的总体思

路,其由算法２、算法５、算法６组成,其中算法２描述了路径

枚举前剔除无效顶点的过程,算法５描述了构建索引的过程,

算法６描述了最终枚举路径的过程.算法３是算法２的一个

环节,其描述了如何求解概率约束距离 UDist和最大概率累

积值 MPP的过程.算法４描述了如何利用索引 UI查询当

前搜索分支的有效邻居的过程,其在算法６中被调用.

５　实验

５．１　实验设置

所有实验都运行在一台配置了２０个型号为IntelXeon

Gold５２１８R的CPU的Linux服务器上.该服务器内存大小

为１TB,操作系统为６４位 Ubuntu２０．０４．６.所有算法都使

用C/C＋＋实现,并使用g＋＋９．４．０进行编译.所有的数据

集都预先加载到内存中,忽略磁盘I/O的时间.

数据集:为了检验本文算法在实际应用中的性能,选择了

１０个不同种类的真实数据集开展实验,包括社交网络和生物

网络.这 些 数 据 集 全 部 来 自 SNAP１)和 NetworkRepositoＧ

ry２).其详细信息如表３所列.使用一个超过１０亿条边的数

据集 TM 来评估算法的可扩展性.为了得到概率图,使用均

匀分布为图上的每一条边分配一个范围为０．５~１的概率值.

查询:为每个数据集随机生成１０００条查询,每条查询保

证至少存在一条有效路径.

指标:记录每个算法的查询时间(QueryTime),即一个查

询开始到结束的总时间,单位为 ms.若无特殊说明,则最终
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使用算法平均值来表示一组查询的查询时间.如果查询时间

超过１０００s,则用INF表示.

对比算法:实验的几种对比算法如下.

１)PIEnum:本文提出的算法.

２)PIEnum＋ :基于Join模式[２１]的 PIEnum 算法.PIEＧ

num＋ 首先使用 PIEnum 枚举长度不超过k/２的左边部分路

径,并将这些路径保存起来.然后使用 PIEnum 从每条左边

部分路径的右端点枚举长度不超过k/２的右边部分路径.最

后将左右两部分路径根据中间点连接,并过滤包含重复点的

路径,最终得到所有有效路径.

３)UnEnum:文献[２７]提出的算法.

４)UnEnum＋ :基于Join模式的 UnEnum 算法.其思想

和PIEnum＋ 一致.

表３　数据集详细信息

Table３　Detailedinformationofdatasets

数据集 缩写 顶点数 边数 平均度数 类型

Skitter SK １．６９×１０６ １．１０９×１０７ １３．０９ Mixed

WebＧgoogle GG ９．１６×１０５ ５．１００×１０６ １１．１０ Web

BaiduＧbaike BK ４．１５×１０５ ３．３００×１０６ １５．８０ Web

SocＧEpinions１ EP ７．６０×１０４ ５．０９０×１０５ １３．４０ Social

Slashdot０９２２ SL ８．２０×１０４ ８．７００×１０５ ２１．２０ Social

BioＧgridＧyeast YE ６．００×１０３ ３．１４０×１０５ １０４．５０ Biologic

LiveJournal LJ ４．８０×１０６ ６．８５０×１０７ ２８．３０ Social

WikiTalk WT ２．４０×１０６ ５．０００×１０６ ４．２０ Mixed

WebＧukＧ２００５ UK ３．９５×１０７ ９．２１３×１０８ ４６．７０ Web

TwitterＧmpi TM ５．２０×１０７ １．９６０×１０２１ ７４．７０ Mixed

５．２　实验结果分析

实验１　整体比较.图４展示了所有算法在不同数据集

上的总体性能比较结果,其中k＝８,γ＝０．８.从图中可以看

出,不同数据集上的总体查询时间变化范围较大,最短不到

１ms,最长为１０００s.总体上看,PIEnum 在所有数据集上的

查询时间都比 UnEnum快１０倍以上,表明PIEnum的剪枝和

索引技术发挥了较好的性能.同时,PIEnum 在所有数据集

上的性能都优于 UnEnum＋ .在数据集 SL 和 YE 上,PIEＧ

num＋ 的查询时间比PIEnum快５~１０倍,这是因为Join模式

在稠密图上能够更好地发挥性能.对于最大的数据集 TM,

UnEnum 和 UnEnum＋ 都 有 超 时 问 题,而 PIEnum 和 PIEＧ

num＋ 的查询时间分别约为５００s和１００s.这表明,PIEnum
和PIEnum＋ 有较好的可括展性.

图４　各算法在所有数据集上查询时间的总体比较

Fig．４　Overallcomparisonofallalgorithmsondifferentgraphs

实验２　调节k.为了研究当k变化时各算法的性能,选

择４个有代表性的数据集(EP,LJ,UK,TM)开展实验,结果

如图５所示,其中k的变化范围为３~８,γ＝０．８不变.可以

看出,当k增大时,所有数据集上的查询时间都增加.这是因

为k越大,路径枚举的搜索空间越大,导致了更大的时间开

销.总体上,PIEnum 的查询时间比 UnEnum 快１０倍左右.

这表明,和 UnEnum相比,PIEnum的搜索空间更小且能够剪

枝更多的无效路径.此外,随着k的增大,PIEnum 的查询时

间曲线比 UnEnum 更平缓.这表明,PIEnum 具有较好的可

扩展性.当k大于６时,PIEnum＋ 比 PIEnum 的表现更好.

这是因为k越大,枚举的路径数量越多,越有利于发挥Join
模式的优势.

(a)EP (b)LJ

(c)UK (d)TM

图５　调节k时各模型在４个数据集上的查询时间对比

Fig．５　Comparisonofquerytimeofeachmodelonfourdatasets

whentuningk

实验３　调节γ.与实验２类似,研究当γ变化时各算法

的性能,结果如图６所示,其中γ的变化范围为０．７~０．９,k＝

８不变.总体上,随着γ的增大,各算法的查询时间都缩短.

这是因为γ越大,概率阈值的约束越严格,枚举的路径越少,

所需的时间越短.PIEnum和PIEnum＋ 的查询时间同样比其

他两个算法快１０倍左右.随着γ的增大,各算法的变化规律

和实验２相反,这里不重复解释.

实验４　查询时间分解.图７展示了各算法的查询时间

分解后的情况,其中k＝８,γ＝０．８.PreＧenum 表示剔除无效

顶点和构建索引的时间之和,enum表示路径枚举的时间.可

以看出,各算法的 PreＧenum 时间非常接近.这表明 PIEnum
构建索引的时间非常短.需要说明的是,BFS占据 PreＧenum
阶段的绝大部分时间.此外,PIEnum 的 PreＧenum 时间只占

总查询时间的很小一部分,却能有效提升查询的性能.这表

明本文在路径枚举前提出的方法能够有效地加速查询.

实验５　９９％延迟查询时间比较.为了更深入地验证

PIEnum的效率,在k变化的情况下,比较PIEnum和 UnEnum
的９９％延迟查询时间(９９％查询完成所需的时间),结果如

图８所示.可以看出,在各个数据集上,PIEnum 的时间开销

明显小于 UnEnum.对于EP这样的常规图,９９％的查询能够
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在０．１s内完成.这表明,PIEnum能够很好地应对常规查询.

(a)EP (b)LJ

(c)UK (d)TM

图６　调节γ时各模型在４个数据集上的查询时间对比

Fig．６　Comparisonofquerytimeofeachmodelonfourdatasets

whentuningγ

(a)EP (b)LJ

(c)UK (d)TM

图７　查询时间分解

Fig．７　Querytimedecomposition

实验６　具体指标对比.为了对比 PIEnum 和 UnEnum
的剪枝能力,检验了有效顶点的数量(Actives)、结果路径的

数量(Results),以及枚举过程中访问的边数(Edges).实 验

结果如图９所示.可以看出,在各个数据集上,PIEnum 有

效顶点的数量大约是 UnEnum 的一半,表明 PIEnum 能够

更好地剔除无效顶点.同时,PIEnum 访问的边数也明显

少于 UnEnum,表明 PIEnum 在枚举过程中能够更充分地

对无效路径进行剪枝.在一些数据集上,当k较大时,UnＧ

Enum 的 结 果 路 径 数 量 比 PIEnum 少,原 因 是 UnEnum

部分查询超时.

(a)EP (b)LJ

(c)UK (d)TM

图８　k变化时９９％延迟时间比较

Fig．８　Comparisonof９９％latencywithkvaried

(a)EP (b)LJ

(c)UK (d)TM

图９　k变化时具体指标对比

Fig．９　Comparisonofdetailedmetricswithkvaried

实验７　内存消耗比较.为了研究k变化时,PIEnum 内

存消耗的情况,对比了加载图的内存消耗(Graph)、存储结果

路径的内存消耗(ResultPaths),以及构建索引的内存消耗

(Index).

图１０展示了在数据集 UK 和 TM 上的实验结果.可以

看到,索引的内存消耗比图小得多,这是因为S 中顶点的数

量要远远小于图上所有顶点的数量.同时,当k较大时,索引

占用的内存也比结果路径占用的内存少.这表明,PIEnum
设计的索引是轻量级的.
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(a)UK (b)TM

图１０　内存消耗比较

Fig．１０　Comparisonofmemoryconsumption

实验８　使用不同分布生成概率图.为了研究不同算法

在使用不同分布生成的概率图上的性能差异,本文使用均匀

分布、正态分布、指数分布３种代表性的分布来生成概率图.

通过调节参数,为数据集 EP生成上述３种不同分布的概率

图,其边上的概率值的分布情况如表４所列,其中指数分布１
和指数分布２是相互对称的.随后,为上述每个概率图随机

生成１０００条查询.几种算法在不同图上的查询时间如表５
所列.可以看到,PIEnum 的查询时间在不同分布的概率图

上都比 UnEnum 快１０~２０倍.同时,PIEnum＋ 的表现也比

UnEnum＋ 更好.在正态分布和指数分布１的图上,几种算法

的查询时间都较短,这是因为大多数边上的概率值比给定的

概率阈值γ＝０．８小,所以结果路径较少.相反,在指数分布

２的图上,几种算法的查询时间都较长,这是因为大多数边上

的概率值比γ＝０．８大.

表４　数据集EP上概率值分布情况

Table４　DistributionofprobabilitiesonEP
(％)

分布 [０．５,０．６) [０．６,０．７) [０．７,０．８) [０．８,０．９) [０．９,１]

均匀分布 ２０ ２０ ２０ ２０ ２０
正态分布 １０ ２０ ４０ ２０ １０
指数分布１ ５２ １７ １２ １０ ９
指数分布２ ９ １０ １２ １７ ５２

表５　各算法在不同分布产生的数据集上的查询时间对比

Table５　ComparisonofquerytimewithdifferentdistributionsonEP
(ms)

分布 PIEnum PIEnum＋ UnEnum UnEnum＋

均匀分布 ８７．１０ ３９．７３ １４４１．６０ ３２５．１３
正态分布 ２．５１ ２．８０ ３２．７１ ２７．２９
指数分布１ ２．０３ ２．５９ １９．４４ １８．１９
指数分布２ ３２０７６ ６８９７ ２１９７５７ ３４０２５

结束语　本文研究了概率图上路径长度和概率约束下的

路径枚举问题,并提出算法 PIEnum 来解决已有算法时间开

销较高的问题.本文设计了高效的剪枝技术进一步剔除无效

顶点以及无效的搜索分支,同时设计了高效的在线索引来避

免路径枚举过程中的重复计算.使用真实世界的数据集开展

了全面的实验,结果显示,PIEnum 的整体性能比已有算法提

升了１０倍以上.

尽管PIEnum能够显著加速 UHcPE查询,但其仍然存

在提升空间.首先,大图上的查询时间还需要进一步缩短(在

TM 上,当k＞７时查询时间超过１００s).可能有效的解决方

案是构建一个全局离线索引来缩减路径枚举前的时间开销.

但该种方案具有较大的难度,因为需要占用较大的内存,且离

线索引需要设计更新策略来适应动态图.其次,PIEnum＋ 并

非在任何时候都优于PIEnum.设计一种评估方法在查询之

前评估当前查询应该使用哪种算法枚举路径是一个有意义的

研究方向.评估方法的执行时间应该明显短于查询的总

时间.
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