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kＧ均值聚类在高维大数据上的高效算法研究进展
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摘　要　聚类是机器学习中的经典任务,旨在根据相似度度量将数据划分为若干簇.kＧ均值聚类作为最基本的聚类模型,自提

出以来已被深入研究并在众多领域得到广泛应用.聚焦kＧ均值模型的求解问题,从理论计算机科学的视角出发,介绍kＧ均值的

(接近)线性时间的快速近似算法的研究进展.此外,简要讨论其他相关大数据计算模型中的聚类算法的相关进展,包括动态、

数据流与并行计算等计算模型.
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Abstract　Clusteringisaclassictaskinmachinelearning．Thegoalofclusteringistopartitiondatapointsintogroups,withreＧ

specttoasimilaritymeasure．Asoneofthemostfundamentalmodelsforclustering,kＧmeanshasbeenextensivelystudiedand

widelyapplied．ThispaperfocusesonthecomputationalissueofsolvingkＧmeansefficiently,anddiscussestheprogressof(nearＧ)

lineartimeapproximationalgorithmsforkＧmeans,fromtheperspectiveoftheoreticalcomputerscience．Italsobrieflydiscusses

thestatusofclusteringalgorithmsinvariousbigdatacomputationalmodels,includingdynamic,streaminganddistributedcompuＧ

ting．
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１　引言

聚类是无监督学习的核心任务,已被广泛应用于机器学

习、数据科学、计算机视觉、自然语言处理等领域.一般的聚

类问题旨在将输入数据点按照相似性进行划分,使得类内相

似度高、类间相似度低.在各种聚类的具体模型中,kＧ均值聚

类是最基本的聚类模型,自Lloyd于１９５７年提出以来便得到

了深入研究和广泛应用.kＧ均值模型的求解也有较为成熟的

方法,在包括scikitＧlearn和 ApacheSparkMLlib在内的多种

机器学习工具中都有kＧ均值求解器,其成为了求解kＧ均值相

对成熟的手段.

然而,大数据时代对kＧ均值的现代应用提出了新的计算

挑战.随着表示学习的发展,文本、语音、图像等多模态数据

普遍被嵌入到高维向量空间,并在欧氏空间中以距离作为相

似度度量.这类高维嵌入向量已成为聚类等数据分析任务的

典型输入,其规模往往达到百万量级,维度也超过百维[１Ｇ３].

在输入规模日益增长的背景下,相对于输入规模的线性或近

线性时间已经成为高效聚类算法的基本要求.

针对kＧ均值聚类的计算挑战,本文从理论计算机科学的

视角,系统梳理了近线性时间的、具有理论精度保证的kＧ均值

求解算法.此外,本文还将涉及其他大数据计算模型,包括数

据流模型、动态计算模型以及并行计算模型等,并讨论上述计

算模型下kＧ均值聚类的高效算法.

本文第２章介绍欧氏空间kＧ均值问题的形式化定义等预

备知识;第３章综述近线性时间kＧ均值近似算法;第４章进一

步从计算模型的角度出发,讨论动态、数据流、并行计算等大

数据计算模型下kＧ均值的高效算法;最后总结全文并展望未

来研究方向.

２　预备知识

首先,给出欧氏空间中的kＧ均值模型的数学优化的表达

形式.在该问题中,输入是n个d 维数据点的集合P⊂Rd以

及参数１≤k≤n,目标是找到一个大小至多为k的中心点集

合C⊂Rd,使得如下目标函数最小化:

cost(P,C)∶＝ ∑
p∈P

min
c∈C

‖p－c‖２
２

即所有P 中的数据点到集合C 中最近点的平方距离之和最



小.kＧ均值问题即使在常数维d＝O(１)的欧氏空间也是 NPＧ

hard的[４],因此对于kＧ均值问题,多考虑近似算法.即,若对

于某个α≥１和(多项式时间)算法 , 对任意输入P 的输出

解C都满足:

cost(P,C)≤α􀅰OPT
则称 为αＧ近似,并称最小的α为算法的近似比,其中OPT
为P 上的最优目标值.若算法 为随机算法,则上述定义改

为取数学期望:

E[cost(P,C)]≤α􀅰OPT

记O
~(m)∶＝O(mpolylogm).

３　欧氏kＧ均值的近线性时间近似算法

因为kＧ均值的输入是n个数据点,所以线性时间自然是

针对n的,即追求O
~(n)的运行时间.然而,除n之外,还有两

个重要参数k和d,这些参数的取值范围会对聚类近似比与

运行时间之间的权衡产生显著影响.因此,将按照对k和d

的依赖形式对kＧ均值的O
~ (n)时间近似算法分别进行讨论.

具体考虑３类:适用于固定参数k和d 的近似算法,时间复杂

度依赖poly(kd)的近似算法,以及适用于一般参数k和d 的

常数近似算法.

３．１　固定参数

当聚类数k或维度d 固定时,近线性时间O
~(n)内可以达

到kＧ均值的(１＋ε)Ｇ近似[５Ｇ１６].具体而言:若固定聚类数k,当

前已知的最优结果可在O(nd􀅰２(k/ε)O(１))的时间复杂度下实

现(１＋ε)Ｇ近似保证[１１];若固定维度d,则时间复杂度可达到

O(n􀅰２(１/ε)O(d２))并保持相同近似比[１６].

尽管上述算法的时间复杂性是近线性O
~ (n)的且达到了

(１＋ε)Ｇ近似,但其代价却指数依赖于k或双指数依赖于d.

事实上,这一指数或双指数依赖是实现(１＋ε)Ｇ近似所必须

的,因为当参数k和d 是输入的一部分时,已有研究表明,

kＧ均值聚类是 APXＧhard的[１７](大 体 上,如 果 一 个 问 题 是

APXＧhard的,则在Ρ≠ΝΡ的假设下,存在一个常数c＞１,使

得任何多项式时间算法不能比cＧ近似更好),即在一般参数k
和d 下只有常数近似.

这种对于d或者k的指数依赖,在很多实际设定中都是

不可接受的.因此,接下来讨论更普遍的设定:当k和d 不再

是固定参数时,如何实现poly(kd)依赖,甚至是更优运行时

间的近似算法.

１)没有已知文献对该框架进行过细致讨论,因此此处没有给出标准的文献引用来源.然而,由于该框架较为简洁、黑盒利用了已有结果,目前已

经成为了一种标准方法.

３．２　非固定参数:poly(kd)依赖

从算法复杂性的角度出发,更合适的设定是允许算法

对参数k和d具有多项式级别的依赖.目前,运行时间为

O
~(n􀅰poly(kd))的欧氏kＧ均值近似算法已被大量工作系统

研究.具体而言,主流求解器通常基于经典的 Lloyd迭代算

法[１８],配合kＧmeans＋＋[１９]的初始解选取策略,可在O(nkd)

时间内完成计算,并在期望意义下达到O(logk)的近似保证.

此外,基于局部搜索、随机采样等技术的算法可以实现常数量

级的近似保证,同时其时间复杂度仍保持在O
~(n􀅰poly(kd))

量级[２０Ｇ２８].

更一般地,区别于上述直接构造的算法,本文介绍一个统

一的算法框架,可以将任何一个poly(n)时间的近似算法在

基本保持近似比的情况下,转化成O
~(n􀅰poly(kd))时间的高

效算法１).该框架以黑盒的方式综合利用了已有的数据降维

和数据压缩的技术,由两部分构成:１)通过数据降维技术,将

维度d降低为log(n);２)通过核心集构造对输入数据进行

摘要,将n降低为O
~ (k).基于上述框架,任意运行时间为

poly(n)的αＧ近似kＧ均值算法,均可被系统性地转换为整体运

行时间为O
~(n􀅰poly(kd))的(１＋O(ε))αＧ近似算法,其中(１＋

O(ε))表示框架引入的可控近似损失.

１)数据降维

在欧氏空间中,维度d是一个决定算法复杂性的重要参

数.对于kＧ均值问题,已有一系列工作研究如何在降维后仍

近似保持聚类代价[２９Ｇ３２].当前最优结果表明,将数据随机投

影到ℓ∶＝O(log(k/ε)/ε２)维的空间中,即可在高概率下保证

P 的任意划分 ＝(C１,C２,􀆺,Ck)的聚类代价在(１＋ε)倍以

内[３２].具体 而 言,对 于 任 意 点 集 P⊂ Rd 和ε∈ (０,１),

Makarychev等[３２]可以计算一个目标维度是ℓ维的随机映射

f:Rd→Rℓ,使得对于P 中任意一个划分 ＝(C１,C２,􀆺,Ck),

都可高概率保证:

∑
k

i＝１
　min

ci∈Rd
　 ∑

x∈Ci
‖x－ci‖２

２

　≤∑
k

i＝１
　min

ci∈Rℓ
　 ∑

x∈f(Ci)
‖x－ci‖２

２

　≤(１＋ε)􀅰∑
k

i＝１
　min

ci∈Rd
　 ∑

x∈Ci
‖x－ci‖２

２ (１)

并且映射f对任何点x∈Rd都可在O(dlogd)时间内计算.

Makarychev等[３２]的降维方法在构造形式上与经典的

JohnsonＧLindenstrauss(JL)降维[３３]一致,都基于相同的随机

线性映射方法,只是目标维度ℓ的设定不同.然而,这也带来

了降维保证上的不同.具体而言,JL降维[３３]将点集映射到

O(ε－２logn)维空间,并保证∀x,y∈P,‖x－y‖２≤‖f(x)－

f(y)‖２≤(１＋ε)‖x－y‖２,即任何两点之间的距离保持在

(１＋ε)倍以内.而 Makarychev等[３２]则将数据映射到O(log
(k/ε)/ε２)维空间,当k≪n时,该目标维度可以显著低于JL的

目标维度.然而,Makarychev等[３２]的降维方法并不保持点

对之间的距离,因此无法给出JL[３３]的点对距离保证.

综上所述,对于欧氏kＧ均值,即使k＝Θ(n),也可以不失

一般性地假设d＝O(logn).由此,近线性时间计算的复杂度

瓶颈不再来自维度d,因为poly(d)已退化为polylog(n).然

而,数据降维技术无法缓解算法对n的依赖.因此,在构建高

效kＧ均值近似算法时,数据降维通常与核心集结合使用,以进

一步控制时间复杂度对数据规模的依赖.

２)核心集

在欧氏空间中,聚类算法的主要计算开销来自于对n个

５２高贵晨,等:kＧ均值聚类在高维大数据上的高效算法研究进展



d 维数据点的处理.为避免在后续计算中反复访问输入数据

点,核心集方法通过构造一个小规模的加权代表性子集,对原

始数据进行摘要.对于kＧ均值问题,HarＧPeled等[８]首次给出

了核心集的定义.具体而言,给定d维点集P⊂Rd与精度参

数ε∈(０,１),若存在加权点集S⊂Rd及权重函数w:S→R≥０,

使得对任意k个中心构成的集合C⊂Rd,均满足:

∑
x∈S

w(x)􀅰min
c∈C

‖x－c‖２
２∈(１±ε)∑

p∈P
　min

c∈C
‖p－c‖２

２ (２)

则称S 为P 的一个εＧ核心集.其中,基数|S|为核心集的

规模.

从核心集的定义可直接推出如下结论:设构造一个εＧ核

心集S的时间为T,则对于任意在原始数据集上运行时间为

poly(n)、近似比为α的kＧ均值算法,若将其应用于核心集S,

即可在原始点集上获得一个近似比为(１＋ε)α的解,且整体运

行时间为T＋poly(|S|).正因如此,为kＧ均值构造小规模核

心集已成为重要研究方向,且在各类度量空间中得到了广泛

探索[８,１０,２９,３４Ｇ４９].在欧氏空间中,目前已知可以构造规模为

O
~(k)的εＧ核心集,且其构造时间为O

~(nd)[３６].

下面将数据降维与核心集构造作为黑盒模块加以组合,

并具体描述一个统一的kＧ均值算法框架,如算法１所示.算

法１中,第１－４行直接对应了降维和数据摘要的步骤,但仍

需要在第５－６行中,把将降维和摘要后的数据上的解C′转换

成原始空间上针对P 的中心集合C
∧
.

算法１　基于数据降维和数据压缩的通用kＧ均值算法框架

输入:数据集P⊂Rd,参数１≤k≤n,ε∈(０,１),αＧ近似算法

输出:数据集P上的一个(１＋O(ε))αＧ近似kＧ均值中心集合C
∧

１．令ℓ←O(log(k/ε)/ε２),构造一个JL降维映射f:Rd→Rℓ[３２]

２．令P′←{f(x)|x∈P}⊂Rℓ为降维后的数据集

//该映射可在O
~(nd)时间内完成;P和P′中的点是一一对应的,并

满足式(１)

３．对P′构造一个规模为O
~(k)的εＧ核心集S⊂Rℓ[３６]

//该核心集可在O
~(nd)时间内构造,并满足式(２)

４．在S上运行 ,得到解C′⊂Rℓ

５．求P′关于C′的聚类簇,并令{C１,􀆺,Ck}为P上对应的kＧ划分

//此处{C１,􀆺,Ck}的定义利用了P与P′之间的一一映射

６．令Ci
∧
← １
|Ci|∑

x∈Ci
x为簇Ci(１≤i≤k)上的聚类中心,返回C

∧

算法１的总体时间复杂度为O
~(nd＋poly(k)＋nk),其主

要由数据降维、核心集构造、核心集上kＧ均值求解及原始空

间P 的kＧ均值中心集合计算决定.其中,数据降维和核心

集构造的 时 间 开 销 为O
~ (nd),给 定 算 法 的 运 行 时 间 为

poly(n),则核心集上kＧ均值求解的时间开销为poly(k)、计

算P 的kＧ均值中心集合的时间开销为O
~(nk),其被计算P′到

C′的最近邻时间开销O
~(nk)所支配.算法１的精度损失主要

来自数据降维和数据压缩.在这两个过程中,精度损失均为

(１＋ε).因此,最终得到的中心集合C
∧
是数据集 P 的(１＋

O(ε))αＧ近似解.

综上所述,数据降维与核心集技术提供了一种统一的预

处理框架,使得传统在多项式时间内追求更优近似比的kＧ均

值算法[５０Ｇ５６](当前最优近似比可达５．８３[５６])都可以在保持近

似性能基本不变的前提下,被系统性地转换为近线性时间

O
~(n􀅰poly(kd))算法.

３．３　一般参数设定

当聚类数k和维度d 为自由参数(例如,允许k＝O(n),

d＝O(logn))时,前述时间复杂度为O
~(n􀅰poly(kd))的算法

将不再属于近线性时间算法.优化关于参数k的依赖成为了

显著挑战.一方面,先前介绍的核心集方法不再能用于简化

问题,原因在于任何εＧ核心集必须存储Ω(k)个点[４５],当k＝
Ω(n)时,前述算法的时间复杂度为Ω(n２),所以无法简化问

题.除了不能使用核心集外,还有另一项复杂性结果指出:在

一般度量空间中,任何具有有限近似比保证的算法都需要

Ω(nk)的运行时间[５７],这表明近线性时间的kＧ均值近似算法

必须要从根本上利用欧氏空间的性质.尽管数据降维已将

poly(d)优化为polylog(n),使得复杂度瓶颈不再来自维度

d,但聚类数k对算法复杂度的影响依然存在.

１)高维空间近似算法的基本权衡.另一方面,若对维度

d不进行任何限制(即需要考虑高维空间),也会导致一些本

质的计算困难.具体来说,在高维空间中存在一项普遍的根

本障碍:包括聚类问题在内的许多问题很难达到O
~ (nd)运行

时间的常数近似,而是只能得到形如n１＋ε的接近线性的多项

式时间的常数近似.这项根本障碍来源于近似近邻搜索问

题,并且具体的权衡来自于局部敏感哈希(LocalitySensitive

Hashing,LSH)[５８Ｇ５９].具体来说,对于最近点对问题,即找到

n个d 维数据点最近点对的距离,目前猜想如下的 LSH 权衡

基本上是最优的,尤其是不可改进成O
~(nd)时间的常数近似:

对t≥１,可以在O(n１＋１/t２ )时间做到O(t)的近似比[６０Ｇ６２].最

近点对问题足够基本,很多问题都可以规约到该问题,例如最

小生成树[５９]、设施选址、全局最小权匹配等[６３].kＧ均值聚类

问题也可以直接规约到最近点对问题:令k＝n－１,则聚类的

最优解直接对应于最近点对的距离.因此,在一般的参数设

定下,达到时间Ｇ近似比的 LSH 权衡就是目前可以做到的最

优的近似算法结果.

２)达到LSH 权衡的近似算法.近期,Jiang等[６４]针对欧

氏kＧ均值给出了能达到LSH 权衡的算法,主要结果如下.本

节主要聚焦这项工作,重点介绍该工作的主要算法设计思路.

定理１[６４]　对任何t≥１,存在针对欧氏kＧ均值的O(t２)Ｇ

近似的随机算法,运行时间为O
~(poly(d)n１＋１/t２ ).

达到LSH 权衡的关键是有效利用欧氏空间的性质.这

里,首先介绍一种将(高维)欧氏空间转换成稀疏图的一般技

术.这项技术广泛适用于各种基于距离的组合优化问题,并

且定理１就是利用该技术最终达到LSH 权衡.

定义１　对于一个欧氏点集P⊂Rd,定义P 的欧氏图为

欧氏距离导出的完全图,即点集是P,边集是P×P,边权是

w(x,y)∶＝‖x－y‖２的图.给定欧氏点集P⊂Rd和误差参

数t≥１,tＧspanner是一个欧氏子图 H(P,E,w),使得:

∀x,y∈P,‖x－y‖２≤distH(x,y)≤t‖x－y‖２

其中,distH代表图 H 上的最短路距离.

对于确定的t,希望得到一个尽量稀疏(即边数尽量少)的
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spannerH.对于欧氏空间,HarＧPeled等[６５]给出了一个基于

LSH 的tＧspanner构造方法;结合高效的 LSH[６２],该spanner

边数为m＝O
~(n１＋１/t２ ),且可在O

~ (dn１＋１/t２ )时间内构造,从而

达到了LSH 权衡.因此,在预处理阶段运行这种达到 LSH
权衡的spanner,就可以将高维欧氏的问题转换成稀疏图上的

问题.此时,为了总体上得到 LSH 权衡的近似算法,只需要

在(稀疏)图上设计一个O(１)Ｇ近似的运行时间为接近边数m
的算法.

具体到聚类问题,Thorup[６６]给出了图上(针对最短路距

离的)聚类问题的O
~ (m)时间的 O(１)近似.因此,Thorup

等[６６]考虑的问题自动可以得到欧氏空间上达到 LSH 权衡的

近似算法.然而,由于kＧ均值目标函数与平方欧氏距离的特

殊结构,目前仍不知道 Thorup的结果是否可以推广到kＧ均

值.近期,Jiang等[６４]采取与 Thorup完全不同的技术路线,

给出了下列新的图上kＧ均值的快速常数近似算法,该结果与

spanner结合,可以直接推出定理１.

定理２[６４]　存在一个针对图最短路度量kＧ均值的O(１)Ｇ
近似的随机算法,运行时间为m１＋o(１),其中m 为边数.

这个算法是经典的１Ｇ交换局部搜索算法的一个高效改

进,第一次把局部搜索相关技术在近线性时间进行了实现.

在经典的１Ｇ交换局部搜索[６７]中,算法从一个初始中心集合

C⊂Rd开始迭代.对于当前解C,穷举数据集中的一个点xin

以及当前解C中的一个点xout,如果:

cost(P,C\{xout}∪{xin})≤γ􀅰cost(P,C)

则进行此次交换,即设置C∶＝C\{xout}∪{xin},γ＜１是一个

阈值.这里γ的作用很关键,它直接控制何时进行交换.经

典结果[６７]证明了,γ需要取值为一个非常接近１的值１－

１/poly(n),从而让局部搜索在poly(n)轮迭代后收敛,并且

收敛到一个常数近似比.虽然直觉上,γ取值更小一些,如取

成常数,可以得到更少的迭代轮数,但这样很难保证近似比,

即很快会收敛到一个近似比很差的局部最优解上.

定理２的算法大体上也是１Ｇ交换局部搜索,但关键创新

点是采用了可变的阈值γ,并且这个阈值会根据不同的xin和

xout来设置,即γ＝γ(xin,xout).由于整个局部搜索过程最耗

时的操作就是寻找xin和xout,以及维护交换xin和xout后的聚类

结果,因此γ的设置要反映出(xin,xout)交换操作所带来的时

间上的开销:时间开销越大,则要求γ越小,即更显著地降低

代价函数cost;反之,则可以使用一个较大的γ.直觉上,可以

认为γ(xin,xout)衡量/评价了(xin,xout)这组交换的质量,这与

传统的γ＝１－１/poly(n)具有本质不同.Jiang等[６４]证明了

这样的新的局部搜索规则可以让整个搜索过程的总时间开销

维持在接近线性的水平,虽然具体到某一步的开销仍可以

很大.

下面对定理１中的算法进行总结,将前述的tＧspanner构

造与局部搜索过程加以整合,其整体流程如算法２所示.算

法２的总体时间复杂度为O
~(poly(d)n１＋１/t２ ),主要由tＧspanＧ

ner构造以及在稀疏图上的聚类求解两部分所决定.具体而

言,tＧspanner子 图 H 可 通 过 HarＧPeled 等[６５]提 出 的 基 于

LSH 的方法构造,并结合高效的LSH 实现[６２],在O
~(dn１＋１/t２ )

时间内完成,其边数为m＝O
~(n１＋１/t２ ).在此基础上,图 H 上

的聚类求解可在m１＋o(１)时间内完成[６４].在近似保证方面,算

法２的精度损失由tＧspanner的参数t所支配:针对kＧ均值的

平方距离和目标函数,该算法最终得到P 的一个O(t２)Ｇ近似

中心集合C.

算法２　达到LSH 权衡的kＧ均值算法框架

输入:数据集P⊂Rd,参数１≤k≤n,t≥１
输出:数据集P上的一个 O(t２)Ｇ近似kＧ均值中心集合C

１．对P构造一个tＧspanner子图 H,其边数 m←O
~(n１＋１/t２)[６５]

２．在 H 上运行下面的局部搜索[６４]:选取初始中心集合 C⊆P,循环检

测是否存在xin∈P及xout∈C满足下列条件:

costH(P,C\{xout}∪{xin})≤γ(xin,xout)􀅰costH(P,C)

若存在,则令C←C\{xout}∪{xin},并继续循环;否则结束

//该过程可在m１＋o(１)时间内完成;costH 表示图上最短路距离的

kＧ均值代价函数;γ(xin,xout)是一个可变阈值,反映了(xin,xout)交

换操作所带来的时间上的开销,这与传统的阈值设定具有本质不同

３．返回C

LaTour等[６８]针对欧氏kＧ均值给出了O
~(n１＋１/t２ )时间、

O(t１２)近似的权衡.虽然该结果并未达到 LSH 权衡,但技术

上不依赖高维spanner、不需要规约到图上进行算法设计,而

是直接利用LSH 来加速某个已有的贪心算法[６９],提供了不

同的技术路线.此外,还有一类工作专门研究严格的近线性

O
~(nd)时间的算法,虽然得到的近似比仅为polylog(k)或

poly(k)[７０Ｇ７１],并且无法达到LSH 权衡,但他们提出的算法框

架较为简洁,易于实现,可能会取得较好的实际效果.

４　欧氏kＧ均值在其他相关计算模型下的高效算法

除了追求接近线性时间的近似算法,其他大数据计算模

型,包括数据流模型、动态计算模型和并行计算模型等,也是

理论计算机科学中应对大数据计算挑战的重要研究方向.这

些模型因其更新时间、空间远低于输入规模,在理论计算机科

学中通常被统称为“亚线性模型”.承接第３章中对kＧ均值近

线性时间近似算法的系统讨论,本章将进一步综述在亚线性

计算模型下kＧ均值聚类的主要算法结果.

１)动态算法

动态算法是传统近似算法设定的推广.动态算法的输入

不再是一个固定的数据集,而是以Rd中数据点的插入/删除

来给出,要求在每次插入/删除的更新后,算法都能维护一个

kＧ均值的近似解C.此处,“维护”的含义是算法显式维护一

个包含k个点的集合,每次更新后都需要对应地更新这个集

合,以此来保持近似比.注意到动态算法同时也可以作为传

统的近似算法来使用:将n个数据点依次插入后返回维护的

解.所以对于kＧ均值,一个理想的目标就是对标近似算法的

LSH 权衡,达到每次均摊更新时间O
~(n１＋１/t２/n)＝O

~(n１/t２ ),以

及O(t２)的近似比.

近期,Bhattacharya等[７２]针对欧氏空间中的动态kＧ均值

问题,给出了poly(t)Ｇ近似、更新时间为O
~(k１/t２ )的新算法,使

得动态kＧ均值朝着“LSH 权衡”的目标迈进了一大步.尽管

该算法尚未达到真正的 LSH 权衡,但相比一般度量空间中
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O
~(n)的更新时间,其效率提升已是显著突破.达到上述接近

LSH 权衡的结果需要充分利用欧氏空间的几何结构.相比

之下,在一般度量空间中,动态kＧ均值已得到较为系统的研

究[７３Ｇ７８].其中,Bhattacharya等[７８]实现了O
~(n)更新时间的常

数近似算法,并且该结果在已知下界意义下是最优的[５７].

以上结果虽然都适用于一般参数,但无可避免地无法达

到(１＋ε)Ｇ近似.是否能在次线性乃至polylog(n)时间内做

到(１＋ε)Ｇ近似,仍是一个亟需解决的公开问题.

１)事实上数据流算法一般需要假定输入是在一个{１,􀆺,Δ}d 的大离散格点上,以此来更方便地讨论空间复杂度.本文假定Δ＝poly(n),其中n
是数据流中插入数据点的个数,且忽略这个细节并假设数据点来自于Rd.

２)数据流算法

数据流设定的输入类似于动态设定,以插入/删除Rd上

的更新序列给出１).然而,与动态设定不同的是,这里只需要

在数据流结尾时给出答案,但同时额外要求空间复杂度要尽

量低,任何时候都必须是o(n)的.对于聚类问题,由于输出

已经需要Ω(k)的空间,因此不可能寄希望于算法的空间复杂

性是o(k)的.事实上,这个Ω(k)的空间需求是很本质的:可

以证明,即使是在１维,只是分辨数据集上的kＧ均值的最优值

是否为０(而无需输出对应的k点的解),已经需要Ω(k)的空

间.另一方面,目前已有算法可以在O
~ (k􀅰poly(dlogn))的

空间内实现(１＋ε)Ｇ近似[７９Ｇ８０],然而这个空间复杂性中关于参

数k,d,logn的依赖是否还能改进是开放性问题.

不同于动态数据流设定,聚类在仅插入数据流设定下

的空 间 复 杂 度 得 到 了 更 细 致 的 研 究[８,１０,３５,３７,４５,８１Ｇ８６].这

里,在仅插入数据流中,只有对数据点的插入操作而没有

删除操 作.在 这 种 设 定 下,可 以 采 用 一 种 被 称 为 mergeＧ

andＧreduce的通用算法框架[８],达到与现有核心集大小相近

的空间复杂度.设存在一个大小为S(n,k,d,ε)的kＧ均值的

核心集,mergeＧandＧreduce框架将数据分成连续的块后,求得

相邻块的核心集后进行合并,之后使用同样的步骤进行迭代.

最终,设ε′∶＝Θ(ε/logn),mergeＧandＧreduce可在S(n,k,d,ε′)

空间下得到一个ε′Ｇ核心集.结合已有的核心集结果,就可以

得到运 行 空 间 与 核 心 集 大 小 类 似 的 数 据 流 算 法.然 而,

mergeＧandＧreduce框架不可避免地在空间复杂度中引入额外

的polylog(n)因子.近期,CohenＧAddad等[８６]的工作突破了

mergeＧandＧreduce框架的瓶颈,在仅插入数据流模型下实现了

O
~(ε－２kd)􀅰min(ε－２,k)poly(loglogn)的空间上界,其空间复

杂度不再依赖polylog(n)因子.

滑动窗口是另一个数据流的常见设定,其目标是在任意

时刻维护最近W 个数据点的近似解.具体来说,滑动窗口模

型的输入仍是一个仅插入数据流,但在任何时候,只有最近的

W 个数据点保留在数据集中,并且算法需要回答当前 W 个

数据点的聚类近似解.特别地,落在窗口之外的较早到来的

数据点会被隐式删除.这种滑动窗口设定是只插入数据流的

推广,因为可以将W 设置为无穷大,从而使任何元素都不会

被删除.然而,滑动窗口与上述的动态数据流模型却是不可

比较的,主要原因是动态数据流要求删除操作是由输入显式

给出的,而滑动窗口的删除操作是隐式的.近年来,一系列工

作给出了滑动窗口模型下的kＧ均值结果[８７Ｇ９０].目前最佳的

结果实现了空间复杂度为ε－４k􀅰polylog(ε－１n)的(１＋ε)Ｇ
近似[９０].值得一提的是,这些(１＋ε)Ｇ近似的结果均基于核心

集技术[８９Ｇ９０],但核心集的构造方式经过了专门设计,以适应

滑动窗口模型的动态特性.

３)并行算法

并行计算有许多模型,这里主要介绍大规模并行计算

(MPC)模型[９１]———一种脱胎于 MapReduce[９２],Hadoop[９３],

Spark[９４]等,被广泛采用的实用大数据计算软件框架的理论

模型.就欧氏空间的设定而言,MPC模型假设每台机器的内

存s满足s≥poly(d)􀅰nσ(σ∈(０,１)),机器之间通过若干通

信轮来进行计算,并且在每轮中,任意两台机器都可以通信,

但要求每台机器的总通信量(即信息总长度)是 O(s)的.

MPC算法设计的目标是得到较好的轮数Ｇ近似比权衡,并且

通常希望轮数为常数.具体到kＧ均值,一个关键挑战是k可

以很大(如k＝O(n)),且机器内存s可以远小于k,这就导致

聚类的解C甚至无法存储在一台机器上.

迄今为止,没有任何已知的 MPC算法可以在常数轮达

到kＧ均值任何有限近似比,并且已知的结果要么需要ω(１)轮

才能达到常数近似[９５],要么只能得到双标准近似[９６Ｇ９７],即允

许使用的聚类中心多于k(目前最好的双标准常数近似,允许

使用的聚类中心多于k,但不超过k的常数倍[９７]).

此外,若每台机器拥有O
~(nεpoly(kε－１))的本地内存,则

可以采用nεＧ分叉的 mergeＧandＧreduce框架,并在每一轮使用

相应精度的核心集,从而在O(ε－１)轮通信内实现kＧ均值的

(１＋ε)Ｇ近似.然而,由于该方法要求在单轮内合并核心集,

其本地空间需求随k和ε－１呈多项式增长,因此在k或精度要

求较高的场景下往往难以满足需求,从而限制了其适用范围.

结束语　本文从理论计算机科学视角介绍了kＧ均值在若

干计算设定下的快速算法理论,涵盖了近线性时间近似算法、

动态算法、数据流算法与并行计算等.在技术层面,简介了聚

类的数 据 摘 要 方 法 核 心 集、一 般 的 降 维 JohnsonＧLindenＧ

strauss变换、高维欧氏空间上的基本的 LSH 权衡以及一般

的稀疏化方法spanner.这些技术不仅适用于聚类,也可用于

其他欧氏空间下的组合优化问题的求解.从研究方向上看,

本文所介绍的大研究方向侧重于设计真正高效的近似算法,

与传统的主要追求近似比而只要求多项式时间的研究形成鲜

明对比.如何将这种研究思路拓展到其他相关机器学习问题

上,可以作为理论计算机科学研究的一个未来方向.

本文侧重介绍算法理论结果,但仅有一部分算法的实际

效果得到了实际验证.本文以３种参数设定下的近似算法为

例进行讨论.１)尽管理论上已存在(１＋ε)Ｇ近似的kＧ均值算

法,但其时间复杂性对参数k或d 的依赖太强,因此主要停留

在理论研究层面.２)对于一般维度d,高效kＧ均值算法可以

借助JL变换等降维技术将复杂度控制在poly(d)量级.由

此可见,当前kＧ均值求解的效率瓶颈更多取决于参数k.当k
较小时,已有大量工作实现了“理论Ｇ实践”的双向适配,例如
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基 于 随 机 采 样[１９,２１,２７]、局 部 搜 索[２２,２４Ｇ２６,２８]、核 心 集 构

造[３６,３８,４６,８１Ｇ８２,８４]等技术,既能够提供近似保证,也能在真实的

大规模数据集上获得较快的运行速度,因此成为当前小k场

景中的主流方案.３)对于一般的k较大的情况,长期以来缺

乏高效算法,目前的求解器软件多对较小的k有较好的算法,

对大k的性能较为一般.虽然本文介绍了近期的理论突破,

但如何将这个理论上可行的算法进行高效实现并产生实际效

果,仍是未来重要的研究方向.

参 考 文 献

[１] JÉGOU H,DOUZE M,SCHMID C．ProductQuantizationfor

NearestNeighborSearch [J]．IEEE TransactionsonPattern

AnalysisandMachineIntelligence,２０１１,３３(１):１１７Ｇ１２８．
[２] PENNINGTON J,SOCHER R,MANNING C D．Glove:

GlobalVectorsforWordRepresentation [C]∥Proceedingsof

ConferenceonEmpiricalMethodsinNaturalLanguageProcessＧ

ing．ACL,２０１４:１５３２Ｇ１５４３．
[３] BABENKOA,LEMPITSKYVS．EfficientIndexingofBillionＧ

ScaleDatasetsofDeepDescriptors[C]∥ProceedingsofIEEE

ConferenceonComputerVisionandPatternRecognition．Las

Vegas:IEEEComputerSociety,２０１６:２０５５Ｇ２０６３．
[４] MAHAJAN M,NIMBHORKAR P,VARADARAJAN K R．

ThePlanarkＧMeansProblemisNPＧhard[J]．TheoreticalComＧ

puterScience,２０１２,４４２:１３Ｇ２１．
[５] INABA M,KATOH N,IMAI H．Applications of Weighted

VoronoiDiagramsandRandomizationtoVarianceＧBasedkＧClusＧ

tering[C]∥ProceedingsofAnnualSymposiumonComputaＧ

tionalGeometry．NewYork:ACM,１９９４:３３２Ｇ３３９．
[６] MATOUŠEKJ．OnApproximateGeometrickＧClustering[J]．

Discrete& ComputationalGeometry,２０００,２４(１):６１Ｇ８４．
[７] DELA VEGA W F,KARPINSKIM,KENYONC,etal．ApＧ

proximationSchemesforClusteringProblems [C]∥ProceeＧ

dingsofAnnualACM Symposium onTheoryofComputing．

NewYork:ACM,２００３:５０Ｇ５８．
[８] HARＧPELEDS,MAZUMDARS．OnCoresetsforkＧMeansand

kＧMedianClustering[C]∥ProceedingsofAnnualACMSympoＧ

siumonTheoryofComputing．NewYork:ACM,２００４:２９１Ｇ３００．
[９] FELDMAND,MONEMIZADEH M,SOHLERC．APTASfor

kＧMeansClusteringBasedonWeakCoresets[C]∥Proceedings

ofACM SymposiumonComputationalGeometry．New York:

ACM,２００７:１１Ｇ１８．
[１０]CHENK．OnCoresetsforkＧMedianandkＧMeansClusteringin

MetricandEuclideanSpacesandTheirApplications[J]．SIAM

JournalonComputing,２００９,３９(３):９２３Ｇ９４７．
[１１]KUMAR A,SABHARWAL Y,SEN S．LinearＧTime ApproxiＧ

mationSchemesforClusteringProblemsin Any Dimensions
[J]．JournaloftheACM,２０１０,５７(２):５:１Ｇ５:３２．

[１２]COHENＧADDAD V．AFastApproximationSchemeforLowＧ

DimensionalkＧMeans[C]∥ProceedingsofAnnualACMＧSIAM

SymposiumonDiscreteAlgorithms．NewOrleans:SIAM,２０１８:

４３０Ｇ４４０．
[１３]FRIGGSTADZ,REZAPOUR M,SALAVATIPOUR M R．LoＧ

calSearchYieldsaPTASforkＧMeansinDoublingMetrics[J]．

SIAMJournalonComputing,２０１９,４８(２):４５２Ｇ４８０．
[１４]COHENＧADDADV,KLEINPN,MATHIEUC．LocalSearch

YieldsApproximationSchemesforkＧMeansandkＧMedianin

EuclideanandMinorＧFreeMetrics[J]．SIAMJournalonComＧ

puting,２０１９,４８(２):６４４Ｇ６６７．
[１５]ABBASI F,BANERJEE S,BYRKA J,et al．Parameterized

ApproximationSchemesforClusteringwithGeneralNormObＧ

jectives [C]∥ProceedingsofIEEE AnnualSymposium on

FoundationsofComputerScience．IEEE,２０２３:１３７７Ｇ１３９９．
[１６]COHENＧADDAD V,FELDMANN A E,SAULPIC D．NearＧ

LinearTimeApproximationSchemesforClusteringinDoubling

Metrics[J]．JournaloftheACM,２０２１,６８(６):４４:１Ｇ４４:３４．
[１７]AWASTHIP,CHARIKAR M,KRISHNASWAMY R,etal．

TheHardnessofApproximationofEuclideankＧMeans[C]∥

Proceedings of International Symposium on Computational

Geometry．Eindhoven:SchlossDagstuhlＧLeibnizＧZentrumfürInＧ

formatik,２０１５:７５４Ｇ７６７．
[１８]LLOYD S P．LeastSquares Quantizationin PCM [J]．IEEE

TransactionsonInformationTheory,１９８２,２８(２):１２９Ｇ１３６．
[１９]ARTHURD,VASSILVITSKIIS．kＧMeans＋＋:theAdvantaＧ

gesofCarefulSeeding[C]∥ProceedingsofAnnualACMＧSIAM

SymposiumonDiscreteAlgorithms．NewOrleans:SIAM,２００７:

１０２７Ｇ１０３５．
[２０]METTURR,PLAXTONCG．OptimalTimeBoundsforApＧ

proximateClustering[J]．MachineLearning,２００４,５６(１/３):３５Ｇ

６０．
[２１]BACHEM O,LUCIC M,HASSANIS H,etal．FastandProＧ

vablyGoodSeedingsforkＧMeans[C]∥ProceedingofAnnual

ConferenceonNeuralInformationProcessingSystems．BarceloＧ

na,２０１６:５５Ｇ６３．
[２２]LATTANZIS,SOHLERC．ABetterkＧMeans＋＋ Algorithm

viaLocalSearch[C]∥ProceedingsofInternationalConference

onMachineLearning．LongBeach:PMLR,２０１９:３６６２Ｇ３６７１．
[２３]CHOOD,GRUNAU C,PORTMANNJ,etal．kＧMeans＋＋:

Few MoreStepsYieldConstantApproximation [C]∥ProceeＧ

dingsofInternationalConferenceonMachineLearning．Virtual

Event:PMLR,２０２０:１９０９Ｇ１９１７．
[２４]HUANG J,FENG Q,HUANG Z,etal．FLS:A New Local

SearchAlgorithmforkＧMeanswithSmallerSearchSpace[C]∥

ProceedingsofInternationalJointConferenceonArtificialIntelＧ

ligence．Vienna:ijcai．org,２０２２:３０９２Ｇ３０９８．
[２５]BERETTAL,COHENＧADDADV,LATTANZIS,etal．MultiＧ

SwapkＧMeans＋＋ [C]∥ProceedingofAnnualConferenceon

NeuralInformationProcessingSystems．２０２３．
[２６]HUANGJ,FENGQ,HUANGZ,etal．LinearTimeAlgorithms

forkＧMeanswithMultiＧSwapLocalSearch[C]∥Proceedingof

AnnualConferenceonNeuralInformationProcessingSystems．

２０２３．
[２７]FANC,LIP,LIX．LSDS＋＋:DualSamplingforAcceleratedkＧ

Means＋＋ [C]∥ProceedingsofInternationalConferenceon

MachineLearning．PMLR,２０２３:９６４０Ｇ９６４９．
[２８]HUANGJ,FENGQ,ZHANGZ,etal．FastLocalSearchAlgoＧ

rithmsforClusteringwithAdaptiveSamplingandBanditStrateＧ

gies[C]∥ProceedingofAnnualConferenceonNeuralInformaＧ

９２高贵晨,等:kＧ均值聚类在高维大数据上的高效算法研究进展



tionProcessingSystems．２０２５．
[２９]BECCHETTIL,BURYM,COHENＧADDADV,etal．Oblivious

DimensionReductionforkＧMeans:BeyondSubspacesandthe

JohnsonＧLindenstraussLemma [C]∥Proceedingsof Annual

ACM SIGACT Symposium on Theory of Computing．New

York:ACM,２０１９:１０３９Ｇ１０５０．
[３０]BOUTSIDISC,ZOUZIASA,DRINEASP．RandomProjections

forkＧMeansClustering[C]∥ProceedingsofAnnualConference

onNeuralInformationProcessingSystems．Curran Associates

Inc．,２０１０:２９８Ｇ３０６．
[３１]COHEN MB,ELDERS,MUSCOC,etal．DimensionalityReＧ

ductionforkＧMeansClusteringandLow RankApproximation
[C]∥ProceedingsofAnnualACMonSymposiumonTheoryof

Computing．NewYork:ACM,２０１５:１６３Ｇ１７２．
[３２]MAKARYCHEVK,MAKARYCHEVY,RAZENSHTEYNI．

PerformanceofJohnsonＧLindenstraussTransformforkＧMeans

andkＧMediansClustering [C]∥ProceedingsofAnnualACM

SIGACT Symposium on Theory ofComputing．New York:

ACM,２０１９:１０２７Ｇ１０３８．
[３３]JOHNSON WB,LINDENSTRAUSSJ．ExtensionsofLipschitz

MappingsintoHilbertSpace[J]．Contemporarymathematics,

１９８４,２６(１):１８９Ｇ２０６．
[３４]LANGBERG M,SCHULMANLJ．UniversalEpsilonＧApproxiＧ

matorsforIntegrals[C]∥ProceedingsofAnnualACMＧSIAM

SymposiumonDiscreteAlgorithms．SIAM,２０１０:５９８Ｇ６０７．
[３５]FELDMAND,LANGBERG M．A UnifiedFrameworkforApＧ

proximatingandClusteringData [C]∥ProceedingsofACM

SymposiumonTheoryofComputing．New York:ACM,２０１１:

５６９Ｇ５７８．
[３６]DRAGANOV A,SAULPIC D,SCHWIEGELSHOHN C．SetＧ

tlingTimevs．AccuracyTradeoffsforClusteringBigData[J]．

ProceedingsoftheACMonManagementofData,２０２４,２(３):

１７３．
[３７]HARＧPELEDS,KUSHAL A．SmallerCoresetsforkＧMedian

andkＧMeansClustering[J]．Discrete& ComputationalGeomeＧ

try,２００７,３７(１):３Ｇ１９．
[３８]BACHEM O,LUCICM,KRAUSEA．ScalablekＧMeansClusteＧ

ringviaLightweightCoresets[C]∥ProceedingsofACMSIGKＧ

DDInternationalConferenceonKnowledgeDiscovery & Data

Mining．NewYork:ACM,２０１８:１１１９Ｇ１１２７．
[３９]HUANGL,JIANGSH,LIJ,etal．EpsilonＧCoresetsforClusteＧ

ring(withOutliers)inDoubling Metrics[C]∥Proceedingsof

IEEEAnnualSymposiumonFoundationsofComputerScience．

IEEEComputerSociety,２０１８:８１４Ｇ８２５．
[４０]SOHLER C,WOODRUFFDP．StrongCoresetsforkＧMedian

andSubspaceApproximation:GoodbyeDimension [C]∥ProＧ

ceedingsofIEEE AnnualSymposiumonFoundationsofComＧ

puterScience．IEEEComputerSociety,２０１８:８０２Ｇ８１３．
[４１]FELDMAND,SCHMIDTM,SOHLERC．TurningBigDatainＧ

toTiny Data:ConstantＧSizeCoresetsforkＧMeans,PCA,and

ProjectiveClustering[J]．SIAMJournalonComputing,２０２０,

４９(３):６０１Ｇ６５７．
[４２]HUANGL,VISHNOINK．CoresetsforClusteringinEuclideＧ

anSpaces:ImportanceSamplingisNearlyOptimal[C]∥ProＧ

ceedingsofAnnualACM SIGACT Symposium on Theoryof

Computing．NewYork:ACM,２０２０:１４１６Ｇ１４２９．
[４３]BRAVERMAN V,JIANG S H,KRAUTHGAMER R,etal．

CoresetsforClusteringinExcludedＧMinorGraphsandBeyond
[C]∥ProceedingsofACMＧSIAMSymposiumonDiscreteAlgoＧ

rithms．SIAM,２０２１:２６７９Ｇ２６９６．
[４４]COHENＧADDADV,SAULPICD,SCHWIEGELSHOHNC．A

NewCoresetFrameworkforClustering [C]∥Proceedingsof

AnnualACM SIGACTSymposiumonTheoryofComputing．

NewYork:ACM,２０２１:１６９Ｇ１８２．
[４５]COHENＧADDAD V,LARSEN K G,SAULPIC D,etal．ToＧ

wardsOptimalLowerBoundsforkＧMedianandkＧMeansCoreＧ

sets[C]∥ProceedingsofAnnualACMSIGACTSymposiumon

TheoryofComputing．NewYork:ACM,２０２２:１０３８Ｇ１０５１．
[４６]COHENＧADDAD V,LARSEN K G,SAULPIC D,etal．ImＧ

provedCoresetsforEuclideankＧMeans [C]∥Proceedingsof

AnnualConferenceonNeuralInformationProcessingSystems．

２０２２．
[４７]HUANGL,LIJ,WU X．OnOptimalCoresetConstructionfor

Euclidean(k,z)ＧClustering[C]∥ProceedingsofAnnualACM

SymposiumonTheoryofComputing．New York:ACM,２０２４:

１５９４Ｇ１６０４．
[４８]BANSALN,COHENＧADDADV,PRABHU M,etal．SensitiviＧ

tySamplingforkＧMeans:WorstCaseandStabilityOptimalCorＧ

esetBounds[C]∥ProceedingsofIEEEAnnualSymposiumon

FoundationsofComputerScience．IEEE,２０２４:１７０７Ｇ１７２３．
[４９]COHENＧADDADV,DRAGANOVA,RUSSOM,etal．ATight

VCＧDimensionAnalysisofClusteringCoresetswith ApplicaＧ

tions[C]∥ProceedingsofAnnualACMＧSIAM Symposiumon

DiscreteAlgorithms．SIAM,２０２５:４７８３Ｇ４８０８．
[５０]JAIN K,VAZIRANIV V．ApproximationAlgorithmsforMeＧ

tricFacilityLocationandkＧMedianProblemsUsingthePrimalＧ

DualSchemaandLagrangian Relaxation [J]．Journalofthe

ACM,２００１,４８(２):２７４Ｇ２９６．
[５１]KANUNGO T,MOUNT D M,NETANYAHU N S,etal．A

LocalSearchApproximationAlgorithmforkＧMeansClustering
[J]．ComputationalGeometry,２００４,２８(２/３):８９Ｇ１１２．

[５２]GUPTA A,TANGWONGSAN K．Simpler AnalysesofLocal

SearchAlgorithmsforFacilityLocation[J]．arXiv:０８０９．２５５４,

２００８．
[５３]AHMADIAN S,NOROUZIＧFARD A,SVENSSON O,etal．

BetterGuaranteesforkＧMeansandEuclideankＧMedianbyPriＧ

malＧDualAlgorithms[C]∥ProceedingsofIEEEAnnualSymＧ

posiumonFoundationsofComputerScience．IEEE Computer

Society,２０１７:６１Ｇ７２．
[５４]GRANDONIF,OSTROVSKYR,RABANIY,etal．ARefined

ApproximationforEuclideankＧMeans[J]．InformationProcesＧ

singLetters,２０２２,１７６:１０６２５１．
[５５]COHENＧADDADV,ESFANDIARIH,MIRROKNIVS,etal．

ImprovedApproximationsforEuclideankＧMeansandkＧMedian,

viaNestedQuasiＧIndependentSets[C]∥ProceedingsofAnnual

ACM SIGACT Symposium on Theory of Computing．New

York:ACM,２０２２:１６２１Ｇ１６２８．
[５６]CHARIKAR M,COHENＧADDAD V,GAO R,etal．AnImＧ

０３ ComputerScience 计算机科学 Vol．５３,No．４,Apr．２０２６



provedGreedyApproximationfor(Metric)kＧMeans[C]∥ProＧ

ceedingsofIEEE AnnualSymposiumonFoundationsofComＧ

puterScience．IEEEComputerSociety,２０２５．
[５７]BADOIU M,CZUMAJA,INDYKP,etal．FacilityLocationin

SublinearTime[C]∥ProceedingsofAutomata,Languagesand

Programming,InternationalColloquium．Springer,２００５:８６６Ｇ

８７７．
[５８]INDYKP,MOTWANIR．ApproximateNearestNeighbors:ToＧ

wardsRemovingtheCurseofDimensionality[C]∥Proceedings

ofAnnualACMSymposiumontheTheoryofComputing．New

York:ACM,１９９８:６０４Ｇ６１３．
[５９]HARＧPELEDS,INDYK P,MOTWANIR．ApproximateNeaＧ

restNeighbor:TowardsRemovingtheCurseofDimensionality
[J]．TheoryofComputing,２０１２,８(１):３２１Ｇ３５０．

[６０]ANDONIA,INDYKP．NearＧOptimalHashingAlgorithmsfor

ApproximateNearestNeighborinHighDimensions[C]∥ProＧ

ceedingsofAnnualIEEESymposiumonFoundationsofComＧ

puterScience．IEEEComputerSociety,２００６:４５９Ｇ４６８．
[６１]ANDONIA,INDYKP．NearＧOptimalHashingAlgorithmsfor

ApproximateNearestNeighborinHighDimensions[J]．ComＧ

municationsoftheACM,２００８,５１(１):１１７Ｇ１２２．
[６２]ANDONI A,RAZENSHTEYN I P．Optimal DataＧDependent

HashingforApproximateNearNeighbors[C]∥Proceedingsof

AnnualACM onSymposium on TheoryofComputing．New

York:ACM,２０１５:７９３Ｇ８０１．
[６３]GOELA,INDYKP,VARADARAJANKR．Reductionsamong

HighDimensionalProximityProblems[C]∥ProceedingsofAnＧ

nualSymposiumonDiscreteAlgorithms．Washington:ACM/SIＧ

AM,２００１:７６９Ｇ７７８．
[６４]JIANGSH,JINY,LOUJ,etal．LocalSearchforClusteringin

AlmostＧLinearTime[C]∥ProceedingsofAnnualACMＧSIAM

SymposiumonDiscreteAlgorithms．SIAM,２０２６．
[６５]HARＧPELED S,INDYK P,SIDIROPOULOS A．Euclidean

Spannersin High Dimensions [C]∥Proceedingsof Annual

ACMＧSIAMSymposiumonDiscreteAlgorithms．SIAM,２０１３:

８０４Ｇ８０９．
[６６]THORUP M．QuickkＧMedian,kＧCenter,andFacilityLocation

forSparse Graphs [J]．SIAM Journalon Computing,２００４,

３４(２):４０５Ｇ４３２．
[６７]ARYA V,GARG N,KHANDEKAR R,et al．Local Search

HeuristicsforkＧMedianandFacilityLocationProblems[J]．SIＧ

AMJournalonComputing,２００４,３３(３):５４４Ｇ５６２．
[６８]LATOURMD,SAULPICD．AlmostＧLinearTimeApproximaＧ

tionAlgorithmtoEuclideankＧMedianandkＧMeans[J]．arXiv:

２４０７．１１２１７,２０２４．
[６９]METTU R R,PLAXTON C G．TheOnline MedianProblem

[J]．SIAMJournalonComputing,２００３,３２(３):８１６Ｇ８３２．
[７０]COHENＧADDAD V,LATTANZI S,NOROUZIＧFARD A,

etal．FastandAccuratekＧMeans＋ ＋ viaRejectionSampling
[C]∥ProceedingsofAnnualConferenceonNeuralInformation

ProcessingSystems．２０２０．
[７１]CHARIKAR M,HENZINGERM,HUL,etal．Simple,Scalable

andEffectiveClusteringviaOneＧDimensionalProjections[C]∥

ProceedingsofAnnualConferenceonNeuralInformationProＧ

cessingSystems．２０２３．
[７２]BHATTACHARYAS,COSTA M,FAROKHNEJADE,etal．

Fully Dynamic EuclideankＧMeans [J]．arXiv:２５０７．１１２５６,

２０２５．
[７３]LATTANZI S,VASSILVITSKII S．Consistent kＧClustering

[C]∥ ProceedingsofInternationalConferenceon Machine

Learning．PMLR,２０１７:１９７５Ｇ１９８４．
[７４]COHENＧADDADV,HJULERN,PAROTSIDISN,etal．Fully

DynamicConsistentFacilityLocation[C]∥ProceedingsofAnＧ

nualConferenceon NeuralInformation ProcessingSystems．

２０１９:３２５０Ｇ３２６０．
[７５]BHATTACHARYAS,COSTA M,LATTANZIS,etal．Fully

DynamickＧClusteringinO
~(k)UpdateTime[C]∥Proceedings

ofAnnualConferenceon NeuralInformationProcessingSysＧ

tems．２０２３．
[７６]LATOUR MD,HENZINGER M,SAULPICD．FullyDynamic

kＧMeansCoresetinNearＧOptimalUpdateTime[C]∥ProceeＧ

dingsofAnnualEuropeanSymposiumonAlgorithms．London:

SchlossDagstuhlＧLeibnizＧZentrumfürInformatik,２０２４:１００:１Ｇ

１００:１６．
[７７]BHATTACHARYAS,COSTA M,GARG N,etal．FullyDyＧ

namickＧClusteringwithFastUpdateTimeandSmallRecourse
[C]∥ProceedingsofIEEEAnnualSymposiumonFoundations

ofComputerScience．IEEE,２０２４:２１６Ｇ２２７．
[７８]BHATTACHARYAS,COSTA M,FAROKHNEJADE．Fully

DynamickＧMedian with NearＧOptimalUpdateTimeand ReＧ

course[C]∥ProceedingsofAnnualACMSymposiumonTheoＧ

ryofComputing．NewYork:ACM,２０２５:１１６６Ｇ１１７７．
[７９]BRAVERMAN V,FRAHLING G,LANG H,etal．Clustering

HighDimensionalDynamicDataStreams[C]∥Proceedingsof

InternationalConferenceon MachineLearning．PMLR,２０１７:

５７６Ｇ５８５．
[８０]SONGZ,YANGLF,ZHONGP．SensitivitySamplingoverDyＧ

namicGeometricDataStreamswithApplicationstokＧClustering
[J]．arXiv:１８０２．００４５９,２０１８．

[８１]ACKERMANN M R,LAMMERSENC,MÄRTENS M,etal．

Streamkm＋ ＋:A Clustering Algorithmsfor Data Streams
[C]∥ProceedingsoftheTwelfth WorkshoponAlgorithmEnＧ

gineeringandExperiments．SIAM,２０１０:１７３Ｇ１８７．
[８２]FICHTENBERGER H,GILLÉ M,SCHMIDT M,etal．BICO:

BIRCH MeetsCoresetsforkＧMeansClustering [C]∥ProceeＧ

dingsofAnnualEuropeanSymposiumonAlgorithms．Springer,

２０１３:４８１Ｇ４９２．
[８３]AILONN,JAISWALR,MONTELEONIC．StreamingkＧMeans

Approximation [C]∥Proceedingsof AnnualConferenceon

NeuralInformation Processing Systems．Curran Associates

Inc．,２００９:１０Ｇ１８．
[８４]ZHANG Y,TANGWONGSAN K,TIRTHAPURA S．StreaＧ

mingkＧMeansClusteringwithFastQueries[C]∥Proceedings

ofIEEEInternationalConferenceon DataEngineering．IEEE

ComputerSociety,２０１７:４４９Ｇ４６０．
[８５]BRAVERMAN V,FELDMAN D,LANG H,etal．Streaming

CoresetConstructionsforMＧEstimators[C]∥Approximation,

Randomization,and Combinatorial Optimization．Cambridge:

１３高贵晨,等:kＧ均值聚类在高维大数据上的高效算法研究进展



SchlossDagstuhlＧLeibnizＧZentrumfürInformatik,２０１９:６２:１Ｇ

６２:１５．
[８６]COHENＧADDAD V,WOODRUFF D P,ZHOU S．Streaming

EuclideankＧMedianandkＧMeanswitho(logn)Space[C]∥ProＧ

ceedingsofIEEE AnnualSymposiumonFoundationsofComＧ

puterScience．IEEE,２０２３:８８３Ｇ９０８．
[８７]BRAVERMAN V,LANG H,LEVIN K D,et al．Clustering

ProblemsonSliding Windows [C]∥ProceedingsofAnnual

ACMＧSIAMSymposiumonDiscreteAlgorithms．SIAM,２０１６:

１３７４Ｇ１３９０．
[８８]EPASTO A,LATTANZIS,VASSILVITSKIIS,etal．SubmoＧ

dularOptimizationoverSliding Windows[C]∥Proceedingsof

InternationalConferenceonWorldWideWeb．ACM,２０１７:４２１Ｇ

４３０．
[８９]EPASTOA,MAHDIAN M,MIRROKNIVS,etal．Improved

Sliding Window AlgorithmsforClusteringand Coveragevia

BucketingＧBasedSketches [C]∥ProceedingsofACMＧSIAM

SymposiumonDiscreteAlgorithms．SIAM,２０２２:３００５Ｇ３０４２．
[９０]WOODRUFFDP,ZHONGP,ZHOUS．NearＧOptimalkＧClusＧ

teringintheSlidingWindowModel[C]∥ProceedingsofAnnuＧ

alConferenceonNeuralInformationProcessingSystems．２０２３．
[９１]KARLOFFHJ,SURIS,VASSILVITSKIIS．A ModelofComＧ

putationforMapreduce[C]∥ProceedingsofAnnualACMＧSIＧ

AMSymposiumonDiscreteAlgorithms．SIAM,２０１０:９３８Ｇ９４８．
[９２]DEANJ,GHEMAWATS．Mapreduce:SimplifiedDataProcesＧ

singonLargeClusters[J]．CommunicationsoftheACM,２００８,

５１(１):１０７Ｇ１１３．
[９３]WHITET．HadoopＧTheDefinitiveGuide:StorageandAnalysis

atInternetScale(４thed)[M]．O’Reilly,２０１５．
[９４]ZAHARIA M,CHOWDHURY M,FRANKLIN M J,etal．

Spark:ClusterComputingwith WorkingSets[C]∥２ndUSEＧ

NIX Workshopon HotTopicsinCloudComputing．Boston:

USENIXAssociation,２０１０．
[９５]COHENＧADDAD V,KUHN F,PARSAEIANZ．AnEfficient

MassivelyParallelConstantＧFactor Approximation Algorithm

forthekＧMeansProblem[C]∥ProceedingsofAnnualACMＧSIＧ

AMSymposiumonDiscreteAlgorithms．SIAM,２０２６．
[９６]BHASKARA A,WIJEWARDENA M．Distributed Clustering

viaLSHBasedDataPartitioning[C]∥ProceedingsofInternaＧ

tionalConferenceonMachineLearning．PMLR,２０１８:５６９Ｇ５７８．
[９７]CZUMAJA,GAOG,JIANGSH,etal．FullyＧScalableMPCAlＧ

gorithmsforClusteringinHighDimension[C]∥International

Colloquium on Automata,Languages,and Programming．

Tallinn:Schloss DagstuhlＧLeibnizＧZentrum für Informatik,

２０２４:５０:１Ｇ５０:２０．

GAOGuichen,bornin１９９５,postgraduＧ

ate,isamemberofCCF(No．P３２２４G)．

HermainresearchinterestsincludetheＧ

oretical computer science and algoＧ

rithms．

JIANGShaofeng,bornin１９９０,Ph．D,

assistantprofessor,Ph．Dsupervisor,is

amemberofCCF(No．H３８８９S)．His

mainresearchinterestsincludetheoretiＧ

cal computer science,algorithms in

massivedatasets,approximation algoＧ

rithmsandonlinealgorithms．

(责任编辑:李亚辉)

２３ ComputerScience 计算机科学 Vol．５３,No．４,Apr．２０２６


