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摘　要　预训练语言模型在 Metamath等形式化环境中,在证明定理方面展现出显著潜力.然而,这种潜力尚难以稳定转化为

可靠的推理能力.现有方法通常要求语言模型直接预测替换项,而这些替换项来自一个开放且潜在无限的表达式空间,缺乏逻

辑约束,导致模型泛化能力受限.为此,提出一种新的证明范式:在推理过程中引入工作变量以临时替代具体项,并通过合一算

法推导出其具体实例.该设计使得模型能够聚焦于定理选择,而无需生成缺乏逻辑指导的替换.基于这一范式,从 Metamath
数学库中提取数据并构建 UnProver(UnificationＧDrivenProver),并在此数据上对其进行训练.此外,设计多种数据增强策略,

进一步提升 UnProver的性能.实验结果表明,UnProver在测试集上整体优于包括 GPTＧ４o在内的基线方法,在证明能力与效

率方面均取得更优表现.此外,UnProver还发现了 ６ 个新的、更简洁的证明,这些证明已被正式收录至 Metamath 官方数

学库.
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AutomaticTheoremProvingBasedonPreＧtrainedLanguageModelsandUnification
CHEN Hongxiu,ZENGXia,LIUZhimingandZHAO Hengjun
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Abstract　PreＧtrainedlanguagemodels(PLMs)havedemonstratedconsiderablepotentialinprovingtheoremswithinformalenviＧ

ronmentssuchasMetamath．However,thispotentialremainsdifficulttotranslateintoreliablereasoningability．ExistingapproaＧ

chestypicallyrequirePLMstodirectlypredictsubstitutions,whichcomefromanopenandpotentiallyinfiniteexpressionspace．

Theabsenceoflogicalconstraintsinthisprocesslimitsthegeneralizationcapabilityofthemodels．Toaddressthischallenge,a

newproofparadigmisintroduced:workvariablestemporarilysubstituteconcretetermsduringinference,andtheirspecificinＧ

stancesarederivedthroughtheunificationalgorithm．Thisdesignenablesthemodeltofocusontheoremselectionratherthan

generatingunguidedsubstitutions．Basedonthisparadigm,adatasetisextractedfromtheMetamathlibrarytoconstructUnProＧ

ver(UnificationＧDrivenProver),whichistrainedonthisdata．Inaddition,severaldataaugmentationstrategiesaredesignedto

furtherenhanceUnProver’sperformance．ExperimentalresultsshowthatUnProverconsistentlyoutperformsbaselinemethods

andGPTＧ４oontestsets,achievingsuperiorperformanceinbothprovingcapabilityandefficiency．Moreover,UnProverdiscoveＧ

riessixnewandshorterproofs,whichhavebeenformallyacceptedintotheofficialMetamathlibrary．

Keywords　Languagemodels,Theoremproving,Metamath,Unification,Workvariables

　

１　引言

自动定理证明(AutomaticTheoremProving,ATP)是形

式化方法研究的核心方向之一,其目标是在给定的时间约束

内,自动生成以形式逻辑表达的定理的证明.所生成证明的

正确性需在形式化环境中得到验证,这类环境包括 Lean[１],

Coq[２]和Isabelle[３]等.

近年来,以预训练语言模型(PreＧtrainedLanguageMoＧ

dels,PLMs)为代表的人工智能技术展现出强大的语义理解

与生成能力,为 ATP 提供了全新的研究范式[４].该范式允

许语言模型通过学习海量数学文本中的推理模式,根据当前

的证明状态预测证明策略(推理步骤),并在形式化环境中验

证其正确性,再结合搜索算法完成定理的证明.

尽管近年来大多数自动定理证明依托于 Lean等主流形

式化系统,但不同的形式化系统在逻辑表达层级与推理机制

上存在显著差异.特别地,Metamath[５]以其极简的推理规



则,为研究语言模型的符号推理能力提供了独特视角.与

Lean丰富的tactic机制不同,Metamath拥有更底层的结构,

使得每一步推理均可被独立验证.因此,研究 Metamath 不

仅有助于探索语言模型在自动证明中的泛化能力,还能够作

为 Lean等系统的有力补充.

现有的基于 Metamath的策略预测研究[４,６Ｇ７]多采用端到

端的方法:在给定证明目标时,语言模型直接预测包含定理与

替换的策略.然而,替换项往往无法直接从上下文中推断,并

且其属于一个开放且潜在无限的表达式空间.这种策略缺乏

显式的符号推理,导致模型泛化性能受限.

针对上述问题,本文提出 UnProver(UnificationＧDriven

Prover)(见图１右下).具体而言,在推理过程中引入工作变

量,以占位暂未实例化的项;预测定理后,合一算法[８]将这些

工作变量解析为具体实例,从而生成一个完全形式化的证明.

这种分工机制使得语言模型能够专注于语义理解与证明结构

的预测,而将替换项的推导交由合一算法完成.

为确保后续方法在形式化语义上具有严格的可验证性,

本文在 Metamath的希尔伯特风格逻辑体系上展开研究.在

实验部分,基于 Metamath数学库构建专用基准数据集,并设

计多种数据增强策略以缓解形式化证明数据的稀缺问题(见

图１右上).实验结果表明,UnProver在 Metamath 测试集

与合成测试集上均显著优于基线方法,证明成功率与效率均

有提升;同时,生成的证明更简洁且具有创新性.消融实验结

果进一步表明,数据增强策略显著提升了模型泛化能力,本文

提出的证明范式在推理效率与证明能力方面亦表现出明显

优势.

图１　UnProver整体工作流程

Fig．１　OverallworkflowofUnProver

１)https://us．metamath．org/mpeuni/３jaob．html
２)https://us．metamath．org/mpeuni/bian１d．html

　　本文的主要贡献如下:

１)提出一种新的证明范式:引入工作变量占位并结合合

一算法,使模型专注于定理选择而非替换项生成.

２)数据集构建与增强:基于 Metamath构建高质量形式

化证明数据集,并设计系统化数据增强策略以缓解数据稀缺.

３)实验验证与应用价值:通过消融与对比实验验证了所

提方法 的 有 效 性,并 且 UnProver 发 现 了 更 短 的 证 明 (如

３jaob１),bian１d２)等),这些证明已被收录至 Metamath官方库.

２　相关工作

２．１　语言模型驱动的定理证明

近年来,语言模型[９]在数学推理领域取得显著进展,如解

决数学文字题求解[１０]、数学问答[１１]以及参数化偏微分方程

建模[１２]等任务.在诸多数学推理任务中,ATP 仍是最具挑

战性的研究方向之一.

最新的语言模型驱动 ATP 的方法主要遵循 GPTＧf[４]范

式:在给定当前证明目标的情况下,利用语言模型预测可行的

证明策略,并结合启发式的最佳优先树搜索来完成定理证明.

后续研究在多个方向展开探索,包括数据增强、基于内核级证

明项的推理流程优化[１３]、新颖的证明搜索策略[１４](如蒙特卡

罗树搜索[６])、课程学习驱动的持续训练[１５]以及检索增强方

法[１６].随着 PLMs能力的不断增强,其已能够仅依赖提示生

成有效的证明策略.这些研究表明,语言模型在自动定理证

明领域展现出巨大潜力.

然而,这些研究主要集中于模型训练范式与证明搜索策

略的优化.例如,BFSＧProver[１７]通过更强的示例联结能力与

１４陈红休,等:基于预训练语言模型和合一算法的自动定理证明



归一化的最优优先搜索来提升推理效率;DeepSeekＧProver[１８]

依托于更大规模的数据和思维链机制,增强定理选择能力.

但这些方法依旧停留在模型层与搜索层的改进,未触及证明

的底层逻辑结构本身.相比之下,本文方法改变了证明的构

造方式,将符号推理直接嵌入推理流程,使证明过程在结构化

程度与泛化能力上实现显著提升.

２．２　Metamath中的策略生成

在 ATP中,策略生成是核心挑战之一[１９],其目标是预测

一个或 多 个 证 明 策 略,以 逐 步 构 建 完 整 的 定 理 证 明.在

Metamath系统中,每个策略由一个定理与一个替换组成.已

有系统如 Holophrasm[２０]与 MetaGen[７],将证明目标编码为

语法树结构输入神经网络,以预测证明策略;而后续工作[４,２１]

则将证明目标表示为文本,并利用语言模型进行策略生成.

然而,这些方法均要求模型同时预测定理及其替换.本

文方法仅需模型预测合适的定理,并通过合一算法在逻辑推

理过程中自动求解相应的替换,从而避免了模型直接面对开

放式替换空间的困难.此外,将带有工作变量的证明状态直

接输入模型,使其能够在更底层的推理结构中进行学习与推

断,从而在遇到新定理时更容易迁移出有效的证明思路.

３　背景知识

３．１　希尔伯特系统

希尔伯特系统[２２],又称希尔伯特风格演绎系统,是经典

逻辑的一种基础性证明体系.其特点在于仅依赖少量的公理

模式与推理规则,被认为是最早且最具影响力的逻辑形式化

方法之一.希尔伯特公理系统 由形式语言和演绎系统组

成,其中 的形式语言包括一个可数无限的字母表和合式公

式. 的演绎系统通常包括:

１)公理模式(AxiomScheme):

axＧ１:├(φ→(ψ→φ))

axＧ２:├((φ→(ψ→χ))→((φ→ψ)→(φ→χ)))

axＧ３:├(( φ→ ψ)→(ψ→φ))

２)推理规则:axＧmp(ModusPonens):

├φ　├(φ→ψ)
├ψ

若已知公式φ和φ→ψ,则可以推出公式ψ.

定义１(证明)　设Γ为一个 公式集合,称合式公式序

列φ１,􀆺,φn 是一个基于Γ 的证明,如果对任意的i(１≤i≤
n),满足以下条件:

(１)φi 是 的公理;

(２)φi∈Γ;

(３)φi 是通过对该公式序列中排在φi 前面的两个合式公

式使用axＧmp 规则而得到的.

在这种情况下,称Γ├φn 为一个定理(推理规则),这段合

式公式被称为Γ├φn 的证明,Γ中的公式被称为Γ├φn 的假

设,而φn 被称为Γ├φn 的结论.

公理模式与推理规则各自对应无穷多条具体实例,其内

部的变量称为元变量,用以表示任意合式公式,可通过替换生

成具体实例.

定义２(替换)　项(公式)对变量的一个替换是一个集合

{p１＝t１,􀆺,pn＝tn},其中每个pi 是不同的命题变量,每个ti

是一个项,且ti 不与对应的变量pi 相同.空的替换是空集.

小写希腊字母{λ,μ,δ,θ}将用来表示替换.

定义３(策略)　一个策略是一个二元组(t,θ),其中t是

一个定理Γ├φ,θ是一个替换,并且满足θ(φ)＝G,即对t的

结论应用θ后匹配某个目标G.

定义４(目标)　设φ１,􀆺,φn 是某个定理的一个证明序

列.如果对某个i(１≤i≤n),φi 在其证明的上下文中是待证

命题G,则称G的该步的目标.

定义５(子目标)　给定一个应用于目标G的策略(Γ├φ,

θ),其子目标为{θ(h)|h∈Γ},即该定理的假设在替换θ下的

结果.

３．２　交互式定理证明器 Metamath
Hilbert风格系统提供了一种通用的形式化演绎体系,用

于定义哪些证明是有效的;而 Metamath 则给出该体系的一

个极简且高度可验证的计算机实现.

Metamath是目前应用广泛的形式化证明系统之一,主要

用于证明验证,并且能够同时与人类和语言模型进行交互.

其核心目标是通过简单的替换操作来刻画严格的数学推理.

Metamath的数学库被称为set．mm,汇集了４６５２１条由人类

撰写的、基于 ZFC 集合论的定理及证明.

３．２．１　Metamath中的证明

在 Metamath中,采用自底向上的证明方式,从一个待

证明的目标出发,不断应用策略,将其逐步归约为公理或

已被证明且假设可验证为真的定理.策略中涉及的定理

均来自 set．mm.

如图２所示,为构建命题├(p→p)的证明树,第一步策

略使用axＧmp 及其替换,生成两个待证明的子目标.由于一

个定理可能包含多个假设,因此证明过程自然形成树结构.

图２　Metamath中定理id的证明树

Fig．２　ProofＧtreefortheoremidinMetamath

３．２．２　替换

给定一个形如Γ├φ 的定理t,其中的变量可分为以下

两类.

１)受约束变量:结论φ中的变量.

２)非约束变量:出现在Γ中某个假设但不在结论φ 中的

变量.

相应地,这两类变量的替换分别称为受约束替换与非约

束替换.需要注意,非约束替换无法从上下文中推断,而受约

２４ ComputerScience 计算机科学 Vol．５３,No．４,Apr．２０２６



束替换则可以通过将结论φ与当前证明目标进行合一而唯一

确定.

例如,在图２的第一个策略中,φ＝(p→(q→p))是一个

非约束替换,无法从上下文推断;而受约束替换ψ＝(p→p)则
是通过├ψ与├(p→p)进行合一得到的.

３．３　合一算法

合一是形式逻辑中的一个经典算法,用于判断两个表达

式是否可以通过变量替换而变得相同.它在众多自动定理证

明系统中被广泛应用.

定义６(合一子)　设U＝φ１,􀆺,φn 为一组表达式,若存

在替换θ,使得:

θ(φ１)＝θ(φ２)＝􀆺＝θ(φn)

则称θ是U 的合一子.对于某个替换λ,若合一子μ满足:任
意U 的合一子θ均可表示为

θ＝λ(μ)

则称μ为U 的最一般合一子(MostGeneralUnifier,MGU).

本文采用 Robinson合一算法[８].该算法针对两个表达

式,若存在可使其相同的替换,则能够求解出该替换.其基本

原理是:通过逐步将复合表达式分解为更简单的子方程,并将

变量绑定到项,最终得到的结果即为 MGU,它能够涵盖所有

其他可能的合一子.

４　方法

在本文方法中,策略预测仅要求 PLMs为每个策略预测

相应的定理.替换由合一算法完成:通过将定理的断言与当

前证明目标进行合一,得到所需的替换;若存在尚无法立即推

断出的项,则使用工作变量作为占位符进行临时替代.

４．１　动机

在定理证明过程中,选择合适的替换对于证明的效率与

成功率至关重要.若选择不当的替换,可能导致部分子目标

在当前证明目标下易于证明,而其他子目标的证明则变得更

难,甚至无法证明.图３展示了两种不当的非约束替换,这些

替换会导致证明失败,甚至引发循环推理.

然而,这类非约束的替换往往无法从上下文中推断,因为

它们属于一个开放且潜在无限的表达式空间.因此,如何生

成合适的、能够推动证明进展的实例,成为一项具有挑战性的

任务.

图３　不恰当的非约束替换

Fig．３　Inappropriateunconstrainedsubstitution

４．２　工作变量

为应对这一挑战,本文在合一过程中引入工作变量作为

无法立即推断出的替换项的占位符.通过这种方式,可以将

替换的选择延后,直到获得足够的结构信息,再利用合一算法

在后续证明步骤中实例化这些工作变量.

工作变量作为元变量,以符号 “W”开头并跟随一个自然

数来表示.它们可由命题逻辑中的任意合式公式实例化.此

外,不同的工作变量可被实例化为相同的公式.

在合一过程中,当定理中的某些变量无法立即推断时,将
其替换为工作变量,通常包括以下两类情况:

１)所有非约束变量;

２)由于当前目标中存在工作变量而无法实例化的约束

变量.

当一个包含非约束变量的定理被作为策略应用于当前证

明目标时,生成的子目标会自然携带工作变量.在下一步策

略应用中,这些包含工作变量的子目标将与定理断言进行合

一,得到 MGU,其中既包含受约束变量的替换(记作θc),也
包含工作变量的替换(记作λW ).随后,将替换λW 应用于尚

未完成的子目标,从而将先前引入的工作变量实例化为具体

公式.

如图４所示,解析出工作变量的替换 W１＝(p→W３),

W２＝(p→(W３→p)),并将其应用于未完成的子目标 W１与

W２(虚线灰色箭头所示).由于无法推断ψ,进一步引入一个

新的工作变量W３.

图４　工作变量代替的证明树

Fig．４　Prooftreesubstitutedbyworkingvariables

需要注意的是,在所有子目标均被证明完成后,可能仍然

存在未被实例化的工作变量.此时,这些工作变量可以被替

换为任意公式,而不会影响整个证明的正确性.

４．３　策略预测

本文采用 PLMs来预测策略中所需的定理.然而,由于

工作变量是在全局范围内进行替换,且只有所有子目标均被

证明后才能判定一个目标被证明,因此必须考虑所有子目标

的可证明性.

基于上述过程,将证明过程中的子目标集合G 合并为证

明树中的一个节点,并在每一步将策略应用于子目标序列中

的第一个目标G[１].这样就能够重构证明树(见图４),并将

其扩展为带有工作变量的证明树(见图１左边部分).

模型的输入为一个包含工作变量的证明树节点(一组子

目标序列),输出则是与对应边相关联的定理.在每次预测

时,模型会针对序列中的第一个子目标采样e＝１６个候选定

理,并为每个候选定理分配启发式分数h.所有候选定理均

符合 Metamath的语法约束,对应于 set．mm 中已被形式化

证明的定理,并过滤不可合一的定理.如图 ５ 所示,当输入
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目标为├(p→p)时,模型会预测出若干候选定理,如mpd与

axＧmp.在预测阶段,包含工作变量的目标被作为输入送入

模型,其中工作变量能够引导语言模型生成更为合适的定理.

图５　语言模型的策略生成

Fig．５　TacticpredictionbyPLMs

本文采用以定理为核心的训练目标,将其形式化为一个

条件语言建模任务:给定一系列目标,预测应用的定理.准备

训练数据时,将每个样例格式化为如下形式:

GOAL＄(GOAL)STATEMENT ＄(STATEMENT)其
中,＄(􀅰)表示子目标序列的占位符;＄(GOAL)表示当前

待证明的子目标序列;＄(STATEMENT)表示模型生成定理

的形式化表达,即该子目标应当应用的具体定理;其他部分作

为提示符.例如:

GOAL|Ｇ(phＧ＞ph)STATEMENTph,(phＧ＞ps)|－ps
是一 条 完 整 的 训 练 数 据.在 训 练 和 推 理 阶 段,GOAL
＄(GOAL)STATEMENT 为语言模型的输入,＄(STATEＧ
MENT)作为语言模型的输出.例如,图 ５ 中第一次策略预

测,模型的输入为:

GOAL|－(ph－＞ ph)STATEMENT
模型输出的候选定理为ph,(ph－＞ ps)|－ ps,对应推理规

则axＧmp.在推理过程中,可以多次采样生成多个候选定理,

用于后续证明搜索.

４．４　构建数据集

本文基于 Metamath形式语言及其数学库set．mm 构建

实验基准,专注于命题逻辑相关的子集,其中包含约２０８３条

定理与２９条公理.其中,训练集/验证集/测试集分别包含

１８８３/１００/１００条定理.通过定理之间的引用关系构建有向

无环图,并依据该结构划分数据,确保验证集或测试集中的定

理不会用于证明其他定理.

对于每条定理,提取其原始证明(见图２),并构建带有工

作变量的证明树;随后从该证明树中抽取(目标,策略)对,作
为原始数据集中的基本训练样例.

测试集中仅包含１００条命题逻辑定理,难以全面评估模

型性能,因此需要额外构造模型从未见过的命题,构造合成数

据集(SyntheticTestSet).为此,本文利用自然数与命题逻

辑定理之间的双射关系[２３],通过在自然数范围内均匀采样来

生成新的命题.为保证训练集中的证明长度短于合成测试集

中的证明,每个命题定理的运算符数量n被限定在３到５之

间,并随机采样２７００条重言式作为测试定理.最终得到的合

成测试集包含在训练过程中从未出现过的结构形式,从而能

够对模型的泛化能力进行严格评估.

为了评估模型在不同结构复杂度下的泛化能力,本文分

别统计了合成测试集与 Metamath训练集和测试集在表达式

结构上的关键特征,包括变量数量、运算符数量、表达式树深

度以及总符号数量,如表１所列.表 １中的结果表明合成数

据集的结构明显更复杂,更强调多变量与复杂推理模式.

表１　合成测试集与 Metamath数据集在表达式结构上的统计对比

Table１　Structuralstatisticscomparisonbetweenthesynthetic

testsetandMetamathdataset

Dataset Size
Avg．＃
Variables

Avg．＃
Operators

Avg．＃
TreeDepth

Avg．＃
Symbols

Synthetic
TestSet

２６８９ ４．９５ ４．１１ ４．５５ ９．０６

Metamath
TrainingSet

１９８３ ３．９３ ３．５２ ３．７６ ７．４６

Metamath
TestSet

１００ ４．１５ ３．７１ ４．０４ ７．８６

４．５　数据增强

为了进一步提高模型的泛化能力,本文基于提出的证明

范式,提出了多种数据增强策略.

１)子目标重排序.由于在证明过程中总是优先将策略应

用于第一个子目标,因此不同的子目标排列顺序将导致不同

的策略选择.基于该特性,通过改变子目标的处理顺序来生

成异质证明树(见图６).该方法显式建模不同推理路径之间

的逻辑等价性,不仅丰富了训练数据的逻辑多样性,还增强了

模型对证明结构变体的泛化能力.

图６　定理id的异构证明树

Fig．６　Heterogeneousprooftreesoftheoremid

２)子树重构.Metamath证明树中的每一棵子树都蕴含

着一个完整的证明.针对每一个定理,从其证明树中选取中

间节点作为新的根节点,并在此基础上重构带有工作变量的

证明树,以形成增强后的训练样本.

需要注意的是,本文的两种增强策略均基于原始 MetaＧ

math证明的语义等价变换.所有增强后的样本仍然经过

Metamath的形式化校验,因此不会破坏原始证明结构的语义

完整性.

４．６　UnProver的证明搜索与算法描述

本文提出 UnProver(见算法１),该方法结合合一算法与

PLMs,用于证明给定的目标.在证明过程中,UnProver在每

一步会生成多个候选策略,并在限定的时间预算内,利用长度

归一化的最佳优先搜索算法[１７]来探索证明路径:若找到完整

证明,则返回;否则,在超时或无可用策略时报告失败.

算法１　UnProver:UnificationＧDrivenTheoremProver
输入:G０/∗初始证明目标∗/

输出:G０ 的证明或 Fail
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１．初始化优先级队列 Q←{({G０},Ø,０)}/∗{证明目标,证明路径,

优先级}∗/

２．初始化工作变量的替换:μW

３．whiletimelimitnotexceeded∧Qdo

４．　 (G,π,s)←pop(Q)

５．　　ifG＝ØthenreturnProofFound(π,μW)

６．　 [(Γ１├φ１,h１),􀆺,(Γe├φe,he)]←ModelPredict(G,e)

７．　foralli＝１,􀆺,edo

８．　　 θc,λW←Unify(φi,G[１])

９．　 　G′←RunTactic(Γi├φi,θc,λW,G)

１０．　　πi←π∪{(G[１],Γi├φi)}

１１．　　si←
s＋hi

|π|α /∗长度归一化∗/

１２．　　push(Q,(G′,πi,si))

１３．　　add(μW,λW)

１４．　endfor

１５．endwhile

１６．returnFail

长度归一化机制将归一化因子α纳入累积概率计算中,

从而抑制搜索过程中对过深证明路径的偏向,有效平衡了探

索与利用.

在证明搜索阶段,子目标的顺序由其熵值Ent(g)决定:

Ent(g)＝１－W(g)
V(g)

具体地,设g为一个目标,V(g)表示g 中变量的总数,

W(g)表示其中工作变量的数量.

５　实验与结果分析

５．１　实验设置

本实 验 使 用 的 PLMs 初 始 化 自 HuggingFace 上 的

google/byt５Ｇsmall检查点(２．９９×１０８参数量).该模型是一

个基于 T５[２４]的 编 码 器Ｇ解 码 器 式 Transformer[２５],直 接 在

UTFＧ８字节序列上运行,无需额外分词步骤.字节级输入在

逻辑推理场景中具有显著优势:逻辑表达式中包含大量符号

元素,传统分词器可能将其误切分,从而影响模型的学习效

果.而字节级建模可以完整保留其符号结构,避免额外的词

表设计与切分误差,使模型能够更好地捕捉逻辑公式的精确

语法模式.

在原始数据集上对模型进行监督微调,并在验证集损失

达到最小值的轮次时,采用早停策略.模型采用 AdamW 优

化器进行训练,实际有效 batchsize为８.在前２０００步中,学

习率从０线性升至最大学习率,之后按照余弦退火(Cosine

Decay)方式衰减至０.最大学习率设定为５×１０８,权重衰减

系数为０．０１,并在训练中使用１．０的梯度裁剪阈值.

所有实验均在单张 NVIDIARTX３０９０GPU(２４GB 显

存)上完成,耗时约１天;评估过程则耗时３天.

５．２　对比实验

本实验在 Metamath 测试集与合成测试集上对 UnProＧ
ver的性能进行评估.评价指标采用 Pass＠１:仅获得一次尝

试机会,且必须在５分钟的时间限制内找到完整证明.

本文采用 Holophrasm 和 MetaGen作为基线方法与 UnＧ

Prover进行对比.需要注意的是,Holophrasm 与 MetaGen

的训练覆盖set．mm 中的全部定理,而 UnProver则仅在命题

逻辑子集进行训练.

另一个基线方法是将 GPTＧ４o[２６]用作策略生成器.在该

方法中,向 GPTＧ４o提供一个特定设计的提示模板.对于给

定的证明目标,在零样本设定下调用 GPTＧ４o生成e＝１６ 个

候选策略(temperature＝０),并为每个定理分配一个 ０ 到 １
的置信度分数.最后结合长度归一化的最佳优先搜索整合有

效步骤,以寻找完整证明.

遗憾的是,本文无法与目前的SOTA,即 HTPS[６]进行直

接比较,因为其模型并未开源.为公平起见,在相同条件下复

现其范式,并据此进行消融实验.

由表２可知,UnProver在两个测试集上的表现均显著优

于基线方法.这一结果表明,UnProver不仅能够高效地解决

来自训练分布的定理,还能够在面对全新结构时保持较强的

性能.相比之下,即便考虑到 GPTＧ４o可能因数据污染而接

触过部分真实证明,其性能依然明显较弱.造成这一差异的

主要原因在于证明范式的不同,基线方法要求模型直接在开

放表达式空间中生成替换项.由于缺乏逻辑约束,模型易生

成不合法或低相关性的候选,且难以兼顾上下文中所有子目

标的可证明性,从而在复杂或全新结构下表现不稳定.

表２　Metamath测试集和合成测试集上的Pass＠１

Table２　Pass＠１ontheMetamathtestsetandsynthetictestset
(％)

Methods
Metamath
TestSet

SyntheticTestSet
n＝３ n＝４ n＝５

Holophrasm ６７．０ ７３．８ ６９．３ ２７．４
MetaGen ８０．０ ７３．９ ６９．５ ６４．４
GPTＧ４o ３４．０ ４０．１ ３５．３ ２９．８
UnProver ８２．０ ９５．５ ８７．３ ７８．６

注:n表示运算符数量.

相比之下,UnProver引入工作变量作为占位符,为推理

过程提供明确的逻辑约束.与此同时,工作变量作为全局替

换机制,每次模型输入均包含完整的子目标信息,使模型能够

在全局范围内均衡考虑各子目标的可证明性.

此外,随着中间节点数量的增加,证明通过率呈下降趋

势.这一现象与直觉一致:结构更复杂的表达式往往更难被

证明.

５．３　消融实验

为系统评估数据增强策略与证明范式对模型性能的影

响,本文设计了两组消融实验.第一组实验重点分析不同数

据增强策略对模型泛化能力的提升效果;第二组实验则比较

不同证明范式的建模方式,以验证本文所提出范式的高效性

与证明能力.在 Metamath测试集与合成测试集这两个评价

场景下进行对比实验.

５．３．１　数据增强策略

定义４个用于模型微调的数据集.１)All:在原始数据集

上应用所有数据增强策略.２)Subgoal:在原始数据集上仅使

用子目标重排序策略.３)Subtree:在原始数据集上仅使用子

树重建重构策略.４)RawDataset(UnProver):从set．mm 中

提取的原始数据集.

如表３所列,在两个测试集上,UnProver使用两种数据
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增强策略的版本均取得最高的通过率,尤其是在合成测试集

上,相较于基线模型有显著提升.结果表明,本文所提出的数

据增强策略不仅有效增加了训练数据的多样性,而且显著提

升了模型对未知结构的泛化能力,能够在此前未见过的定理

上做出合理推断.

表３　不同数据增强策略下的 Pass＠１

Table３　Pass＠１underdifferentdataaugmentationstrategies
(％)

Methods
Metamath
TestSet

SyntheticTestSet
n＝３ n＝４ n＝５

RawDataset ８２．０ ９５．５ ８７．３ ７８．６
Subgoal ８８．０ ９８．８ ９０．４ ８４．２
Subtree ９３．０ ９９．１ ９２．４ ８７．３

All ９５．０ ９９．５ ９５．７ ９１．６

５．３．２　证明范式

此外,本文对比了不同证明范式的建模方式:１)GPTＧf,

即 HTPS所用的证明范式,模型需同时预测定理及其替换;

２)本文方法,模型仅预测定理,而替换的生成由合一算法

完成.

如表４所列,在两个测试集上,UnProver的证明通过率

均优于 GPTＧf.进一步地,统计 UnProver与 GPTＧf的证明

覆盖情况.两者共同证明的定理共有４４个,GPTＧf独立证明

的定理有７个,而 UnProver独立证明的定理有 ３８ 个,展现

出 UnProver的显著优势.此外,UnProver在效率上同样表

现突出:在相同的搜索资源下,其平均证明搜索时间比 GPTＧf

缩短约３秒,且生成的证明平均长度减少接近 ２ 个证明步

骤.这些结果表明,UnProver不仅能够证明更多定理,而且

能够以更高效、更简洁的方式完成证明.

表４　不同证明范式上的Pass＠１与平均证明时间

Table４　Pass＠１andaverageprooftimeunderdifferentparadigms

Methods
Metamath

TestSet/％
SyntheticTestSet/％

n＝３ n＝４ n＝５
Average
time/s

GPTＧf ５２．０ ９２．０ ７７．６ ５７．４ １１．２

UnProver ８２．０ ９５．５ ８７．３ ７８．６ ８．１

５．４　实例分析

在 Metamath测试集上使用 UnProver进行搜索时,发现

一些新的、更简洁的证明,这些证明已被官方正式接受.其证

明长度缩短的原因大体可分为两类:

１)使用更高级的定理,这些定理比原始证明中使用的定

理涵盖更多中间步骤;

２)采用新的证明策略.

图７展示了两类简化证明的示例,定理 uun１１１ 的原始

证明依赖于多个浅层定理的调用,而 UnProver则预测更高

级的定理３anidm,一步即可完成推导(绿色背景).从依赖拓

扑上可见,该定理完整覆盖原始证明涉及的全部依赖,实现显

著简化.定理３o２cs的原始证明需两次析取消解才能得出结

论,而 UnProver通过引入定理 ３mix２,结合假设三段论的证

明定理,仅用两步便实现了从假设到目标的链式蕴涵(绿色背

景),显著缩短了证明路径.

图７　定理 uun１１１和３o２cs的新证明及其引用关系拓扑图(电子版为彩图)

Fig．７　Newproofsoftheoremsuun１１１and３o２cswithreferencetopolog

　　UnProver在失败情形下的表现,主要存在以下两类失败

模式.

１)路径选择错误:模型未能选择正确的推理路径,而是在

错误的分支上进行过多探索,导致搜索耗时过长并最终超时.

这类错误通常源于模型对复杂结构的判断不足,使得启发式

分值无法准确反映真实的推理价值.

２)搜索无法扩展:在部分证明中,搜索过程中的所有节点

均无法扩展,导致搜索停滞.这种情况意味着模型未能生成

具有足够覆盖性的候选定理,或搜索策略缺乏必要的回溯

能力.

这些失败案例表明,尽管模型在大多数情况下能够指导

搜索,但在路径探索效率与启发式选择上仍有改进空间.未

来可考虑引入基于策略学习的全局搜索引导机制(如蒙特卡

罗方法),以缓解局部评分带来的偏差;同时通过扩大模型参

数规模与训练数据规模,增强候选定理生成的多样性,从而提

高搜索过程的鲁棒性与回溯能力.

５．５　结论

本文在 Metamath形式化环境中开发 UnProver,其核心

基于合一算法,通过在替换过程中无法立即推断的项上引入

工作变量作为占位符,并利用合一算法来实例化这些工作变

量.在此基础上,进一步提出数据增强策略.实验结果表明,

UnProver取得了更好的效果,而结合数据增强策略所训练的

UnProver显著提升了模型的泛化能力,并且 UnProver所发

现的 ６ 个 新 的、更 简 洁 的 证 明 (３jaob１,bian１d２,２thALT,
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orbi２iALT,pm３．４８ALT,３jcadALT)获得了官方采纳.

尽管 UnProver在结构化推理和泛化能力方面展现了明

显优势,但仍存在若干局限:

１)Robinson合一算法仅适用一阶逻辑,对高阶逻辑与类

型系统无法保证完备性;

２)当前模型仍依赖启发式评分进行搜索,未结合更高级

的策略优化.

结束语　在未来的工作中,UnProver将并不限于命题逻

辑,而是能够直接扩展至 Metamath库中的各个领域.在当

前实验中,由于研究重点是命题逻辑,因此所有工作变量均被

指定为 WFFs类型.对于 Metamath中的其他分支,只需在

该范式中引入相应的工作变量类型,即可有效指导相应的证

明搜索.除此之外,未来还可进一步优化证明搜索算法、扩大

模型规模与提升表达能力,并构建更大且更具多样性的训练

数据,以增强系统在复杂推理场景下的鲁棒性与泛化能力.
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