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基于拉伸因子图的低复杂度贝叶斯稀疏信号算法研究
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摘　要　建立加性高斯白噪声的线性数学模型,针对此模型对基于稀疏贝叶斯学习的消息传递算法进行研究.对传

统的因子图通过添加额外的硬约束节点得到改进的因子图,然后在改进的因子图中利用联合 BPＧMF规则,提出低复

杂度的BPＧMFSBL算法.为了进一步降低复杂度,在 BPＧMFSBL的基础上提出近似 BPＧMFSBL算法.仿真结果

表明与向量形式的 MF算法相比,所提方法复杂度低,且性能有所提升;与标量形式的 MF算法相比,在复杂度相似的

情况下,所提方法的性能更好.
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Abstract　ThelinearmathematicalmodelofadditiveGausswhitenoisewasestablished,andthemessagepassingalgoＧ
rithmbasedonSparseBayesianlearningwasstudiedinthismodel．Inthiswork,wemodifiedthefactorgraphbyadding
someextrahardconstraintswhichenablestheuseofcombinedbeliefpropagation(BP)andMFmessagepassing．This

paperproposedalowcomplexityBPＧMFSBLalgorithm,basedonwhichanapproximateBPＧMFSBLalgorithmwasalＧ
sodevelopedtofurtherreducethecomplexity．TheBPＧMFSBLalgorithmsshowtheirmeritscomparedwithstateＧofＧ
theＧartMFSBLalgorithms．TheydeliverevenbetterperformancewithmuchlowercomplexitycomparedwiththevecＧ
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１　引言

近年来,压缩感知[１]备受社会关注,并且已被应用于各个

工程领域,如磁场成像、稀疏信道估计、频谱估计、图像重

建[２].在压缩感知中,通常根据下列数学模型中的观测向量

y∈CN×１估计稀疏向量α∈CL×１.

y＝Φα＋ω (１)
在此线性模型中,Φ∈CN×１被称为字典矩阵;ω 表示均值

为０、协方差矩阵为λ－１I的高斯白噪声向量,其中λ未知.

除了 贪 婪 算 法[３]和 凸 优 化[４]算 法,稀 疏 贝 叶 斯 学 习

(SBL)[５Ｇ７]是另一种可供选择的稀疏信号估计方法,通过给定

待估计向量α 的先验概率p(α),得到α 的最大后验概率

(MAP)估计α
∧

＝argmax
α

p(α|y).为了使p(α)具有稀疏特

性,稀疏贝叶斯学习(SBL)通常利用３ＧL贝叶斯分层模型[８]

p(α)＝∫γ
p(α|γ)p(γ)dγ来代替p(α)求α的最大后验概率

估计.近年来,SBL能够有效地利用置信传播(BP)[９Ｇ１０]近似

消息传递(AMP)[１１Ｇ１２],然而,BP和 AMP这两种方法都假设

λ是已知的,这使其受限于实际应用.本文讨论了λ未知的

情况下 的 SBL 消 息 传 递 算 法.平 均 场 (MF)消 息 传 递 算

法[１３Ｇ１５],又称为变分消息传递(VMP),被广泛用于近似贝叶

斯推理,尤其是用于具有指数型分布函数的２ＧL及３ＧL分层

模型结构.Pedersen提出了 MFSBL算法(λ未知)[１６],并将

其用于 OFDM 系统稀疏信道估计中.由于 MFSBL算法在

每次迭代估计向量α时都涉及矩阵求逆的问题,导致其具有

很高的计算复杂度.为了解决这个问题,文献[１３]提出一种

低复杂度 MFSBL算法,通过将大矩阵转换为小矩阵来降低

矩阵运算复杂度,但这是以牺牲算法性能为代价的.很明显,

如果转换为小矩阵的维度等于１,那么将不会出现矩阵求逆,

我们将这种算法称为标量形式的 MFSBL算法.近年来,标
量形式的 MFSBL算法被用于信道增益和时延估计[１７].文

献[５]提出先验p(α)的分层模型,文献[１６]具体分析了２ＧL
和３ＧL分层先验模型的特征.

在 MF算法中,与函数相连的各个变量节点的置信(beＧ
lief)都是互相独立的.而对于BP算法而言,与函数节点相邻

的所有变量节点的置信是联合非独立的.这使得 BP算法能

够有效地处理离散概率模型和线性高斯模型.然而,BP算法

在处理既有离散和连续变量的线性模型时,会有很高的复杂

度.针对此问题,文献[１８]提出一种归一化消息传递算法框

架,并提出了联合 BPＧMF算法,避免了 BP算法和 MF算法

的缺点.

本文提出基于 ２ＧL 分层先验模型的低复杂度 BPＧMF



SBL算法.此算法是针对改进因子图(通过在传统的因子图

上添加一系列硬约束因子而获得)提出的,看似改变“多余”,
实则提升了算法性能.由于噪声方差λ未知,MFSBL算法

可以用于处理指数型函数节点,BPSBL算法可以用于处理硬

约束因子.由于将待估计的向量α分解为标量形式,基于改

进因子图的 BPＧMFSBL算法避免了矩阵求逆,大大降低了

算法复杂度.受文献[１９]中广义近似消息传递(GAMP)的启

发,通过 GAMP近似BP可以得到复杂度更低的近似BPＧMF
SBL算法.仿真结果显示,所提出的 BPＧMFSBL算法在复

杂度方面远小于向量形式的 MFSBL算法[１６],在 MSE 性能

方面要优于向量形式的 MFSBL算法.在复杂度基本相等的

情况下,MSE性能接近于标量形式的 MFSBL算法[１７,２０].

函数g(x)的期望可以表示为‹f(x)›g(x)＝∫f(x)g(x)

dx/∫g(x′)dx′,其方差为var[x]g(x)＝‹|x|２›g(x)－|‹x›g(x)|２.

CN(x;μ,ν)表示均值为μ、方差为ν的复高斯分布.f(x)＝cg
(x)表示为f(x)∝g(x),其中c为常数.

２　图模型

α,γ,λ的联合后验PDF的２ＧL分层先验模型[８]的因子分

解为:

p(α,γ,λ|y)∝fλ(λ)∏
n
fyn

(α,λ)∏
l
fαl

(αl,γl)fγl
(γl) (２)

其中,fyn
(α,λ)＝

△

p(yn|α,λ)＝CN(yn;Φnα,λ－１),Φn 表示矩阵

Φ 的第n行向量.fλ(λ)表示噪声精准系数λ的先验.函数

fαl
(αl,γl)表示条件概率p(αl|γl)＝CN(αl;０,γ－１

l ),其服从高

斯分布.fγl
(γl)表示超先验分布,超先验参数γl 服从伽马分

布p(γl)＝Ga(γl;ε,η).

(a)传统因子图

(b)改进因子图

图１

式(２)的因子图[２１]如图１(a)所示,其与文献[１７,２０]中的

图模型一致.假设λ未知,并且 MF可以被用于处理函数节

点{fyn
,∀n∈[１∶N]}.这与文献[２０]中标量形式的 MFSBL

算法一致.文献[１６]基于传统的因子图推导得出了向量形式

的 MFSBL算法,被估计变量α被视为单一的变量节点.
为了能够使用 MF和BP消息传递规则,对图１(a)进行

改进,通过增加硬约束函数节点{fδn
(hn,a)＝δ(hn－Φna),

∀n∈[１∶N]}和变量节点h＝Φα,同时改变函数fyn
的分布

p(yn|hn,λ)＝CN(yn;hn,λ－１),得到改进后的因子图模型,如
图１(b)所示.在改进的因子图中,对固定的指数型函数节点

部分使用 MF消息传递规则更新消息;而在硬约束部分,使用

BP消息规则更新消息,以确保获得更好的性能.下面给出消

息更新的流程及步骤.

３　BPＧMFSBL

本节根据联合BPＧMF消息更新规则[１８],在图１(b)中给

出详细的稀疏信号估计消息更新及迭代推导过程.图１(b)
中所有变量集合为A,其被分为两个不相关的子集:BP子集

ABP ＝{fδn
,∀n}和 MF子集 AMF ＝A\ABP .

３．１　消息计算

消息更新计算可分为前向(从左向右)和后向(从右向左)
两部分.在更新前向消息时用到的相关的后向消息由上一次

迭代获得.

３．１．１　前向消息计算

假设噪声精准系数λ
∧
的置信b(λ)已知,利用 MF规则计

算从观测变量fyn ∈AMF 到hn 的消息mfyn
→hn(hn).

mfyn
→hn (hn)＝exp{‹logfyn

(hn,λ)›b(λ)}∝CN(hn;

yn,λ
∧

－１) (３)

λ
∧

＝‹λ›b(λ)

其中,利 用 BP 规 则 计 算 消 息 mfδn →αl
(αl),nhn→fδn

(hn)＝

mfyn→hn
(hn)以及{nαl′→fδn

(αl′),∀l′≠l},得到:

mfδn
→αl

(αl)＝‹fδn
(hn,a)›nhn→fδn

(hn)∏
l′≠l

nαl′ →fδn
(αl′)

∝CN(αl;α
∧

n→l,ναn→l
) (４)

其中:

α∧n→l＝
△yn－p

∧
n＋Φnlαl→n

Φnl
(５)

ναn→l ＝
△λ

∧
－１＋νpn －|Φnl|２ναl→n

|Φnl|２ (６)

p
∧
n ＝

△

∑
l
Φnlαl→n (７)

νpn ＝
△

∑
l
|Φnl|２ναl→n

(８)

为描述方便,所有高斯消息的乘积形式由下式表示:

ql(αl)＝∏
n
mfδ２ →αl

(αl)∝CN(αl;q
∧
l,νql

) (９)

其中:

νql
＝
△
(∑

n

１
ναn→l

)－１ (１０)

ql ＝
△

νql
(∑

n

α∧n→l

ναn→l

) (１１)

给定消息 mfαl →αl
(αl)∝CN(αl;０,γ

∧－１
l ),变量αl 的置信b

(αl)可表示为:

b(αl)∝ql(αl)mfαl →αl
(αl)∝CN(αl;α

∧
l,ναl

) (１２)

其中:

α∧l ＝
△ q

∧
l

１＋νqlγ
∧
l

(１３)

vαl ＝
△
(１
νql

＋γ
∧
l)－１ (１４)

由于fαl
被归为 MF子集,利用 MF消息更新规则计算消

息mfαl
→γl

(γl):

mfαl →γl
(γl)＝exp{‹logfαl

(αl,γl)›b(αl
)}∝

γlexp{－γl(|α
∧
l|２＋ναl

)} (１５)
超先验参数γl 的置信b(γl)可表示为b(γl)∝mfαl →γl

(γl)
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fγl
(γl)∝γε＋１

l exp{－γl(η＋|α∧l|２)＋ναl
}.

３．１．２　后向消息计算

首先利用 MF准则计算从fαl
到αl 的消息mfαl →αl

(αl):

mfαl →αl
(αl)＝exp{‹logfαl

(αl,γl)›b(γl)}∝CN(αl;０,γ
∧－１
l )

(１６)

其中:

γ
∧
l＝‹γl›b(γl)＝ ε＋１

η＋|α∧l|２＋ναl

(１７)

由于函数节点fδn ∈ABP ,将利用BP规则更新消息nαl→fδn

(αl):

nαl→fδn
(αl)＝

b(αl)
mfδn →αl

(αl)
∝CN(αl;α

∧
l→n,ναl→n) (１８)

其中:

ναl→n＝
△
(１
ναl

－ １
ναn→l

)－１ (１９)

α∧l→n＝
△

ναl→n
(α

∧
l

ναl

－
αn→l

ναn→l
) (２０)

然后利用BP规则更新消息mfδn →hn
(hn),得到:

mfδn →hn
(hn)＝‹fδn

(hn,α)›∏
l
nαl→fδn

(αl)

＝
△

CN(hn;p
∧
n,νpn

) (２１)

通过b(hn)∝mfδn →hn
(hn)nhn→fδn

(hn)∝CN(hn;h
∧

n,νhn
)计

算置信b(hn).其中:

νhn ＝
△
(λ

∧
＋１
νpn

)－１ (２２)

h
∧

n ＝
△

νhn
(ynλ＋p

∧
n

νpn

) (２３)

利用 MF 准 则 计 算 消 息 mfyn →λ(λ)∝λexp{－ ‹|yn －

hn|２›b(hn)},而f(λ)＝１
λ

,置信b(λ)的更新为:

b(λ)∝mfyn →λ(λ)fλ(λ)∝λN－１exp{Ｇλ∑
n
‹|yn－hn|２›b(hn)}

(２４)

计算参数λ:

λ
∧
＝‹λ›b(λ)＝ N

∑
n
‹|yn－hn|２›b(hn)

(２５)

３．１．３　标记

本文提出的BPＧMFSBL算法与标量形式的 MFSBL算

法的最大区别是:BPＧMFSBL是基于改进因子图计算网络消

息的部 分,具 体 来 说 是 mfδ
n
→αl

(αl)消 息 的 计 算.针 对 图

１(b),有:

mfδn →αl
(αl)

　＝∫fδn
(hn,α)nhn→fδn

(hn)∏
l′≠l

nαl′→fδ
n

(αl′)dαl′dhn

　＝
∫fδn

(hn,α)nhn→fδn
(hn)∏

l′
nαl′→fδn

(αl′)∏
l′≠l

dαl′dhn

nαl→fδn
(αl)

　＝
∫b(hn,α)∏

l′≠l
dαl′dhn

nαl→fδn
(αl)

(２６)

其中,b(hn,α)表示与函数节点fδn
相邻的变量节点{α１,􀆺,αL,

hn}的联合置信.MFSBL则是基于传统因子图(见图１(a))

计算mfyn →αl
(αl).变 量节点{α１,􀆺,αL}的置信b(αl)相互

独立.

３．２　BPＧMFSBL算法流程

在图１(b)中由于网络的存在,其消息更新流程有很多

种.本文选择一种简单的算法流程,按照顺序更新前向后向

消息,且同时更新 N 个和L 个变量的信息.算法１给出了

BPＧMFSBL算法的流程.
算法１　BPＧMFSBL 算法

１．初始化α∧l,νpn
,p
∧

n,λ
∧,α∧l→n,ναn→l

.

２．通过式(５)和式(６)更新α∧l→n和ναn→l
.

３．通过式(１０)和式(１１)更新q
∧
l和ναl

.

４．通过式(１３)和式(１４)更新α∧l和νal
.

５．利用式(１７)更新γ
∧
l.

６．利用式(１３)和式(１４)再次更新α∧l和ναl
.

７．利用式(１９)和式(２０)更新ναl→n
和α∧l→n.

８．利用式(７)和式(８)更新p
∧

n 和νpn
.

９．利用式(２２)和式(２３)更新h
∧

n 和νhn
.

１０．利用式(２５)更新λ
∧.

４　近似BPＧMFSBL算法

从图１可以看出,有 NL条边连接变量节点αl 和函数节

点fδn
.因此,在每一次迭代过程中,在计算前向和后向消息

时,需要 计 算 ２NL 次.为 了 得 到 复 杂 度 更 低 的 算 法,用

GAMP算法近似BP部分高斯消息的均值和方差,得到近似

BPＧMFSBL算法.

４．１　近似消息

将式(１４)代入式(１９)得:

ναl→n ＝(１/νql ＋γ
∧
l－１/ναn→l

)－１≈ναl
(２７)

当 N 足够大时,由式(１０)知:１
νql

≫ １
ναn→l

,同理将式(５)和

式(６)代入式(２０),得:

α∧l→n＝ναl→n
(α

∧
l

ναl

－
Φ∗

nl(yn－p
∧
n＋Φnlαt－１

l→n)

λ
∧－１＋νpn －|Φnl|２νt－１

αl→n

)

≈α∧l－ναl

yn－p
∧
n

λ
∧－１＋νpn

Φ∗
nl＝αl－ναlsnΦ∗

nl (２８)

其中:

sn ＝
△ yn－p

∧
n

λ
∧－１＋νpn

(２９)

上述公式成立的条件是变量α的数量足够多,以保证可

以从式(８)得到:νpn ≫|Φnl|２ναl→n
和p

∧
n≽Φnlαl→n.

分别将式(２７)和式(２８)代入式(８)和式(７),得到近似的

均值方差:

νpn ≈∑
l
|Φnl|２ναl

(３０)

p
∧
n≈∑

l
Φnl(αl－ναlsnΦ∗

nl)≈∑
l
Φnlαl－snνpn

(３１)

将式(５)和式(６)代入式(１０)和式(１１),设置L足够大,如
下所示:

νql ＝(∑
n

|Φnl|２

λ
∧－１＋νpn －|Φnl|２ναl→n

)－１≈(∑
n

|Φnl|２

λ
∧－１＋νpn

)－１ (３２)

q
∧
l ＝νql

(∑
n

Φ∗
nl(yn－p

∧
n＋Φnlαl→n)

λ
∧－１＋νpn －|Φnl|２ναl→n

)

≈νql ∑
n
snΦ∗

nl＋νql ∑
n

|Φnl|２

λ
∧－１＋νpn

αl→n

≈νql ∑
n
snΦ∗

nl＋α∧l (３３)
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４．２　近似 BPＧMFSBL算法流程

与BPＧMFSBL算法流程相似,在近似 BPＧMFSBL算法

中,利用上述近似公式代替 BPＧMFSBL算法中对应的部分.

利用式(３２)和式(３３)代替式(１０)和式(１１)估计参数νql
和q

∧
l,

利用式(３０)和式(３１)代替式(８)和式(７)计算νpn
和p

∧
n.此外,

在BPＧMFSBL算法的第３行和第８行中,不需要计算α∧n→l,

ναl→n和ναn→l,而插入中间变量sn.算法２给出近似BPＧMF
SBL算法的流程.

算法２　近似BPＧMFSBL算法

１．初始化νpn
,γ
∧
l,sn,α∧l,λ

∧.

２．利用式(３２)和式(３３)更新νql
和q

∧
l.

３．利用式(１３)和式(１４)更新α∧l和ναl
.

４．利用式(１７)更新γ
∧
l.

５．利用式(１３)和式(１４)再次更新α
∧
l和ναl

.

６．利用式(３０)和式(３１)更新p
∧

n 和νpn
.

７．利用式(２９)更新sn.

８．利用式(２２)和式(２３)更新h
∧

n 和νhn
.

９．更新λ
∧.

５　仿真结果说明

５．１　性能分析

本节利用蒙特卡洛仿真评价所提出的算法性能,考虑数

学模型式(１)并设置 M×N(M＝１００,N＝２５６)阶字典矩阵Φ
中的元素独立同分布,并服从均值为０、方差为１的复高斯随

机变量.假设长度为N 的待估计向量α 有K 个非零值,并且

均匀分布在α中.此外,这些非零值独立同分布,并且也服从

均值为０、方差为１的复高斯分布.仿真迭代１００次,且每次

迭代的字典矩阵Φ、待估计向量α和噪声ω 随机独立产生.
本文将所提算法与当前较好的算法的 MSE 性能进行对

比.BPＧMF 和 AＧBPＧMF 别表示 BPＧMFSBL 算 法 和 近 似

BPＧMFSBL算法.MFＧ向量形式和 MFＧ标量形式分别表示

向量形 式 的 MFSBL 算 法[１６]和 标 量 形 式 的 MFSBL 算

法[１７].以上算法都按照文献[５]中的２ＧL分层模型及参数进

行设置.
图２给出了不同算法的 MSE 在不同信噪比下的变化曲

线.所有算法的迭代次数均为２０.待估计向量α中的非零

元素个数K＝２０.BPＧMF,AＧBPＧMF算法和 MFＧ向量形式的

算法的 MSE 略好于 MFＧ标量形式.与 MFＧ向量形式的算法

相比,BPＧMF和 AＧBPＧMF算法的 MSE性能优很多.

图２　不同算法的 MSE比较图

图３是在 SNR＝１４dB,K＝２０的情况下各种算法的

MSE曲线随迭代关系的变化图.从图３可以看出,由于采用

串行消息更新流程,MFＧ标量形式算法的收敛速度最快.本

文所提算法的收敛速度比 MFＧ标量形式及 MFＧ向量形式Ｇ３L
的收敛速度慢,但是其 MSE性能优于这两种算法.

图３　迭代次数与 MSE关系图

图４给出了BPＧMF(经过拉伸加约束点)与BPＧMF(不加

约束点)在不同信噪比下的 MSE 变化曲线.从图４中可以

看出,随着信噪比的增加,BPＧMF(经过拉伸加约束点)的算法

性能优于BPＧMF(不加约束点)的算法性能.这是因为基于

传统因子图的置信b(αl)相互独立,而基于改进因子图的

b(hn,α)为联合置信.

图４　两种算法的性能对比图

５．２　计算复杂度

在所提算法中,由于对参数γl 和λ的更新算法都是一致

的,因此仅分析h和α 的消息计算复杂度.由于避免了矩阵

求逆,在一次迭代过程中 MFＧ向量形式的复杂度为 O(L３),

MFＧ标量形式的则为 O(NL),由于提出的 BPＧMF和 AＧBPＧ
MF算法是基于标量形式的因子图的,因此其复杂度与 MFＧ
标量形式相似.具体说来,BPＧMF算法需要计算 O(NL)消
息和O(NL)来存储消息的参数(均值和方差),而 MFＧ标量形

式和 AＧBPＧMF只需要更新和存储 O(N＋L)消息.然而在更

新置信b(αl)时,MFＧ标量形式比BPＧMF的时间复杂度更大.

５．３　算法仿真时间

表１列出了５种算法的仿真时间.从表中可以看出,

MFＧ向量形式的仿真时间最长,因为其算法复杂度最高为

O(L３);BPＧMF(不加约束节点)的仿真时间次之,因为其是基

于传统因子图提出的,其在计算变量节点αl 与因子节点fyn

的 O(NL)消息后,又利用 MFＧ向量形式更新了 O(N)个λ
∧
消

息,复杂度为 O(N２L).BPＧMF由于要计算 O(NL)消息和

O(NL)来存储消息的参数(均值和方差),仿 真 时 间 低 于

BPＧMF(不加约束节点),多 于 AＧBPＧMF 和 MFＧ标 量 形 式.

MFＧ标量形式和 AＧBPＧMF只需要更新和存储 O(N＋L)消
息.然而在更新置信b(αl)时,MFＧ标量形式比 AＧBPＧMF花

费的时间更多,需要 M×L个消息相乘和M×L个消息相加.

表１　各算法仿真时间的比较

(单位:s)

BPＧMF AＧBPＧMF
MFＧ

向量形式
MFＧ

标量形式
BPＧMF

(不加约束节点)

仿真时间 １４５．５２３１ ９１．５４７８ １６５．６２１７ １３３．５２３１ １５５．４４３２
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　　结束语　本文讨论了基于消息传递的稀疏贝叶斯学习

(SBL),提出了基于拉伸因子图的两种低复杂度 BPＧMFSBL
算法,此拉伸因子图是通过对传统因子图添加额外的硬约束

因子而得到的.仿真结果显示,在 MSE 性能和复杂度方面,

BPＧMFSBL算法的性能优于当前较好的算法 MFSBL.
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