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基于最大后验概率估计的压缩感知算法 

庄燕滨 。 王尊志 肖贤建。 张学武。 

(河海大学计算机与信息学院 南京 2111OO) (常州工学院计算机信息工程学院 常州213002) 

(河海大学物联网工程学院 常州213022)。 

摘 要 针对压缩感知重构算法计算代价较大的问题，提出了一种用来构建压缩感知稀疏数据重构算法的MAP方 

法。此方法相对于一般的观测矩阵来说，计算代价较低。 一范数使用一个标准的线性规划算法的最小计算代价是 

0(N3)，该方法通过使用最大后验方法使计算代价减少到 O(N2)，并通过引入分割比来使算法更好地收敛。实验证 

明此方法能够获得较为成功的重构区域。 
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Abstract This paper proposed a systematic method for constructing a sparse data reconstruction algorithm in corn— 

pressed sensing which owns a relatively low computational cost for general observation matrix．It is known that the cost 

of 一norm minimization using a standard linear programming algorithm is O(N。)．The cost of proposed method can be 

reduced to 0(N2)by applying the approach of posterior maximization．By introducing the division ratio，the algorithm 

achieves better convergence．Furthermore，in principle，the algorithm from our approach is expected to achieve the wi— 

dest successful reconstruction region，which is evaluated from theoretical argument． 
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1 介绍 

如今，压缩感知_】。 方法已经被广泛应用于信息技术的各 

个领域，原始数据的稀疏性起了重要的作用l_4]，本文对压缩感 

知最基本的计算代价问题进行研究，首先考虑一个线性观测 

过程： 

一  (1) 

其中， ∈ 是观测值，-z∈R 是含有许多零项的原始稀疏 

数据，其中非零项的个数由 K表示，MX N阶矩阵 F描述了 

观测过程，并且 M、N 的大小被 限制为一个压缩 比率 = 

M／N<I。再考虑最基本的 一范数最小化问题： 

min Il lz ll 1服从 —F (2) 

这是个线性规划问题，可以用一个计算代价为 O(Na)的 

标准算法求解，如内点法。此外 ，许多计算代价较小的替代算 

法[5 ]被 提 出，其代 表 为 AMP算 法。AMP(Approximate 

Message Passing)c 算法是一个基于信息传递的阈值算法 。 

此算法中，矩阵 F被假定为高斯随机矩阵[g]，最终它的原始 

数据能被计算代价为 O(N2)的算法重构。此外，对于 AMP 

算法，重构后的阈值在压缩率a和稀疏性 ( 一K／N)方面与 

基于 一范数[1o]最小化问题的状态演变技术l_7]得到的结果是 

相同的。然而，文献[7]中并没有解释AMP的阈值要等效于 
一 范数最小化问题的原因。 

本文提出一种用于构建稀疏数据重建算法的方法，此方 

法是对一个含有尽量小的 M值的一般矩阵 F使用最大后验 

概率(MAP)。通过此方法，可得到一个计算代价为 0(N2)的 

算法(特殊情况下，当矩阵 F是稀疏的，并且在每一行／列只 

有 0(1)个非零元素时，计算代价将减小到O(N))。此外，本 

文的方法从另外一个角度解释了为什么 AMP重构阈值和 
一 范数最小化问题是等效的。 

2 MAP重构算法 

为了构建 MAP算法，首先准备后验概率_1 ，从而从观测 

数据 和矩阵F推断原始数据 。定义后验概率为 P(xIY， 

F)，其中 X服从式(2)的 一范数最小化问题。 

P( l ，F)一 exp(一 莩l 1) ( 一 F z z) 
(3) 
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式中，z(f1)一exp(一 )，C=min ll z lI l，1< <N，1< <M。 

式(3)必须服从约束条件 —Fx，否则概率为零。此外，只有 

当 一范数 中 ．12是最小值时它才满 足，否则也 为零。可知 

MAP的解决方案和 一范数最小值问题相似。注意，不需要 

限制 。。为 MAP的解决方案，本文会用它来解释 MAP算 

法和阈值重构分析之间的关系，通过使用统计力学的复制 ] 

方法，给出了阈值的精确描述_】 ，文献中，后验概率被定义为 

波尔兹曼权重，极限 —cx3被作为分析的技术原因。 

处理后验概率的一个难题是广义三角函数，将其调整为 

二次项形式： 

P(x[y，F)： lim exp(一 
-．∞ 厶 ＼ ’ 

3)志一O极限 

最终迭代步骤必须是极限 忌一O， 应该以k“ ocexp(-t／ 

常量)的方式指数衰减。这个衰减常量非常重要，如果常量太 

小会出现错误。这个常量在下文讨论的 AMP算法中是一个 

阈值参数，对收敛性同样重要。在 AMP算法最初的研究中， 

我们通过选择 k均值平方误差对极限忌一O提出了适当的约 

束，并且与状态演化技术相结合，达到了收敛性的阈值重建 ， 

这在含有辅助变量 z的a和P之间的关系中体现出来 ： 
9 -z2／2 

p=amax(1一 {(1+ )H( )一2 = }／1+ 一 

至t*‘ 一 i — z㈣ ⋯ 一 e z2／2， ㈣ 

∑lz 1) (4) 

式(4)通过约束 o。再现了 一范数最小值问题。在式 

(4)中，需要引入一个常量 k( >0)来表示“相对意义”上的约 

束和最小化。要解决 一范数最小值问题，必须考虑极限约束 

条件 一0，这个框架和文献[14]是基本相同的，需要对 MAP 

算法采取适当的 是一O约束条件。 

对于 MAP方法，在 指数方面区分它们，稳态条件如 

下 ： 

EF,,iY 一
， 、

∑F F 32，一∑F z --k~( )一o (5) 

其中，o(z)是 HeavisideE 函数，表示如下： 

五 一毒 (6) 
z 一 一 EF~ixt 

定义函数的阈值为： 

r 一是， < 

y(x；志)一 0， ——是≤ ≤是 (7) 

l +走， <一 

变量 表示y— 约束的残余误差，可以通过求解稳 

态条件得到 一范数最小值。通过增加迭代步长上标 t来构 

造一个迭代算法 ： 

z(f】一 (∑F ( + z )；志) 

(8) 

一  一 ∑F z ” 

MAP的解决方案是找到固定点 ”。 一范数最小值问 

题是一个凸优化问题_】 ，没有最小值固定点的位置。 

下面给出一些关于式(8)算法的特征。 

1)计算代价 

在算法式(8)中只有单一的总和， 【f)和 ： 的个数分别 

为N 和 M。然而，当压缩率 M／N是 0(1)时，计算代价为 

0(N2)，并且若矩阵 F是稀疏的(每一行／列只有 0(1)个非零 

项 ，计算代价减小到 O(N))，则收敛性的迭代步数比 N和M 

更小。在一般情况下，它不在重建阈值的范围内，在收敛性和 

迭代步数方面 忌一O收敛的速度必须放慢，因为 一O在 N和 

M 值中占据主导地位。 

2)矩阵 F的适用性 

本文不对 F做任何假设，因此，在原则上该算法可以适 

用于一般的矩阵 F，而在原始 AMP算法或者在统计力学分 

析_1 ]中矩阵 F是假设值。 
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其中，H( )一l (Lre一 ／~／， 相当于 一范数最小值，此公 

式根据文献[10，18]得出。下面同样给出相似方法的阈值方 

程 ： 

1 --z2／2 

2(1--p)(H( )一 ==)+ 一0 
~／2 ‘ (10) 

一 2(1一10)H( )+ID 

它们的解析也是等价的(可以通过代人数值检查式(9)和 

式(1o)的等价性)。 

算法的初始步骤是式(4)的概率分布 ，它是在阈值的分析 

中作为波尔兹曼权重。在 AMP算法 中，收敛条件式(10)已 

经用不含有Onsager条件[19]的阈值算法讨论过了，也是源于 

式(4)的分布。这种关系可以解释为什么有相同的阈值方程。 

4)局部更新 

阈值算法式(8)仍然存在问题，即不能总是通过式(8)得 

到一个正确的 一范数最小值，甚至不能从式(9)和式(10)得 

到重构区域，尽管极限忌一0设计得非常合适。这个错误发生 

在 一范数最小化重建阈值的地方。AMP算法通过介绍 On— 

sager的反应条件成功解决了这个问题 ，它是在原有的工作上 

减少微扰分析。本文从另外一个角度看待这个问题，并且适 

用于一般矩阵 F。 

该策略如下，在原来的算法中，每步都更新变量 。引 

入一个分割比，并修改算法来进行局部更新： 

五(t)一--尚  +南 壶 c ”+ 
r_”)；是) (11) 

z 一 一∑F ” 

分割比 7“ 依赖于一般的步长，显然，这个算法的固定点 

和原来的相同；同时，通过适 当地选择 )，“ 改进了方法的收敛 

性。 

在这里，7“’可以任意选择，可以寻求如何设计 y(。来使该 

算法的固定点的稳定分析有更好的收敛性。然而 ，目前还没 

有能选择 )，“ 的较好的方法。 

3 MAP算法研究 

以下是本文提出的算法的特性 。矩阵 。 是从含有零 

均值并且方差为 1／M 的高斯分布上得出的独立同分布项，它 

在 AMP算法和统计力学分析_l。]中是一样的。对于 M、N，有 

lim∑F 一1，式(8)简化为： 





M、K固定时计算成功率。在每次实验中，重构是否成功的判 

断准则是每次数据的均方误差是否小于 1O 。然后，通过改 

变每一对 M、K的值来计算成功率(每次实验 M、K 的值增加 

或 者减 少 25)。 

成功率 

图 4 随机矩阵 F产生的MAP算法和 l一范数结果比较 

实验结果见图 1一图 3，实验中获得的成功率在灰度图中 

表示出来。在图 1中，算法 的结果不含有分割比，较 一范数 

最小化的成功重构区域窄。图 2是分割比 ”一1的结果，重 

构阈值接近 一范数阈值曲线。为了提高效果，采用式(17)中 

的分割比，这一修改可以获得更接近 一范数的曲线，如图 3 

所示，但在较低的压缩 比区域，效果没有 一范数好。然而，更 

多的迭代步数、适当地选择 k的值和)，“’会取得更好的效果。 

下面为了检测一般矩阵F的适用性，使随机矩阵 F由不同方 

式产生：首先 ，产生一个随机矩阵 F，然后随机消除 90 的 

项，这里设置为零。在这个实验中使用式(11)，分割比 为 

1，图4的结果显示，成功区域和 一范数相似。 

从这个结果确认，MAP算法本质上等价于 一范数，并 

且，通过一个合适的算法设计，可以得到和 一范数几乎相同 

的效果 ，需要强调的是，这里的算法也在一般矩阵 F下适用， 

如图 4所示。 

5．2 算法的收敛-陛 

本节研究算法收敛速度，并 比较两个算法：分割 比为式 

(17)的 MAP算法和 AMP算法。设 N一2000，M一1000(压 

缩率 a—O．5)，K=2oo(~零项比例 JD—o．1)。这个方案产生 

的矩阵 F和初始数据 。与图 1一图 3是相同的。参数 k以 

每步乘以 0．95指数衰减到零(最初的 AMP算法是以均方误 

差更新 k，并且收敛性 比较好。这里两个算法采用缓慢 的指 

数更新方法)。进行 100次重构实验 ，观测每个数据的均方误 

差结果，如图(5)所示。能够看出与 MAP算法相 比，AMP算 

法的均方误差较小，且收敛速度较快，从上文讨论的 MAP和 

AMP算法的联系中，算法收敛速度的区别在于 AMP算法考 

虑了残差 的分割比，而 MAP算法(11)没有考虑，因此，有 

必要考虑更快的残差 的收敛速度来改进 MAP算法。 

蝴  

释 

图5 AMP算法和 MAP算法收敛速度比较 

结束语 本文提出了 MAP重构算法，讨论 了其与 已知 

阈值算法的联系，并且通过数值实验评估了它的性能。证明 

了通过设计适当的算法可以取得与g 一范数最小化几乎相同 

的重构阈值。最重要的是，该算法不对矩阵 F做任何假设， 
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因此算法重构计算代价相对较低，并且适用于一般矩阵。 

本文同时提出要找到更合适的分割比使 MAP算法收敛 

速度更快。因此未来的工作是采用本文的讨论设计一个更好 

的方法来实现更快的收敛速度。 
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可 以发 现 GKNNimpute算法 耗 时最 多，RKNNimpute和 

IKN『Nimpute算法相对快捷。 

综上，RKNNimpute与 GKNNimpute相比，二者有近似 

相等的填补准确率，RKNNimpute具有更小 的计算复杂度。 

通过比较基于精简关联度迭代算法(RKNNimpute)和基于灰 

色关联度迭代算法(GKNNimpute)的填补性能(两算法仅相 

似性的度量方法不同，其他细节均相同)，间接比较精简关联 

度(RRG)和灰色关联度(GRG)的性能。在相似性衡量上，精 

简关联度能达到与灰色关联度完全相同的效果；在时间开销 

上，精简关联度大大降低了算法的时间复杂度。因而，本文提 

出的精简关联度是一种优秀的距离度量方法。与 IKNNim— 

pute算法比较可知，RKNNimpute算法准确率更高，针对基 

因表达数据能取得不错的填补效果。 

结束语 本文提出了新的关联度计算方案——精简关联 

度，它是对灰色关联度的改进。选用 3种类型的数据集，设置 

不同的缺失率 ，进行大量实验，分析了精简关联度的性能。在 

预测准确性上，它与灰色关联度有一致的相似性度量效果；在 

时间复杂度上，所提出的度量方法显著地降低了时间复杂度。 

因而，本文提出的精简关联度是一种高效的相似性度量方法。 

在此基础上，针对基因表达数据的缺失现象，进一步提出了基 

于精简关联度的迭代填补算法。RKNNimpute利用填补后的 

基因和完整基因构成候选基因集，扩大了近邻的选择范围，提 

高了数据的利用率；通过设置合适的阈值，以迭代的方式提高 

了填补性能。与迭代 K近邻填补算法进行了比较 ，实验证实 

RKNNimpute是一种有效的填补算法。 

RKNNimpute算法需预先指定迭代终止的条件 ，即收敛 

的精度和最大迭代次数，它们能影响算法的迭代次数和填补 

准确率。如何高效合理地确定收敛精度和最大迭代次数以及 

进一步提高算法的性能是今后的研究方向。 
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