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摘 要 在四值逻辑 系统 中引入了对称逻辑公式。运用 Matla软件研究了对称逻辑公式在 逻辑度量空间中 

的计数问题，给出了3 元、3 +1元、3 +2元对称逻辑公式的个数。证明了 元对称逻辑公式占全体 元逻辑公式 

的 比例随 的增 大而趋 于零 。 
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Abstract In four-valued logic system L ，the concept of symmetric logic formulas was given．The counting problem of 

the symmetrical logic form ulas in the L —logic metric space was studied by using Matlab，and the numbers of symmet— 

ric logic form ulas with 3n，3n+1 and 3n+2 atoms were given．It was proved that the ratio of the number of sym metric 

form ulas with atoms over the numbers of all form ulas with l"t atoms converges to zero when tends to infinite． 
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1 引言 

计量逻辑学从基本概念的程度化人手，将数值计算引入 

到数理逻辑中，使其具有了某种灵活性，从而扩大了其应用范 

围 ]。计量逻辑学又与概率逻辑学相结合，将随机化思想引 

入到了经典的推理模式中l_6 ]。近年来，计量逻辑学与密码 

学相结合，取得 了若干研究成果_8_ ]，如文献[8]将密码学中 

对称布尔函数引入计量逻辑学，给出了对称逻辑公式，研究了 

对称逻辑公式在经典逻辑度量空间中的分布。文献E9]将对 

称布尔函数的概念推广至三值函数，研究了三值逻辑中的对 

称逻辑公式，解决了对称逻辑公式在 逻辑度量空间中的 

计数问题。这些研究进一步丰富了计量逻辑学的研究内容。 

值得注意的是，除了个别结果外[8 ，对于逻辑度量空间自身 

构造的研究还远未开始。对于二值命题逻辑系统 L而言，逻 

辑公式与布尔函数之间是相互决定的，所以密码学中的对称 

布尔函数可直接运用到经典逻辑系统中逻辑公式的对称性。 

从文献Elo]的三值逻辑系统 中可以看出，逻辑公式与相 

应的多值函数已经不再有相互决定的关系了，并且对称三值 

函数的个数也有着相对于二值命题逻辑系统更为复杂的计数 

问题。因此，相对于更一般的四值逻辑系统而言 ，其对称四值 

函数的个数研究的复杂性不言而喻。因此，本文将文献[1O] 

中的三值逻辑度量空间推广至更一般的四值逻辑度量空间， 

研究了四值逻辑度量空间中的对称逻辑公式。主要内容如 

下：引入对称四值函数，使用数学软件 Matlab研究了其计数 

问题；通过建立模型，解决了对称逻辑公式在 逻辑度量空 

间中的计数问题；最后，证明了 元对称逻辑公式 占全体 元 

逻辑公式的比例随着”的增大趋于零。 

2 预备知识 

定义 1[ ] 设 S一{P1，P ··}，F(S)是 由S生成的(一， 

V，一)型自由代数，称 F(S)中的元为系统 中的公式(或 

命题)，称 S中的元为系统 L 中的原子公式(或原子命题)。 
1 o 

定义2E 设 ：F(s)一{0，÷，号，l}是映射，这里{0， 
0  J 

1 n  
I

，÷ ，1}是四值 R。一代数，若 是(一，V，一)型同态，即 
0  J  

(— A)一__7 (A)， (A V B)一 (A)V (B)一 max{ (A)， 

u(B))， (A—B)一 (A)一 (B)一Ro(口(A)， (B))，则称 为 
1 o 

F(s)在四值尺0一代数{0，÷，÷，l}中的赋值，简称 为赋值。 
u J 

F(S)中全体赋值之集记作五。 

定义 3E 设 A(p ，Pz，⋯，P )是含有 n个原子命题 的 

公式，它由 P ，Pz，⋯，P 通过逻辑连接词一、V与一连接而 
1 0 

成。设(工1，z2，⋯，z )∈{0，÷，_告_，1)”分别用zl， 一， 
0 0  

取代A(Pl，P2，⋯，P )中的 P ，P2，⋯，P ，并按一 一1--Xl、 

371 V 2一max{zl，z2)、z1一z2一尺0( l，z2)理解一、V与一 ， 

则得一个 元函数，记作 (z ，zz，⋯， )，叫作公式A诱导 

的四值Ro函数。 
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定义4llo 若函数g：{o，吉，_詈I，1} 一{o， 1，-詈_，1}可 
由 中的某个 元公式导出，则称 g为 元 四值 Ro函数 

( ∈N)。 

3 对称逻辑公式在 逻辑度量空间中的计数问题 

定义 5嘲 称映射 g：{o，了1
，号，1)”--~{o，专，．詈_，1}为 

元四值函数。Va一(xl，z2，⋯， )∈{0，寺，寺，1}”及(1， 

2，⋯， )的任意置换(il，i2，⋯，i )均有 g(xil，Xi2，⋯， )一 

g(x ，．782，⋯， )，则称 g为 元对称四值函数。设 口，口为{0， 

专，号，1}”中的两个向量，如果卢可由a通过调整分量的次 

序而得到，则称 a，口为同类向量。 

注 1：在定义 5中，V口一(z1， 2，⋯， )称∑五 为向量口 

的重量。显然，同类向量的重量是相等的；反过来，如果{0， 

÷，寺，1}”中的两个向量a，卢重量相等，但a，卢不一定是同 

类向量。例如口一(1，o，o，o)与卢一(÷，寺，o，o)都是重量为 

1的向量 ，但是 a，口不是同类向量。 

定义 6 设 A∈F(S)，且 A含有 个原子命题 Pl，P2， 
⋯

， ，如果 A所诱导的四值R。函数是对称四值 R0函数，则 

称 A为 元对称逻辑公式。 

命题1 g为 元四值函数，如果{0，÷，-T ，l o中的所 

有同类向量对应的函数值相等，则 g为 元对称的四值函数。 

证明：对于任意的( ，z2，⋯， )∈{0，÷ ，÷ ，1) 以及 

(1，2，⋯， )的任意置换( 1，i2，⋯，i )，均有向量(z̈ z ⋯， 

)∈{o，专，专，1}”且与向量(zt， z，⋯，z”)为同类向量， 
由g(xi ，Xi。，⋯，Xin)=g(xl，x2，⋯， )可知 g为 元对称 

四值函数。 

引理 1 3 元的对称四值函数共有4 。 ( 为偶数)，其 

中S。 为所有向量类的个数之和。 

证明：{o，寺，专，1 中的向量按重量可分为9n+1组， 

其重量分别为：o，吉，_耋-，1， 4，⋯， 一1， 一．耋_， 一{， ， 

+{， +号， +1，⋯，2 一号，2 ，2 +{，2 +詈，2 +1， 
⋯

，3 一1，3 一_耋_，3 一÷，3 。 

重量相等的向量因为其中坐标为0，÷，寺或1的个数不 

同，又可以分为不同的类。设z为某向量中坐标为÷的个 

数，Y为坐标为专的个数， 为坐标为号(即1)的个数。那么， 

求解吉 + 2 十了3 z一告的整数解问题，就解决了向量类的 

个数问题。这里鲁为重量，由于o≤鲁≤3 ，因此0≤矗≤9 。 
通过将等式两边同时乘以 3，求 +2 +3z=k的整数解，解 

的个数分别代表着向量类的个数。运用 Matlab可以计算 出 

所有解的个数。具体运算思路如下。 

NNNNNNN 3 ，因此向量中寺的个数、号的个数、 

昔(即1)的个数之和不能超过 3n，即z+ +z≤3n。如果解 

超出 z+ + ≥3 ，则解无效，必须去除。 

当 忌一10时，z+2 +3 一1O的解共有 14个 ，因此，有 14 

个向量类重量为 。当 一31时， +2 +3z一31的解共有 

96种，而其 中z一31， 一0， 一0这个根不满足 + + ≤ 

3 ，因此真正解的个数为 96—1—95种，即重量为 的向量 

类共有 95个。通过运算可得 ： 

1)当o≤ ≤3n(其中n为偶数)时，重量分别为 0，÷， 

号，1， 4，⋯， 一1，n一号， 一号，警的向量类个数 满足 
一是+ 一6，志≥6，vo一1， 1—1，"02—2，V3—3，7J4—4， 

V5—5 (1) 

2)当 志一3n+口，1≤n≤3n，即当 3 +1≤愚≤6n时，重量 

分别为n+÷， +号， +1，⋯，2 一号，2 的向量类的个数 
满足： 

当 n为奇数(1≤a≤3 一1)时， 

一  一 ( ) (2) 

当 口为偶数(2≤n≤3n)时， 

一  
n--a -- (号)×(号+1) (3) 

其中， 

功 +。一3n+口十 。一6 (4) 

可见式(4)需通过式(1)求解 。 

3)令 忌一6 +6，1≤6≤3n，即当 6 +1≤ ≤9n时，重量分 

别为2n+专，2 +_詈I，2 +1，⋯，3 一1，3 一号，3 一号，3 
的向量类个数与 1)中 3，z一1到 0时解的个数一样，满足： 

+6一 6( ≥6)，1≤6≤3 (5) 

对 1)，2)，3)求和可得所有向量类的个数，记为 S。 。由 

于不同的向量类对应的函数值有 4个 ，因此 3 元的对称 四值 

函数共 4 。 个。 

注 2：本文用 S3 表示重量分别为 o， 1
， ，1， ，⋯ ， 一 

0 0 

1,n--亏， 一专， 的所有向量类的个数之和。 

用se 表示重量分别为o，{，号，1，号，⋯，2 一1，2n一 

号，2n--专，2 的所有向量类的个数之和。 

用s。 表示重量分别为o，专，号，1，号，⋯，2 一号，2 ， 
⋯

，3 一1，3 一_詈-，3 一÷，3，z的所有向量类的个数之和。 
引理2 若 tb一1， 1—1， 一2， 一3， 一4，"os一5以 

及 一志+ 一6(忌≥6)。令 Q6 一∑7)i，则 Qb 一1十∑(18i。q- 

3 + 1)。 

证明：利用 一1，Vl一1， 一2，功一3， 一4， 一5且 一 

忌+ 一6(是≥6)，可得 276—6+Vo， l2=12+'U6， 8=184- 2， 

⋯， 一6i+"U6 一6，即 一1+6+ 12+ l8+⋯+6i。 

可以看出，从第二项开始是首项为 6、公差为 6的等差数 
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列 ，则 

V6i—l+6+12+18+⋯+61=3i +3i+1 (6) 

同理 Vfi 5—1+7+13+⋯+6 一5。可以看出，从第一项 

开始是首项为 l、公差为 6的等差数列，则 

2)6 一5—1+7+13+⋯+6 一5—3i 一2i (7) 

同理 

V6i一4—2+8+14+⋯+6i--4=3i。一i (8) 

6 一3—3+9+15+⋯+6 一3—3i (9) 

7)6 一2—4+1O+16+⋯+6 一2—3i 4-i (10) 

7)6H 一5+ 1l+17+⋯+6 一1—3i +2i (11) 

由此可见 ，当 1≤ ≤ 时，式(6)一式 (11)给出了 ，v2， 

v3，v4，⋯，v6 一5，w6 4，v6 3，7)6 2，v6 一1，v6 对应的表达式。 

由于 wo一1，因此， 

一  +∑ n n 5+∑ 
一

4+∑ 一3+∑ 一2 4-∑ 一l+ 
i一 1 i一 1 i一 1 i一 1 

14．~(3i 一2 )+∑n(3 ～ )+∑n 3 z+妻(3 z+ )+ 
i=1 i 1 i= 1 i= 1 

n 

∑(3i "4-2i)4-∑ (3i2+3i+1) 
一

1 i一 1 

一 14"∑(18i。+3 +1) (12) 
i— l 

由引理2容易得出下列命题，该命题给出T／分别为奇数、 

偶数时 S ，,o3 + 的表达式。 

命题 2 7)k一是+ 6(忌≥6)。 一1， 】一1，Y)2—2， 

3，v4— 4， 5— 5。 

(1)当n=2m(m=1，2，3，⋯)时，则 一要， 

s3 一s6 一1+ (18i 4．3i4．1)一1+ ∑2(18i。4．3i4．1) 

(13) 

由式(6)、式(7)可知 

V3n=V6m一3m 4．3m4．1 3(号) +3(号)+1 (14) 
7)3 十l一7)6 +1一 ( +1)一5—3(m+1) --2(m+1) 

_ 3( 2( ) (15) 

(2)当”一2m--1(优一l，2，3，⋯)时，则 m一 n+l
， 

S 一 S6 一3 S6m一 7J6 一2一 m 1一 m 

一1+∑(18i +3 +1)一 一2一 1一仇 

由式(6)、式(10)、式(11)可知 
州  

S3 一14-∑ (18i 4-3 +I)一(3m +m)一(3m +2m) 
i一 1 

(3m。+3m4-1) 

= 14．
一

~(18i。4．3i4．1)一(gm 4．6m4．1) 

一 1． ~
1

(18i 4．3i4．1)_(9( 6( )T1) 

一  

2 (18i 4"3i4"1)一9(坐 ) 一 ．下n4"1) (16) 

z= l 厶  

由式(9)、式(10)可知 

一  
一 3—3 2—3( ) (17) 

一  
一 z=3m +m=3( ) + ( ) (18) 

引理 3 (1)设 M一1。+2z+3 +⋯+( )z，则 M一 

· 1 32 · 

堡± 2 1堡± 2 1垡± 
24 。 

N一 

(2)设N一1X24"2X 34．3X44．⋯+(号)×(号+1)，则 
a(n+ 2)(d+4) 

24 。 

证 明 ：(1)1。 + 2。4-3 + ⋯ 4- ( ) 一 

!兰 一 
6 24 。 

(2)1×24．2X 34-3×4+⋯+(号)×(告+1)的通项为 

‘ a)。+(号)，对其分别求和可得 

1×2 4-2×3 4-3×4+⋯4-(号)×(号4-1)一 

至a 至a !! 至a 至a 
一 堡!堡± 2 1堡± 

6 2 24 

由引理 1的 1)、2)与引理 2、引理 3可知 

S6 一Q —M—N (19) 

根据引理 1的 3)可知当 6n4．1≤k≤9n时，所有重量分 

别为2n十号，2n十一詈_，2 +1，⋯，3 一1，3 一_詈_，3 一号，3 
的向量类的个数之和为 

S 一 7)3 (2O) 

定理 1 当 为偶数时，3 元的对称四值函数共有 4 。 

个，其中s。 ： ±  
。 

证明：根据引理 1及式(19)、式(20)可知 

S9 一S6 +S3 一 一Qb 一M—N+S,3 一2)3 

因 为偶数，故 3 为偶数，3 一1为奇数，根据引理 1中 

2)-EiglN 3可知M一 ± 
，其中，。一3n--1； 

N一—a(
—

a
—

4" 2) (
—

a4"
一

4)
，其中，n一3 。 

由式(12)知 一1+∑(18i。4-3 +1)，根据式(13)可得 

号 

S =14．E (18i 4．3i4．1)，由式(14)知 一3(告) 4-3( )4- 

1，代入可得 S~．--—9n—a 4"—

1
—

8n ~4"
—

1
—

1n4"2
。 由于向量类所对应的 

函数值有 4个，因此 3 元的对称四值函数的个数为 4 。 

下面例 1、例 2针对 一1O的情形 ，分别用不同的方法进 

行了计算，例 1用的是直接计算法，例 2用的是定理 1的结 

论 。 

例 1 求{o，了1
，_詈_，1}”一{o，{，_詈_，1)(其中 一1o)的 

对称四值函数的个数。 

解 ：利用引理 1的步骤可有如下结果 

1)当0≤ ≤3n时，通过式(1)可求得重量分别为O，÷， 

，

1， ， ，2，一7
， ⋯ ，鲨 ，一

29
，10所对应的向量类的爪数为3 3 3 3 3 3 I ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ J ÎlJ 口 l J虽 口 l熏足／ 

1，1，2，3，4，5，7，8，10，12，⋯ ，80，85，91。 

2)令 志 3n+口(其中 1≤n≤3n)，通过式(2)一式(4)可求 

得重量分别为詈，警，11， 34，⋯，警，2o所对应的向量类的个 
数为 96—1×1，102—1×2，108—2×2，114—2×3，⋯，320— 



15×15，331—15×16，即 95，100，104，108，⋯ ，95，9l。 

3)令 愚一6n+6，当6 +1≤愚≤9n时，其与 3n--1到 0时 

解的个数一样。通过式(5)可求得重量分别为 ， ，21，⋯， 

辈， 89，30所对应的向量类的个数为85，8O，75，⋯，2，I，1。 

对 1)，2)，3)求和则有 

I+1+2+3+⋯+8O+85+91+ 95+100+⋯ +95+91 

0～ 3” 

十85十80+75十⋯十2+1十1—5456 

即 S 一5456，而不同的向量类所对应的函数值有 4个，所以， 

{o，了1
，_詈-，1} --,-{o， 1，-詈_，1}的对称四值函数有45456个。 
例 2 求{o， 1

，号，1}”一{o，号，．詈_，1)(其中 一10)l~J 
对称四值函数的个数。 

解：运用定理 1的公式可得 

， 、  
9 0+18n +11 +2 

L " 0 

一  堕  一5456 

而不同的向量类所对应的函数值有4个，所以，{o，专，亏， 
1}”一 {o， 1

， ，1)的对称四值函数有45456个。 

例 2与例 1计算的结果一致，可见定理 1的可行性以及 

简洁性 。 

定理 2 

个，其中 S。 

当n为奇数时，3n元的对称四值函数共有 4 。一 

9 + 18 +1In+2 

证明：由定理 1可知 S。 一S6 十S —V3 一Q6 一M—N+ 

S。 一 ，若 为奇数，那么 3 为奇数，3 一1为偶数。根据 

引理 1的 2)与引理 3可知，M一 ± 
，其中 

一 3 ；N一 ，其中 一3n--1。 

由式(12)知 一1+墨(18i。+3i-I-1)。 

根据式 (16)、式 (17)，得 S 一 ∑ (18i +3i十1)一 

9( 6( _ 3( )z 

代人可得 s。 一 。 

而向量类所对应的函数值有 4个，所以，3 元的对称 四 

值函数的个数为 4 。 

注 3：由定理 1、定理 2可看出，无论 为奇数还是偶数， 

3 元的对称四值函数的个数都为 4 ，其中 S。 的值是一样 

的。论证的不同之处在于： 

(a)命题 2中 S。 的不同，即式(13)、式(16)的取法不同 

(b)引理 3中 M、N 的取法不同。但是其求和结果却是 

相同的。 

采用类似于定理1的方法可以求出{0，寺，寺，1}”一{0， 

÷，÷，1}的对称四值函数的个数，不妨设： 

用Sg．+a表示重量分别为o，号，_詈_，1，詈，⋯，2 一号， 

2n,2，z+ ，⋯，3 ，3 +专，3 +_詈_，3 +1的所有向量类的 
个数之和。 

用 s。 表示重量分别为 o， 1
，_詈_，1，号，⋯，2 一专， 

1 n  

2，z，2n+÷ ，2n+-- 6-的所有向量类的个数之和。 

定理 3 当 为偶数时，3 +l元的对称 四值函数共有 

4 +。个，其中 S9n+3：：—9n—a+
—

2
—

7n z+
—

26
一

n+8
。 

证明：根据引理 1可知 S 3一S6 +2+S3 一Q6 + + 

,U6n+2--M一』＼，+ss ，由式(12)N~d] 一1+善(18 +3 + 
1)，由于 为偶数 ，则 3 +1为奇数，3 为偶数，根据引理 l 

的2)与引理3可知M一 ± ± 
，其中 n一3n+ 

1；N-- ，其中n一3 。 

号 
由式(13)可知 S。 1+ ~(18i +3H一1)。 

根据式(7)、式(8)，V6 +l一％36( )一5—3( +1) 一2( 十 

1)，736 +2一 ( +1)一4—3( +1) 一( +1)，代入可得 S9 +3一 

—

9n
—

a+
—

2
—

7n ~+
—

2
—

6n+ 8
。 而不同的向量类所对应 的函数值有 4 

个 ，所以，3n+1元的对称四值函数的个数为 4s。 。。 

当 为奇数时，有以下结论成立。 

定理 4 当 n为奇数时，3 +1元的对称 四值函数共有 

4s9．+a个，其中 S9n+3 。 

注 4：定理 3与定理 4论证过程的差异类似于注 3。 

同理可以求出{0，专，专，1} 一{0，专，寺，1}的对称四值 1 n 1 n 

函数的个数，不妨,gt S。计s表示重量分别为0，÷，寺，1，号A， 1 o 

⋯ ，2 一寺，2 ，2 +专，⋯，3 +2一_詈-，3 +2一{，3”+2的 
所有向量类的个数之和。 

用 s。 + 表示重量分别为 o， 1
，一詈I，1，号，⋯，2 一吉， 

1 n   ̂

2n，2nq- 1，2n@÷ ，2n+1，2 +÷的所有向量类的个数之和。 

定理 5 当 为偶数时，3 +2元的对称四值函数共有 

4 。 + 个，其中 S9 6一—9n—3+
—

3
—

6n ~+
—

4
—

7n
一

+20
。 

证明：根据引理 1可知 

S9 +6一S6 +4—l_5 +V3 +l 

— Q6 + 1+V6 +2+ +3+ 6 +4一M—N+S3 + 

由式(12)可知 一1+∑(18i +3i+1)，由于 为偶 
i一 1 

数 ，则 3 +1为奇数，3 +2为偶数，根据引理 1的2)与引理 3 

可知 M 一 ± 
， 其 中 以一 3 + 1；N 

，其中a +2c 

号 

由式(13)可知 S 一1+∑(18i +3i+1)；根据式 (15) 

+ 一3( )2 2(翌二 )；由式(7)一式(10)可知 ~U6 + 一 
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v6( +1)一5—3(n+1)。--2(n+1)，2)6 +2一 (”+1)一4 3( +1) 一 

( +1)，796 +3一 ( +1)一3—3( +1) ，~06 +4一V6(卅1)一2—3( + 

1)。+( 十1)；代入可得 S9 +6一—9n—3+
—

3
—

6n 2+
—

4
—

7n
一

+20
。 而向 

量类所对应的函数值有 4个，所以，3 +2元的对称四值函数 

共有 4 s个。 

当 为奇数时，有以下结论成立。 

定理 6 当 为奇数时，3 +2元的对称四值函数共有 

4 。 +。个 ，其中 Sgn+6一—9n—a+—

3
—

6n z+
—

4
—

7n
一

+ 20
。 

注 5：定理 5与定理 6论证的不同之处同理类似于注 3。 

4 对称逻辑公式在逻辑度量空间中的分布 

定理 7 元对称逻辑公式占全体 元逻辑公式的比例 

随着 的增大而趋向于 0。 

证明：由定理 1一定理 6可知不同的 ”元对称逻辑公式 

至多有 4S9n个 ，以定理 1为例，s。 一—9n—3+
—

1
—

8n 2+
—

l
—

ln+2
，而全 

体 元四值R。函数至少有 4 “个，显然 4 。”与 4 “之比随着 ” 

的增大趋向于 0。 

同理，定理 2一定理 6也满足：n元对称逻辑公式占全体 

”元逻辑公式的比例随着 的增大而趋向于 0。 

结束语 本文将对称 函数的概念引入到逻辑系统 ， 

运用 Matlab研究了对称逻辑公式的计数问题，得出了 3 元、 

3 +1元、3 +2元对称逻辑公式的个数 ；证明了 元对称逻 

辑公式占全体 元逻辑公式的比例随着 n的增大而趋向于 

0。关于 中对称逻辑公式的真度之集在[o，1]中的稠密性 

及相关性质，将四值R。函数推广至更一般的 值Ro函数，是 

否可以继续使用 Matlab来实现其计数问题，笔者将在另文中 

讨论。 
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