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归约算法统一描述 

熊玉庆 

(上海应用技术学院计算机系 上海 201418) 

摘 要 归约算法在并行计算中应用广泛，目前有很多归约算法应用于不同的情形。这些归约算法各不相同，逻辑拓 

扑是造成区别的关键 。为了统一描述归约算法，揭示它们的共性，给 出了一个逻辑拓扑的定义及其性质。在此基础 

上，给 出了归约算法的统一描述，以利于对归约算法的理解，从而设计适应不同应用和环境的归约算法。该描述也可 

视为可集成不同语义的归约算法框架，从而有助于设计具有新语义的归约算法。本质上，该统一描述是一个归约算法 

形式定义，有助于验证归约算法的正确性。 
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Abstract Reduction algorithms are used widely in parallel computing．There are many reduction algorithms applied to 

different situations．These reduction algorithms are different from each other．Logical topology is the key cause to make 

the differences．In order to unify the description of reduction algorithms，and uncover their common feature，a definition 

of logical topology and its properties were presented in this paper．Based on it，a unified description for reduction algo— 

rithms was proposed．The description contributes to understand reduction algorithms and thus to design efficient reduc— 

tion algorithms for different computational applications and environments．It can also be regarded as a reduction algo— 

rithmic framework for integrating different semantics and thus maybe guide to design new reduction algorithms with the 

semantics．Essentially，the unified description is a definition of reduction algorithms formally，and SO it helps to verify 

correctness of reduction algorithms． 
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1 引言 

归约操作被广泛应用于大量的并行科学应用中，尤其常 

常在影响性能的关键路径上，这使得归约算法设计成为影响 

科学应用程序性能的重要因素_1]。 

目前存在很多归约算法，它们适用于不同的情形。例如， 

对短消息，二项树(binomial tree)归约算法最佳[2 ；对长消息， 

则 Rabenseifner在文献[3]提出的归约算法更好。这些归约 

算法似乎彼此相差很大，但是它们之间差异的根源在于逻辑 

拓扑。逻辑拓扑是在一个分布操作中控制消息如何传递的机 

制_4]。逻辑拓扑思想的使用向人们揭示这样一个事实：即便 

执行一个分布操作的时间不能减少，但该操作在各处理器上 

的执行时间分布却可以改变E4]。 

尽管分布操作逻辑拓扑很重要 ，但是 目前并不存在归约 

操作逻辑拓扑的确切定义。本文给出了一个逻辑拓扑形式定 

义 ，并得到该定义的几个基本性质。在此基础上，得到一个归 

约算法的统～描述。事实上，该描述也可视为归约算法的一 

个形式定义。 
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该描述将所有树型一到多归约算法纳入到一个统一的框 

架中，这有助于对归约算法的理解 ，从而有助于设计适应不同 

应用和环境的归约算法。该描述也可看作可集成不同语义的 

归约算法框架，从而有助于设计具有新语义的归约算法。该 

描述也可视为归约算法的一个形式定义，从而有助于验证归 

约算法的正确性。 

本文第 2节给出归约算法逻辑拓扑定义及其性质；第 3 

节给出归约算法统一描述 ；第 4节给出约算法统一描述的正 

确性证明；最后进行总结。 

2 归约算法逻辑拓扑形式定义 

设进程集合P一{Po，Pl，⋯，P )，其中， 称为集聚进 

程(accumulative process)，N一{口o，d 一，12'f)是 P的一个划 

分，／>0。T是一棵有向加权树 ，其节点集合为 N，根为 o，方 

向为从叶节点到根节点，权重集合为 w，w 也称为时间步集 

合 ，它包含最小权重 0。从叶节点到根节点的每条路径上权 

重都是严格递增的。树 T中任意入度为 d的非叶节点a，存 

在一个从由 d条进入边构成的集合到 a的映射 ，该映射称 
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为 上的关联映射。 

定义后继函数 S：2 ×W—PU{*}如下： 

S(a，￡)一 ， ≠ *，当且仅当存在 Pff卢，卢∈N，aEN，e是 
一 条从a到 的边， 上的关联映射 (8)一夕，并且 e的权重 

等于t；否则 ，S(12，￡)一*。 

设进程 pEa， (户)一{e ，e2，⋯，el}，Z>l。假设树 丁中 

边 e1，e2，⋯，el的权重分别是 t1。t2，⋯，tf，并且t】<￡2<⋯< ， 

则 tl+ 称为进程 P在时间步t 的下一步，这里 1≤ ≤Z一1。 

定义 1(归约操作逻辑拓扑) 归约操作逻辑拓扑 丁’_()P 

定义为： 

T0P— U {a×{i}×{s(12， ))} 

其中，N是进程集合 P的一个划分，w 是时间步集合 ，S是后 

继函数。 

例 1 设进程集合 P一{po，p 一，P }，N={ao，12 ，122， 

12。㈣ }是 P的一个划分 ，其 中，口。一{Po}阍 一{p3，P6}，d2一 

{P ，p2}， s一{P ，Ps)， 一{P )。树 T如图 1所示。时间步 

集合 一{o，1)， 。上 的关 联映射 是 ( ao)一Po， 

(12212o)一Po，a 上 的关联 映 射 _厂口 是 (123121)一P。， 

(a a )一P6。由后继 函数 定义，可得 到后 继 函数 S为 ： 

S(a2，O)一Po，S(a】，1)一P0，S(123，0)一P3，S(124，O)=P6，对其 

它( ， >∈2 ×W，S(12， )一 *。这里 P。是集聚进程。 

图 1 树 T 

由归约操作逻辑拓扑定义，可得到下列归约操作逻辑拓 

扑： 

TOP={(Pl，0，Po)，(Pz，0，Po)，(P4，0，Pa)，(P5，0，P3>， 

(Pr，0，P6)，(P3，1，Po)，(P6，1，Po>} 

由上面逻辑拓扑 TOP，可得 ( )一{121 o，12212。}，121 。 

和 az o的权重分别是 1和 0，故 Po在时间步 0的下一步是 1。 

归约操作逻辑拓扑 TOP是 2-tree，如图 2所示。 

f=0 

i=l 

= 2 

图 2 归约操作 2-tree型逻辑拓扑 

定理 1 对任意归约逻辑拓扑 TOP以及每个非集聚进 

程P∈P，存在唯一进程 q使得在某个时间步 i∈W，有 (P，i， 

q)∈TOP。P称为q的前驱，q称为P的后继。 

证明：设 pEa， ∈N。由于 P是非集聚进程，因此 a不是 

树 丁的根 。这样 ，在树 T中必定存在唯一节点口使得存在一 

条从a到』9的边e。因此 ，在 中存在唯一进程q使得 (e)一 

q。由此可得 S( ， )一q，这里 i是树 T中边 e的权重。由归 

约操作逻辑拓扑的定义，可得到(P，i，q)ETOP。 

由上所述，可得到以下推论 。 

推论 1 集聚进程没有后继进程。 

定理 2 在归约逻辑拓扑 丁‘OP中，对集聚进程 PoEP和 

任意非集聚进程 q，存在唯一一条从 q到P。的路径 ，即唯一地 

存在进程 q ，q2，⋯， 和时间步i1， z，⋯，i + ，愚≥O使得(q， 

· ]O2 · 

il，q1)E TD．P，(q1， 2，q2)∈TOP，⋯ ，<qk， +l，Po)∈TDP。 

证明：设 qEa， E N。由于 q是非集聚进程，a不是树 T 

的根。由图论可知树 T中存在唯一从a到 a。的路径，设此路 

径为 12elt91 e2 ⋯ ⋯ ao。由关联函数的定义可知 ，在 中 

存在进程 ql， 中存在进程 qz，⋯， 中存在进程q ，a。中存 

在进程 qo，使得 ， (e1)一q “， ( )一 ， ( + )=qo， 

这里 ，⋯， ， 分别是 ，⋯， ，4o上的关联函数。再 

由后继函数定义，可得 S(a，i )一q ，S( ，i )=q ，⋯，S( ， 

+1)一g0，其 中，il，i2，⋯，i女+1分别是边 e1，e2，⋯，ek+l的权 

重 。因此，由归约逻辑拓扑定义 ，可得到 

(q，il，qx>E了DP，(ql，i2， >E m P，⋯，(qk，Z k+1，po>E 

了 )P 

3 归约算法统一描述 

设归约操作中的运算符为④，①满足交换律和结合律，即 

= z，( )④2= ( ) 

设 SEND和 RECV是一对点到点 的通信原操作。在 

SEND(msg，q)中，msg是发送消息缓冲首址 ，q是接收消息 

的目的进程。在 RECV(msg，g)中，msg接收消息缓冲首址 ， 

P是发送消息的目的进程。当在 RECV(msg，户)中 P是any
—  

souFce时，表明调用进程将接收由任意进程发送的消息。 

假设P是一个进程，它调用归约算法，P。是集聚进程。 
一 个归约算法的统一描述如图 3所示。 

input：msg held by each process and TOP 

output：A global—sum of the reduction operation 

if there exists q such that(q，i，p)ETOP then 

i—mIn{i：(q，i，p)ETOP}； 

repeat 

while there exists q such that(q，i，p)∈TOP do 

RECV(recv
—

msg，any_source)； 

／ any
_ source may not cause any error by Theorem l*／ 

msg-,--msg④ recv_msg； 

T0PI T0P {(q，i，p)}； 

end 

i+一the next time step of P at i； 

until there does not exist such time step i of P； 

end 

if p：≠p0 then 

SEND(msg，r)； 

／*There exists such process r and time step j that(P，j，r)∈TOP 

byTheorem 1 *／ 

end 

图3 归约算法统一描述 

4 归约算法统一描述的正确性 

定理 3 统一描述的归约算法不会导致死锁。 

证明：假设算法导致死锁，则在进程集合 P中存在进程 

q ，qz，⋯，％ ，m≥2，使得 qz等待 q 发送的消息，q3等待 qz 

发送的消息，⋯，q 等待 ％。根据算法，这意味着存在时间步 

tl，t2，⋯，t 使得 (吼，tl，q2)E TOP，(q2，t2，q3>∈TOP，⋯， 

(％ ，tm，q1>∈TOP，这样{q1，qz，⋯，％}中每个成员都有一个 

后继。由推论 1，它们都不是集聚进程。设 P。是集聚进程， 

根据定理 2，存在进程 q E{q ，qz，⋯，％)使得在 P一{ql。qz， 

⋯，％)中存在进程 n，r2，⋯，r2，Z≥0，以及时间步 ， z，⋯， 



J⋯ ，有( ， l，r】>∈TOP，(rl， 2，r2>∈TOP，⋯，(n，ji4-1， 

P。>∈TOP。这样，q 有两个不同的后继 r 和 qi-1(如果 < 

m)或者 n和 q (In果 =仇)，这与定理 1矛盾。 

定理 4 归约算法执行后，集聚进程持有所有进程 中的 

数据经过④运算后的结果。 

证明：运用定理 2以及④运算的交换律和结合律即可得 

到结果。 

结束语 由于造成归约算法相互不同的根本原因在于逻 

辑拓扑的不同，为了揭示归约算法的根本共性，首先形式地给 

出了归约操作逻辑拓扑的定义并得到该定义的基本性质。在 

此基础上，给出了一个归约算法的统一描述。描述将所有基 

于树型的多到一归约算法纳入到同一个框架中，这有助于人 

们对归约算法的理解，因为它提供了另一种分析归约算法的 

视角。实际上 ，该描述也是一个归约算法的形式定义。 
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(a)运行时间和变量个数的关系 (b)运行时间和坐标点个数的关系 

(c)运行时间与系统资源的关系 (d)进程数与加速比的关系 

图 7 算法性能分析 

从实验(a)、(b)可知 ，在相 同系统资源下，算法的运行时 

间与数据集中的变量个数正相关 ，与每组变量中包含的点个 

数正相关。从实验(c)可知，算法在相同数据规模时，系统资 

源越多，算法运行的时间越短，且 Map进程数的改变对算法 

运行时间的影响更明显。实验(d)显示了改进后算法的加速 

比与系统资源的关系，由图可知，在相同数据规模时并行化后 

算法的加速比与 Map进程数(并行度)呈线性增长的关系，而 

Reduce进程数则影响较弱，从而并行算法中 Map任务的并 

行度对算法性能的提升起到了主要作用 。实验 (d)中虚线部 

分表示对线性关系趋势的预测，说明了该算法具有良好的可 

扩展性，能够随着集群中并行计算单元数的增加而得到有效 

的扩展。 

结束语 鉴于 MIC算法在处理包含大量变量数据集时 

算法性能方面的不足，对其进行了基于 MapReduce模型的并 

行化，并用实验证明改进后算法具有较好的可扩展性和优良的 

加速比，同时说明了改进后算法与系统资源、数据规模的关系。 
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