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有限元网格积分算法在 MIC众核平台上的并行实现 

寇大治 孔大力 

(上海超级计算中心 上海 201203) (埃克塞特大学数学系 埃克塞特 EX4 4QF) 

摘 要 基于英特尔集成众核(Many Integrated Core，MIC)架构，将有限元网格积分算法在至强融核(Xeon Phi)协处 

理器做 了移植和性能分析。该应用全面测试 了有限元分析的核心计算过程在 MIC上的加速效果，实现了卸栽模式 

(offload)[ 下利用OpenMP在MIC上的线程并行化。计算性能测试结果显示集成众核平台可以有效地加速有限元 

网格积分算法：1)一块被充分利用的 MIC设备卡(3115A)的计算能力超过两路 16核 Intel XeonTM E5—2670 CPU；2) 

MIC并发的物理线程可能由于公共缓存访问存在竞争而降低程序的扩展性。测试结果还显示了在多CPU多 MIC平 

台上进一步移植完整的 MPI并行有限元模拟软件的可行性。这项工作有助于推动与有限元网格相关的科学和工程 

高性能计算的研究。 
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Abstract A C+ + 3-D finite-element mesh integration algorithm was implemented and profiled on a heterogeneous In— 

tel CPU／MIC architecture．By virtually programing in the offload mode[ with explicit copies，a sequence of key ele— 

ment-wise operations are fully parallelized utilizing massive concurrency of OpenM P threads on MIC devices．It is re— 

markably demonstrated that，in the sense of overall run-time efficiency，one fully employed 3115A MIC card outweighs 

two 8-core Intel XeonTM E5—2670 CPUs．However，possibly owing to cache contention among physical threads on indi— 

vidual MIC core，scalability is somehow below an ideal leve1．Current test unveils a good chance of transplanting a full fi— 

nite-element analysis code onto a multi—CPU nodes／multi—MIC devices platform based on this single-process multi— 

thread building block presented here． 

Keywords Many integrated core，Offload mode，Parallel，Multi—threads，Finite element 

1 引言 

从计算的角度来说，大规模三维有限元模拟E。]的实现包 

含两个核心过程：1)大型稀疏线性系统的并行构造 、存储与组 

装；2)大规模预条件线性方程组的高效并行求解。在两个过 

程中，都存在有限元局部与全局运算交替的现象。局部运算 

是指在网格中每个单元内部进行的小规模几何与代数数据计 

算不参与全局进程之间的通信且在单元之间彼此独立；而全 

局运算则是指在整个网格和全局线性系统层面的有关计算需 

要大量进程间的数据交换。当程序完全部署在多 CPU核心 

的同构架构中时，整个有限元网格按照并发进程数被划分为 

多个子网格，然而子网格内的局部运算一般得不到线程级别 

的再并行 ，而只能以串行方式在各个进程中运行。这种粗粒 

度的并行无法使得整个程序得到最充分的并行化；而若引进 

GPU异构架构[3“]，协处理器的工作方式造成所要求的并行 

粒度过细，导致在 CPU端产生大量的额外数据准备与 PCI-E 

数据传输开销，这对于浮点数运算中并不密集的局部运算来 

说是得不偿失的。因此，GPU主要在全局线性方程组并行求 

解的过程中提供部分加速[5]。由于 GPU的特殊硬件特性对 

编程的限制，数值计算界仍然对这种加速方式持谨慎态度。 

对于 Element-by-Element(EBE)技术_6 来说，由于不需显式 

地构造全局线性系统 ，所有代数运算都在单元内局部进行，因 

此 GPU无法发挥加速作用。Intel集成众核架构的推出使得 

我们第一次拥有了与有限元计算相适应的并行粒度层次。单 

元级别的运算可以通过 MIC平台整体实现线程并行 ，这得益 

于 MIC核对 x86指令集的兼容。无论是否采用 EBE技术， 

预期 MIC都将有助于实现最经济适用 的有 限元计算加速方 

案。本文将借助一个具有行星物理背景的有限元网格数值积 
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分应用测试 MIC众核计算平台对单元级别运算 的并行加速 

效果。 

从代码组织的角度来说，c++语言在传统科学计算领 

域内并未被广泛使用，这在很大程度上是因为科学计算程序 

往往主要重视运行效率而不像商业应用软件对接 口、封装、隔 

离和扩展的高性能要求高。然而正如面向对象编程思想伴随 

着代码规模的扩大而变得重要，在大规模高性能计算领域 ，越 

来越多的科学计算平台开始转向C++语言。在近期的工 

作E ]中，我们基于 C4-+平台实现了一个具有清晰继承层次 

和完善接口设计的有限元分析软件，本文的测试应用以该软 

件中的部分功能模块为实现基础。由于 C++有许多不同于 

c的特性 ，众核架构对充分的面向对象编程的支持程度需要 

小心地检验。这里说的“支持”不仅仅指 MIC计算平台自身 

对c++语言标准的支持，还包括整个 CPU／MIC异构架构 

对C++编程思想的支持。C++语言在 CPU／MIC异构架 

构下的行为多是标准中未定义的，Intel编译器因此拥有完全 

的决定权，这使得编译器能否完美地实现异构平台面向对象 

编程成为一个严肃的问题。例如，一般 的 C++类对象在 

MIC卸载模式下存在整体卸载困难_g]，这就会一定程度地破 

坏 C++语言的封装性。目前的 CPU／MIC混合编程还存在其 

它一些违背C++编程思想的行为，这将在下文中得到讨论。 

本文第 2节讨论必要的有限元方法基础知识；第 3节详 

细讨论代码的结构和功能；第 4节给出测试结果与性能分析； 

最后总结 目前的工作并对未来的工作进行展望。 

2 有限元网格积分 

在有限元方程组的构造、求解和后处理中，都需要用到有 

限元网格和单元上的形函数插值与高斯积分。这些运算要求 

一 系列几何与代数数据结构的准备。这个测试并不是实现完 

整的有限元求解过程，而是专注于上述插值和积分运算。我 

们选择一个引力势积分问题系统来考察众核平台对一系列典 

型的有限元计算步骤的加速性能。 

图 1 扁椭球区域有限元网格整体空间剖分 

图2 剖分网格中一个十点二阶四面体单元及单元内节点编号方式 

从几何直观的角度，图 1展示了一个扁椭球区域有限元 

网格整体空间剖分，在此例的网格中包含约 1万个四面体单 

元 ，图 2展示了剖分网格中一个十点二阶四面体单元及单元 

内节点编号方式。在扁椭球区域内的四面体有限元 网格剖 

分 ，其应用背景是与地球类似的旋转行星 扁椭球形状是旋 

转离心力与行星自身引力达到平衡时的流体静力学状态[1 。 

行星准静态的形状和内部物质分布状态可以通过对其外部引 

力场的测量得到反演[7]。在经典牛顿引力理论中，已知一个 

孤立区域 中的物质质量密度分布 p(r )，则可以计算任意场 

点 ，处的引力势： 

(r)：一Gf (1) I
r——r l 

其中，G一6．67×10 In。kg S 是万有引力常数。积分区 

域的 N单元网格剖分 一U ，其中 是第i个四面体单元 

区域 ，则引力势积分可以采用单元积分求和归约的方式计算： 

(r)一  (2) 

可以看到，每个单元内进行的积分操作是完全彼此独立 

的，整个归约过程可以被充分地并行。对单元积分而言，一般 

采用体积坐标L (i=1，2，3，4)下的二阶四点高斯积分。通过 

10个节点上的二阶插值函数： 

矗一 L (2L 一 1)， — l，2，3，4， 

5=4LlL2， 6=4L1L3，557=4L1L4， (3) 

8—4L2L3， 9— 4L2L4， 10—4L3L4 

可以将节点上的函数值 ( =1，2，3，⋯，lO)内插到高斯积分 

点上的值 ( 一1，2，3，4)。而高斯点上的Jacobi矩阵在已知 

单元节点直角坐标 ： 

『．271 

x—I勋 l 
i 

LZ10 

和高斯点上的插值函数梯度矩阵： 

D 一 

3L1 

3L2 

aL1 

aL2 

aLl 

竖 
aL2 

aL3 3L3 aL3 J 

的情况下，可以通过线性代数计算得到： 

丑  
aL1 

aL2 

亚  
aL3 

a 

aL1 

a 

3L2 

a 

aL3 

(4) 

(5) 

(6) 

这样，第 i个单元内的高斯积分过程可以写为： 

一 喜 l南  
其中， 是给定的积分权重， 是给定的高斯积分点。 

在测试中，利用了 MIC设备的并发多线程能力来并行计 

算网格中每个单元上的积分，改变了以往在 CPU进程中逐个 

计算的串行局面。所有的插值、积分和矩阵构造都是完整的 

有限元模拟中所必需的。对这些核心计算过程的移植和优化 

可以为未来的有限元计算工作提供参考。 

3 实现与分析 

程序中包含两个主要的数据抽象：一个是 网格类 (class 

Mesh)，另一个是单元类(class ElementBase和 class Element一 
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PostProcess：public ElementBase)。网格类包含与全局 网格 

有关的几何与物理数据，例如节点和单元编号、节点的坐标 、 

节点上的密度值等。这些数据通过公共接口为类对象的用户 

提供只读访问。网格类的对象将在 CPU端使用。而单元类 

是每个单元上数据与操作 的封装。单元类提供两个主要接 

口，一个是外部传入所需要的数据，用以构造单元内的相关数 

据 ；另一个是计算积分的功能接口，为类对象的用户计算场点 

r处引力势的值。单元类的对象将在 MIC端被构造并使用。 

需要指出的是，从代码设计的角度来说 ，网格类应当封装单元 

类类型的数据成员，从而使得用户(这里指 main函数)只需面 

对全局层次的接 口。但测试表 明这种封装并不适宜 CPU／ 

MIC架构。由于尚不明确的原因，MIC的数据卸载方式不能 

完全正确支持 C++类作用域内的卸载。类的数据成员无法 

在成员函数局部域内被直接卸载到 MIC设备端，因此应当避 

免将一个类作用域横跨于 CPU和 MIC两端。为此，单元类 

对象独立于网格类，通过编译选项“一offload-attribute-target= 

mic”能确保其正确地在 MIC端构造、运算。 

并行实现采用单元级别的并行方式：CPU进行全局性的 

计算、I／0等，而在 MIC上对单元级别的计算进行并行化。 

这正是体现了MIC提供的是介于MPI并行和GPU加速之 

间的并行粒度。MIC具有这样的能力，源于它对处理器核数 

与指令集复杂度的平衡兼顾 ：众核的特性使得它可以提供大 

量的并发并行能力 ；而兼容 x86处理器架构的指令集使得它 

可以像 CPU一样处理完整的复杂指令。 

4 结果与讨论 

本文测试 CPU平台的硬件环境采用了 Intel XeonTM E5— 

2670，2．6GHz处理器，属于至强 E5—2600系列，Sandy Bridge- 

E核心，制作工艺 32纳米，插槽类型为 LGA2011，核心主频 

为 2．6GHz，三级缓存容量为 20MB，工作功率为 115W，单处 

理器含八核心十六线程。计算节点为两路处理器，内存为 

DDR3＼1600MHz 8GB*8根，共计 64GB。软件环境包 括： 

SUSE Linux Enterprise Server 11(x86
— 64)操作系统，VER— 

S10N一11，PATCHLEVEL=2(kernel：3．0．13一O．27)，编译 

运行环境采用了Intel集群组件 Intel 64 Compiler XE Version 

13．0．1．117 Build 20121010。测试使用的 MIC设备硬件和软 

件相关的信息如表 1所列。 

表 l MIC软硬件信息 

Total Nn of Active Cores 

Frequency 

GDDR Technology 

GDDR Size 

GDDR Speed 

GDDR Vendor 

Ⅳ SS Version 

Flash Version 

SMC Firmware Version 

SMC Boot Loader Version 

uOS Version 

ECCM ode 

SM C HW  Revision 

57 

1．1GHz 

GDDR5 

5952MIB 

5GT／s 

Hynix 

2．1．5889—16 

2．1．O1．0385 

1．13．4570 

1．4．3581 

2．6．38．8-g9b2c036 

Enabled 

Product 300W  Active CS 

有限元计算使用了规模足够大的网格(包含 17301504个 

单元)，使得运行时机器状态变化带来的影响可以基本忽略不 

计。测试结果如表 2和图 3所示。需要指出的是，计时仅针对 

MIC上运行的代码段，不包括 CPU端的网格文件 I／O部分。 
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表 2 测试计算中不同线程数时程序的运行时长 

MIC线程数 积分计算时间(s) 
571．842 

153．714 

72．983 

31．593 

16．252 

12．552 

9．413 

9．129 

9．1O6 

8．905 

8．421 

8．385 

8．247 

7．557 

图 3 MIC上有限元积分程序的加速曲线 

可以看到，在线程数达到大约 60之前 ，加速曲线基本可 

以认为是线性的，这对应每个 MIC核上运行一个物理线程； 

而在此之后，每个核上有不止一个物理线程并发 ，加速比大大 

低于线性。 

由于在算法层面，此应用在 MIC上的并行部分可以做到 

完全并行化和均衡负载，因此我们期待可以看到优秀的扩展 

性结果。实测结果在一定程度上支持这个预期。然而，在单 

MIc核中出现多物理线程并发后，程序 的加速性能出现下 

降，这一点在其它应用的测试中也同样如此_g]。我们猜想这 

个问题是由并发线程出现缓存竞争所致 。尽管如此，当使用 

全部 228个线程后 ，最终程序的加速 比达到约 8O，积分耗时 

仅约 8s；作为比较 ，使用双路 16核 Xeon E5—2670 CPU(主频 

2．6GHz)运行相应的纯 CPU版本的应用，在 16个并发线程 

的情况下 ，耗时约 24s。可见此应用在 MIC上的加速效果是 

非常优秀的。 

我们初步对此应用的运行时性能进行了分析。结果表明 

程序的热点集中在单元引力势积分部分，这符合我们的应用 

的特点；同时，程序运行时的负载均衡性非常好，这也同样符 

合我们的预期；然而性能分析显示 ，程序运行时存在较多的 

I 1缓存未中和向量化程度不高的缺点。我们认为这仍然是 

符合本应用特点的。首先，由于有限元网格节点全局编号与 

单元 内局部编号的不一致性，访问全局节点坐标数组(Mesh 

：：Coord)时必然频繁出现不规律和大跨度的指标跳跃 ，会使 

缓存未中的情况大大增多。其次，单元 内局部计算均是小规 

模零散的算术或线性代数运算 ，不具备充分向量化的条件。 

这也正是 GPU设备无法适用此类应用的原因。从这两个角 

度来说，性能分析中指出的问题也是可以理解和接受的。造 

成该问题的原因不在于算法设计和代码编写质量，而是植根 

于问题本身的特性。 

结束语 本文讨论了有限元网格积分算法应用于 MIC 

架构上的移植与性能分析。测试结果基本符合工作的各方面 

预计。从一方面说，MIC独特的处理器架构为有限元计算方 

(下转第 62页) 
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到来时，交换机中无该流相关的转发信息而导致流表不命中 

造成的。通过分析发现，产生流表不命中的原因与交换机在 

网络中的位置有关；数据流建立开销对包延时的影响是控制 

器到沿途交换机的链路延迟及交换机间链路延迟的多元函 

数 ；是否会发生 table-miss、发生 table-miss对时延产生的影 

响与具体的网络环境配置有关。同时，网络产生的延时与以 

下因素相关：1)第一跳交换机到控制器的延时；2)控制器及交 

换机的处理能力；3)交换机在路由路径中的位置。最后 ，我们 

通过实验评估了流建立开销对传输延迟造成的影响：数据流 

的建立致使包传输延迟至少增加 2倍，对网络性能产生显著 

影响。 
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面的应用提供了十分契合的细化并行方案，且对代码修改量 

和修改难度的要求较低，最大限度地保证 了代码移植效率。 

然而在具体的技术细节方面，特别是对 C++语言的支持方 

面，Intel编译器对 CPU／MIC混合架构 尚未做到软件上的完 

美无缺。除了在原理上无法保证 C++原有的良好的封装性 

外，甚至还存在不少的漏洞。目前完整的大规模并行有限元 

模拟程序一般仅采用 MPI进程并行模型。正如引言中指 出 

的那样 ，每个进程包含的单元计算可以并且应当得到进一步 

细化的并行。当计算节点采用 CPU+MIC构型时，应当考虑 

利用 MIC设备将每个进程中的单元操作并行化。本文中的 

应用相当于多进程任务中的某一个进程与 MIC进行结合的 

测试。后续我们还将考虑将一个成熟的有限元计算流体程 

序l_6]完整地移植到大规模多CPU多MIC的硬件平台上。 
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