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摘　要　复杂网络中心性测度一直是复杂网络研究的热点,本研究重点关注利用网络邻接矩阵的函数行的和来研究

网络总体通讯性的概念.研究的重点包括矩阵指数和解析度,它们在图的路径方面具有天然的解释,研究表明,即使

在大型网络中,所提方法也可以非常快速地计算它们.此外,提出节点的通信总和作为网络连接的有效测度,能够测

算每个节点与网络的其他节点的通信程度.利用虚拟网络数据和真实数据将总体通讯性中心性度量与相关方法进行

比较,结果表明总体通讯性能够有效地作为连通性的整体指标来衡量网络上的信息流动性,具有广泛的应用前景.
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１　引言

１．１　背景

网络分析需要使用图论、线性代数、数值分析的概念.本

文列出了图论中的一些基本定义和想法.

图G＝(V,E)是一组节点(顶点)V,其中|V|＝n,边E＝
{(i,j)|i,j∈V}.如果顶点的两个边是无序的,则图是无向

的;如果两个边是有序的(边有向),则图是有向的.无向图中

的顶点的度是与节点相邻的边的数量.在有向图中,节点既

有点入度,即指向节点的边的数量,又有点出度,即从节点开

始指向边的数量.简单图是指没有循环(从节点i到自身的

边)、没有多条边和未加权边的图.在本文中,除非另有说明,

所有网络都是简单无向图.

图G中长度为k的路径是顶点v１,v２,􀆺,vk＋１的序列,当

１≤i≤k时,(vi,vi＋１)∈E.轨迹是指没有重复顶点的路径.

封闭的路径是指在同一顶点开始和结束的路径.循环是指封

闭的路径且没有重复的顶点.如果图中有任何顶点可以由任

何其他顶点到达,则称该图是连通的.

每个图可以看作是其邻接矩阵的矩阵.具有图G 网络

的邻接矩阵由下式给出:

A＝(aij)

aij＝
１, 若(i,j)是G中的一条边

０, 其他{ (１)

未加权边要求A 为二进制,无循环要求A 沿其对角线具

有零元素.如果网络是无向的,则 A 将是对称的;如果网络

是有向的,则A 通常是不对称的.在无向网络下,A 的特征

值是实数.本文以非递增的顺序标记A 的特征值:λ１,λ２,􀆺,

λn.注意,PerronＧFrobenius定理说明如果图是连通的(即 A
是不可约的),则λ１＞λ２.

１．２　相关研究综述

过去几 年 里,网 络 分 析 在 众 多 学 科 中 变 得 越 来 越 重

要[１Ｇ８].从确定网络结构和社团,到描述网络中各种元素之间

的相互作用,再到研究网络上发生的现象的动态变化(如信息

流),均使用了网络分析.

网络分析的基本问题是确定给定网络中的“最重要”元
素.节点重要性测度通常被称为节点中心性.首先,研究者



根据最简单的节点度提出了中心度测量,但由于对被考虑节

点的邻近点的连通性不起作用,这些粗略的度量方法具有过

于“局部”的缺点.考虑到网络的整体连通性,又有研究者提

出了一些更为复杂的中心性测度,包括针对有向和无向网络、
中间状态中心性以及下文讨论的其他中心性的各种类型的特

征向量中心性[３,９Ｇ１４].中心得分可用于提供网络中节点的排

名,此外还有许多不同的排名算法(大部分依赖于中心性度

量),关于排名算法的信息可参见文献[３,６,１２,１５Ｇ１９].
测量节点重要性的一个标准方法是子图中心性[２０],它基

于网络邻接矩阵A 的矩阵函数的对角元素来研究.通常使

用矩阵指数eA.虽然这种方法已经成功地解决了许多问

题[３,５,２１],但是若要获得大型网络且拥有邻接矩阵A 的eA 对

角元素的测量值,代价很大.实际上,即使使用了最佳算法,
计算矩阵函数f(A)的单个元素一般也十分耗费精力[５,２２].

近几年,在给定矩阵A(通常大且稀疏)、向量v和函数f
的情况下,为了计算向量矩阵函数的作用量,人们研究出了有

效算法,即为了在给定矩阵A(通常为大且稀疏)、向量v和函

数f 的情况下,计算向量f(A)v.其中较为重要的是矩阵指

数,针对线性常微分方程的一阶系统的初始值问题,它提供了

一种解决方法.这些基于 Lanczos,Arnoldi或其他 Krylov子

空间方法变体的算法,仅以(稀疏)矩阵向量乘积的形式接近

矩阵A,且具有 O(n)稀疏n×n矩阵A 的存储成本[２３].当

v＝１时,其所有元素的向量和等于１,向量f(A)１的第i个元

素包含的f(A)的第i行和为:

[f(A)１]i＝∑
n

j＝１
[f(A)]ij,１≤i≤n (２)

在子图中心性和通信性方面[５,２４],如果向量１被某些其

他向量(通常称为“外部重要性向量”)所替代,结论也是相同

的[１３].
网络分析中往往使用这种中心性测度.注意,对于“恒等

式函数”f(A)＝A 和A 对称(无向网络)的情况,本文使用度

中心性.在面对来自网络内部的恶意攻击时,eA 的非对角行

和已被用于社交网络分析以测量其恢复力[３].最近,eA 的行

列和已被应用于有向网络中的中心和权限的识别[１５].对于

解析函数,如:

f(A)＝(I－αA)－１ (３)
其中,I为n×n单位矩阵.对于α＞０的适当值,本文使用

Katz中心性及其变体,这也被称为α中心性,具体可参见文

献[１０,１６,２５Ｇ２７].然而,以前的研究都没有考虑如计算成

本、存储量等算法方面的问题.
为了简化无向网络,本文使用eA 或类似矩阵函数的行和

作为节点中心性的度量.

２　理论模型

２．１　对角线元素与行总和

虽然有多种函数可以选择,但网络分析中最常见的是矩

阵指数.A 是网络的邻接矩阵,节点i的子图中心性由[eA]ii
给出.节点i和节点j之间的子图通信性由[eA]ij给出(注意

在无向网络下,A 是对称的且[eA]ij＝[eA]ii).一般认为具

有相对较大子图中心性的节点在网络中更重要,且其排名比

具有较低子图中心性的节点更高.节点i和节点j之间一个

(相对)大的子图中心性表明,信息在这两个节点之间比在具

有较低通信性的节点对之间更容易流动.也即,低子图可通

信性表示两个节点交换信息较困难.网络通信性也可以根据

物理系统不同组件之间的相关性进行解释.

通过扩展eA的幂级数,可以看出使用eA的对角元素作为

网络中节点中心度度量的原因:

eA＝I＋A＋A２

２!＋A３

３!＋􀆺＋Ak

k!＋􀆺＝∑
∞

k＝０
　Ak

k! (４)

在图论中,如果A 是一个未加权边的网络的相邻矩阵,

则[Ak]ij为节点i和节点j之间的长度为k 的路径计数.因

此,[eA]ii等于节点i的子图中心性,以它来对以节点i为中

心、长度为k、惩罚因子为１/k! 的封闭路径进行计数.可以

认为,较短路径比较长路径的节点更为重要,虽然其中某些路

径“不合逻辑”(例如,路径vi→vj→vi→vj→vi 是以节点i为

中心的长度为４的封闭路径),但节点i的子图中心性提供了

一种度量方法来测算节点i在网络中离其他节点的距离.

相比之下,节点i的eA行总和由∑
n

j＝１
[eA]ij给出,由此计算

出节点i和网络中的所有节点(包括节点i)的路径,通过１/k!

惩罚因子对长度为k的路径进行加权.由于具有高通信性的

节点与网络中的其他大量节点相比很可能是一个重要的节

点,eA的第i行和可以解释为在网络中的第i个节点的总子

图通信性,还可以解释为网络中第i个节点的重要性的度量.

一个直接问题是这个中心性测度如何与网络中节点i的

子图中心性作比较.一般而言,通过总体通讯性测度得到的

排名结果与子图中心性方法得到的排名结果不同.整体沟通

能力衡量标准下所产生的排名与子图中心性度量产生的排名

不一样.两个排名结果之间的区别是:

∑
n

j＝１
[eA]ij－[eA]ii＝∑

j≠i
　∑

n

k＝１
eλkvkivkj (５)

其中,vik是与特征值λk 相关联的A 的标准化特征向量vik的

第i个元素.请注意,eA始终是正定的,并且其对角线元素通

常比非对角线元素大很多.如果eA 的对角线元素变化较大,

而其非对角线总和基本保持不变,则由两种方法产生的排名

结果将不会有太大差异.然而,这取决于A 的范围和特征向

量的元素.

虽然这看起来很困难,但通常来讲,要确定子图中心性和

总体通讯性所产生的排名之间的关系,对于某些类型的简单

图可以很容易地说明这两种测度下的排名结果相同.这些简

单图包括完整的图和循环(每个节点在两个测度下具有完全

相同的排名)、路径和星形图.具有n个节点的星图具有一个

中心节点连接到剩余n－１个没有其他边的节点.在两个排

名系统下,都是中心节点排名最高,其余节点全部排名得分相

同,这可以通过使用图论或检查星图的特征值及特征向量来

得到这一结果.

这两种测度下排名结果相同的一种情况是网络具有较大

的谱间距,本文第一(最大)和第二特征值之间的差值为λ１－

λ２,有:

[eA]ii＝eλ１v２
１i＋∑

n

k＝２
eλkv２

ki (６)

和

[eA１]i＝eλ１ (vT
１１)v１i＋∑

n

k＝２
eλk (vT

i１)vki (７)

对两个表达式除以常数eλ１ (不 影响 排 名)并 观 察,从

vT
１１＝‖v１‖１ 可以看出对于λ１≫λ２,两个排名结果主要分别

由v２
１i和‖v１‖１v１i的大小决定,因此排名结果最终由A 的主
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特征向量元素v１i决定.因此,如果差值λ１－λ２ 足够大,两个

中心性测度可以简化为特征向量中心性测度,所以可以预期

排名结果是非常相似的,这可以在具有较大谱间距的 ErdösＧ
Renyi图上进行数值实验得到证实.

２．２　网络总体通讯性

单个节点的总体通讯性能够测算每个节点与网络的其他

节点的通信程度.为了衡量整个网络中通信发生的有效性,

本文考虑使用总体通讯性的总和.对于具有邻接矩阵A 的

网络,有:

C(A)＝∑
n

i＝１
[eA１]i＝∑

n

i＝１
　∑

n

k＝１
eλk (vT

i１)vki＝１TeA１ (８)

其中,λk 是A 的第k个特征值,vik是与λk 相关的标准化特征

向量vk 的第i个元素.在这里,建议使用总网络通信性C
(A)作为网络传播信息难易度的整体度量.注意,当C(A)定
义为eA的所有元素的总和时,不需要使用eA的任何元素来计

算C(A).

将网络的总体可信性与 Estrada指数进行比较,由此得

到启发:重要图不变量定义为所有子图中心性之和:

EE(A)＝∑
n

i＝１
[eA]ii＝∑

n

i＝１
eλi ＝Tr(eA) (９)

以下命题提供了关于EE(A)的C(A)和与潜在网络相关

联的其他频谱量简单的下限和上限.

命题１　令A 为具有n个顶点的简单网络邻接矩阵.

EE(A)≤C(A)≤ne‖A‖２ (１０)

其中,‖A‖２ 表示A 的频谱范数.特别地,对于无向网络,

有:

EE(A)≤C(A)≤neλ１ (１１)

证明:下限是微小的:

EE(A)＝∑
n

i＝１
[eA]ii≤∑

n

i＝１
　∑

n

j＝１
[eA]ij＝∑

n

i＝１
[eA１]i＝C(A)(１２)

上限来自于:

C(A)＝１TeA１＝(eA１)T１＝(eA１,１) (１３)

将CauchyＧSchwarz不等式应用于二次形式(eA１,１):

|‹eA１,１›|≤‖eA１‖２‖１‖２≤‖eA‖２‖１‖２‖１‖２≤

ne‖A‖２ (１４)

对于无向网络,A 是对称的,且

λ１＝‖A‖２ (１５)

注意,在邻接矩阵A＝０的“空”图形的情况下可以获得

下限,而在完整图上达到上限,其邻接矩阵为A＝１１T－I.

命题１的界限也适用于eβA ,β＞０(β→０＋表示提高网络

环境温度).参数β可以解释为反向温度,反映对网络的外部

干扰.对于任何有邻接矩阵A 的连通图,当β→０＋时边界越

小,因为下限和上限都趋于１.

适当标准化时,可以使用C(A)来比较不同网络上信息

交换的便利性,这在通信网络的设计中可能是有用的.在下

文中,本文将计算各类网络的总体可通信性.其中一个问题

是找到合理的标准化因素.有几种可能性,将C(A)标准化

为n个节点对应于每个节点网络的平均总通信能力;类似地,

将C(A)标准化为边的数量m 与网络中每条边的平均总体通

讯性相对应.本文还注意到C(A)的最小值是n,对应于n个

节点上的空图(V＝Ø),而最大值为n２en－１－n,对应于n个节

点的完整图.

在第３节,本文选择通过节点的数量n以及边的数量m

来标准化C(A).由于本文测试中使用的网络基于C(A)/n
或C(A)/m 产生完全相同的排名,因此本文只包括前一个测

量的结果.

３　实验研究

本节对各种网络进行广泛的中心性计算,目的是将子图

中心性与总体通讯性中心性进行比较.特别地,本文旨在确

定两种中心性测度是否产生类似的排名.此外,对于两种测

度有着明显差异的网络,本文将会探究出现这种情况的原因.
研究为何一种测度优于另一种测度同样也很有意义,但却较

为困难,因为比较排名测度的客观标准并不容易得出.
为了测量使用两种测度获得的排名之间的相似性,本文

在全集合的节点和部分节点中使用Pearson相关系数法和交

点距离法.相关系数法通过使用排列顺序列表计算,交点距

离法使用子图中心性和总体通讯性值来计算.给定两个列表

x和y,两个列表之间的交点距离通过下列方式计算:令xk 和

yk 分别为x 和y 中的前k个排名项,则最上面的k个交点距

离(或交点相似度)由下式给出:

isimk(x,y)∶＝１
k ∑

k

i＝１

|xiΔyi|
２i

(１６)

其中,Δ是两个数据组之间的对称差分运算符.如果列表是

相同的,则对于所有的k,isimk(x,y)＝０;如果两个序列不相

交,则isimk＝１.本文使用cc表示两个向量排名之间的相关

系数,并且使用ccp 表示两个排名系统下的前p％节点之间的

相关系数.本文用isimp％ 表示前p％节点之间的交点距离.

３．１　虚拟数据

３．１．１　测试矩阵

测试中使用的合成实例由 Matlab中的 CONTEST工具

箱制作.测试的图包括两种类型:优先连接模型和小世界模

型.在CONTEST中,这些图和相应的邻接矩阵可以分别使

用函数pref和smallw 构建.
优先连接模型用于设置无标度分布网络以及小世界属

性[２８].在CONTEST中,使用命令pref(n,d)构建优选附件

网络,其中n是网络中的节点数,d≥１是当首次引入网络时

给予每个新节点的边数.网络通过逐个添加节点(每个具有

d条边的新节点)创建.新节点以一定概率连接到现存网络

中的节点中,这将导致无量度分布.需要注意的是,在这种结

构下,网络的最小度是d.当d≥１时,意味着网络没有悬挂

节点(１级节点),而在许多现实网络中,通常可以观察到大量

悬挂节点.CONTEST工具箱的默认值为d＝２.
在本文的实验中,测试了１≤d≤１０时,大小为n＝１０００∶

２０的网络上的d的各种值.由子图中心性排名、子图总通信

度排名之间的相关系数的平均值,可以得到d 的各种值,如
表１所列.表２列出了交叉点距离值,本文对整套排名和排

名前１０％的节点都计算了交点距离值.

表１　无标度网络cc值

d cc
１ ０．２２４
２ ０．３４３
３ ０．５１７
４ ０．９０５
５ ０．９９３
６ ０．９９９
７ ０．９９９
８ １
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表２　无标度网络交点距离值

d isim isim１０％

１ ０．１７４ ０．１９９
２ ０．０３６ ０．０３１
３ ０．００３ ０．００５
４ ２．０４e－４ ２．７９e－４
５ １．３０e－５ １．７１e－５
６ ９．８３e－７ ０
７ ４．９３e－７ ０
８ ０ ０

表１使用了 Matlab中 CONTEST工具箱的pref函数,
构建了各种参数的有１０００个节点的无标度网络;再通过使用

相关系数对其eA 对角线元素以及行总和来获得排名比较.

表中的值是具有相同参数的２０个矩阵的平均值,参数d是网

络中节点的初始度(因此是网络的最小度).而在表２中给出

了交点距离值.结果表明,随着参数d的增加,两个指标之间

的相关性增加,交点距离值快速下降.前１０％的节点的交点

距离值与完整节点集非常接近.对于足够密集的网络,这两

个测度提供了基本相同的排名,产生了接近１的相关系数和

接近０的交点距离.
本文实验中使用的第二类合成测试矩阵对应于小世界网

络模型.小世界模型已经发展为将高聚合系数应用到经典随

机图表的一种方式.为了构建这些矩阵,输入smallw(n,d,

p),其中n是网络中的节点数,节点分布在环中并且在环上

连接至最近距离为d的节点.每个节点随机选择一个网络中

的其他节点,并在两者之间以概率p添加一个通路.此过程

结束后,所有循环和重复的边均被删除.在这组实验中,网络

的大小固定在n＝１０００,当d变化时,额外通路的概率保留在

p＝０．１的缺省值.

表３　小世界网络cc值

(a)

d cc

(b)

d cc
１ ０．１７７ ２０ ０．１５６
２ ０．０８９ ３０ ０．２２２
３ ０．０３７ ４０ ０．２４０
４ ０．０３３ ５０ ０．３１０
５ ０．０３１ ６０ ０．４２６
６ ０．０４８ ７０ ０．４３１
７ ０．０３９ ８０ ０．７４７
８ ０．０４６ ９０ ０．９２６
９ ０．０３１ １００ ０．９９７
１０ ０．０５４ １１０ １．０００

表４　小世界网络交点距离值比较

(a)

d isim isim１０％

(b)

d isim isim１０％

１ ０．０１６ ０．０７２ ２０ ０．３１１ ０．７１３
２ ０．０５７ ０．１７０ ３０ ０．２３９ ０．５３５
３ ０．０８８ ０．２５３ ４０ ０．１３３ ０．３５１
４ ０．１１６ ０．３６０ ５０ ０．１１１ ０．２１４
５ ０．１５２ ０．４７８ ６０ ０．０３９ ０．１２０
６ ０．１７９ ０．６２２ ７０ ０．０１４ ０．０４１
７ ０．２１９ ０．７０８ ８０ ０．００２ ０．００７
８ ０．２４４ ０．７３２ ９０ １．７１e－４ ４．０５e－４
９ ０．２６３ ０．７０６ １００ ５．８８e－６ １．０９e－５
１０ ０．２８５ ０．７２６ １１０ ０ ０

表３使用了 Matlab中 CONTEST 工具箱的smallw 函

数,构建了各种参数的具有１０００个节点的小世界网络,再通

过使用相关系数,基于eA对角线元素以及行总和的排名对这

些节点进行比较.表中的值是有相同参数的２０多个矩阵的

均值.表４使用了 Matlab中CONTEST工具箱的smallw 函

数,构建了各种参数的具有１０００个节点的小世界网络,再通

过使用相关系数,基于eA对角线元素以及行总和的排名对这

些节点进行交点距离值的比较.表中的值是具有相同参数的

２０多个矩阵的均值.

d值测试值:所有值都满足１≤d≤１０,以及所有倍数都

是从１０到２００,并且在每个d值下,生成了２０个网络.表３
给出子图中心性排名与总体通讯性排名之间的平均相关系

数,如前文所述,相关系数在整体排名之间计算.表４中的交

点距离是在完整排名和排名靠前的１０％的节点上进行计算

的.
从结果可以看出,对于这种类型的小世界网络,只要网络

相对稀疏,两种排名测度之间的相似性会比优先依附模型弱

得多,交点距离也比较大,这进一步表明这两种测度比优先依

附模型更弱.对于某些d值,前１０％的节点的交点距离大于

０．７,这表明在两种测度下,前１０％的节点排名几乎没有一致

性.然而,随着网络越来越密集,两种测度之间的相关性变得

越来越强,交点距离值最终降低.

３．１．２　小世界网络的总体通讯性

对于低连通性(或高局部性)网络,与具有较高连通性的

网络相比,可以预期总网络通信能力较低.例如,５０００个节

点的环形网格的总网络通信能力为C(A)＝３．６９e０４,标准化

C(A)为７．４.而当使用 WattsＧStrogatz小世界模型,甚至在

格子上添加几个捷径时,该值会大大增加.如果捷径概率为

p＝０．１,则标准化总网络通信能力为９．７(输入smallw(５０００,

１,p)创建２０多个网络的平均值).若捷径的概率增加到p＝
０．２,则标准化网络通信能力将提高到１２．４.以上结果和附

加结果如表５和图１所示.

表５　环形网格和小世界环网的总网络通信性C(A)的比较

Graph numberofedges C(A) NormalizedC(A)

５０００个节点环形网格 ５０００ ３．６９e０４ ７．４
smallw(５０００,１,．１) ５４９２ ４．８３e０４ ９．７
smallw(５０００,１,．２) ６２２２ ６．２２e０４ １２．４
smallw(５０００,１,．３) ６４９５ ７．９２e０４ １５．８
smallw(５０００,１,．４) ６９９０ ９．９０e０４ １９．８
smallw(５０００,１,．５) ７４９６ １．２４e０５ ２４．８
smallw(５０００,１,．６) ７９９９ １．５３e０５ ３０．６

图１　小世界网络的总体通信性C(A)曲线图

３．１．３　使用合成数据对测试结果进行讨论

目前为止的结果可以解释如下:在(规则)环形网络中,没
有节点比其他节点更具有中心性,没有合理的中心度测度能

够(严格)对节点排序.在通过扰乱常规环形网络获得的小型

世界网络中,所有节点具有大致相同的重要性,具有额外通路

的节点(“捷径”)比其他节点稍重要一些.当d较小时,这些

捷径更重要,但子图中心分数和总体通讯性得分的变化范围

不大.因此,由子图中心性测度和总体通讯性测度得到的分
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数变化可能对节点排名产生很大影响,这导致了两种排名之

间的低相关性和相对较大的交叉点距离.当d 变得非常大

时,捷径的重要性减小,导致两组排名间扰动较小.相比之

下,在无标度的优先连接网络中,子图中心分数和总体通讯性

得分分布广泛.对于较小的d,将相应的非对角线行和加到

对角项元素也不会改变排名.

３．２　真实网络

接下来,本文研究使用了与真实数据对应的各种网络的

两种排序测度之间的相关性.本节中的网络来自各种渠道,

Zachary网络是网络分析中的一个典型示例,来自 Gleich集

团的明尼苏达州网络(Minnesota)代表了明尼苏达州的道路

网络.表６给出了相应邻接矩阵的阶数n和非零序数nnz.
这些网络表现出了各种各样的结构特性,并且共同构成了真

实世界网络中多样的样本.除了酵母PPI网络之外的所有网

络都是无向的.
表６展示了两组排名间的相关系数,包括所有节点、前

１０％的节点和前１％的节点以及邻接矩阵的两个最大特征值

λ１ 和λ２.表中“－”表示在两个排名下会产生不同的排名靠

前的节点列表,因此这种情况下不能计算相关系数.表７列

出了所有这两组排名之间的交点距离,分别为前１０％和前

１％的节点.表８列出了每个网络的标准化 Estrada索引和

标准化总网络连通性.对于只有３４个节点的Zachary网络,

cc１＝１和isim１％ ＝０表示两种排序下,排名前两位的节点顺序

相同.排名第一的对应于空手道俱乐部总裁节点３４,排名第

二的对应于教练的节点１.他们是俱乐部最有影响力的两个

成员,并相互竞争,最终俱乐部分裂成两个以二人为首的派系.

表６　基于各种现实世界网络的eA的对角线和行总和的排名比较

Graph n nnz λ１ λ２ cc cc１０ cc１

ZacharyKarateClub ３５ １５７ ６．７２７ ４．９７８ ０．４２１ － １
DrugUser ６１７ ４０２５ １８．０１１ １４．２３５ ０．０８３ ０．９７６ １
YeastPPI ２２２５ １３２１９ １９．４８７ １６．１３５ ０．１０８ － １

Pajek/Erdos９７１ ４７３ ２６２９ １６．７１１ １０．１９８ ０．５２３ １ １
Pajek/Erdos９７２ ５４８９ １４１７１ １４．４４９ １１．８８７ ０．１２２ － －
Pajek/Erdos９８２ ５８２３ １４７５１ １４．８１８ １２．００６ ０．１２８ － －
Pajek/Erdos９９２ ６１０１ １５０３１ １５．１３２ １２．０９３ ０．１４３ － －
SNAP/caＧGrQc ５２４３ ２８９８１ ４５．６１８ ３８．１２３ ０．０２１ － ０．９９５
SNAP/caＧHepTh ９８７８ ５１９７２ ３１．０３６ ２３．００５ ０．００７ － －
SNAP/asＧ７３５ ７７１７ ２６４６８ ４６．８９４ ２７．８２４ ０．９０４ ０．７７１ １

Gleich/Minnesota ２６４３ ６６０７ ３．２３２５ ３．２３１８ ０．０８７ － －

表７　基于各种现实世界网络的eA的对角线和行总和的交点距离比较

Graph isim isim１０％ isim１％

ZacharyKarateClub ０．０４４ ０．１１１ ０
DrugUser ０．１０２ ０．００２ ０
YeastPPI ０．０２５ ０．０５６ ０

Pajek/Erdos９７１ ０．００４ ０ ０
Pajek/Erdos９７２ ０．０８１ ０．０７５ ０．０４７
Pajek/Erdos９８２ ０．０７９ ０．０６５ ０．０４４
Pajek/Erdos９９２ ０．０７７ ０．０５５ ０．０３４
SNAP/caＧGrQc ０．０４３ ０．０９１ ５．４９e－４
SNAP/caＧHepTh ０．１４２ ０．３１９ ０．１３４
SNAP/asＧ７３５ １．８１e－４ ０．００１ ０

Gleich/Minnesota ０．０９６ ０．３４１ ０．７０９

表８　标准化Estrada指数EE(A)/n、各种现实世界网络的

标准化总网络连通性C(A)/n和e‖A‖２(＝eλ１)的比较

Graph
NormalizedＧ
EE(A)

NormalizedＧ
C(A) e‖A‖

２

ZacharyKarateClub ３０．６２ ６０８．７９ ８３３．８１
DrugUser １．１２e０５ １．１５e０７ ６．６３e０７
YeastPPI １．３７e０５ ３．９７e０７ ２．９０e０８

Pajek/Erdos９７１ ３．８４e０４ ４．２０e０６ １．８１e０７
Pajek/Erdos９７２ ４０８．２３ １．５３e０５ １．８８e０６
Pajek/Erdos９８２ ５３８．５８ ２．０７e０５ ２．７３e０６
Pajek/Erdos９９２ ６７８．８７ ２．５０e０５ ３．７３e０６
SNAP/caＧGrQc １．２４e１６ ８．８０e１７ ６．４７e１９
SNAP/caＧHepTh ３．０５e０９ １．０６e１１ ３．０１e１３
SNAP/asＧ７３５ ３．００e１６ ３．６４e１９ ２．３２e２０

Gleich/Minnesota ２．８６ １４．１３ ３５．３４

这些网络的相关系数之间存在很大差异.所有节点排名

之间的相关系数从 SNAP/caＧHepTh网络的０．００７变化到

SNAP/asＧ７３５网络的０．９０４.即使对于来自相似数据集的网

络,相关系数也可能存在较大差异.例如,Pajek组中的网络

都是Erdös协作网络的子集,但两组排名之间的相关性范围

在Erdos９７２网络的０．１２２和Erdos９７１网络的０．５２３之间.
对于大多数网络,相关系数(定义时)在仅考虑前１％的

节点(cc１)时有所增加,有时增加幅度很大.５个网络(ZaＧ
charyKarateClub,DrugUser,YeastPPI,Pajek/Erdos９７１和

SNAP/asＧ７３５)的前１％的节点有完全相同的排名;另一个网

络(SNAP/caＧGrQc)在顶部１％的节点上具有大于０．９的相

关系数.

交点距离值的情况类似.在所有节点中,asＧ７３５网络的

最小交 点 距 离 为 １．８１e－４,而 caＧHepTh 网 络 最 大 的 是

０．１４２.这些网络对于所有节点也分别具有最大和最小的相

关系数.对于所测试的１１个网络中的５个网络,当仅考虑前

１０％的节点时,交点距离值逐渐减少;除了明尼苏达州网络,

当仅考虑节点的前１％时,交点距离值减小.在caＧGrQc和

caＧHepTh网络上,两种排名测度之间的相似性是不同的.这

两个网络都是物理学部分的arXiv协作网络,所以直观上人

们会认为它们的表现类似.但是,两者在caＧHepTh网络上

的排名非常不同,并且在caＧGrQc网络上高度相关.caＧGrQc
网络的光谱间隔为~７．５,而caＧHepTh的光谱间隙为~８,仅
略微大一些.相对频谱间隙也是可比的.显然,仅利用光谱

间隙不能区分两种排名测度.虽然两个网络都是物理协作网

络,但两组之间存在重大结构性差异,导致两个排名系统的结

果差别很大.通过查看两个网络的度分布可以获得一些信

息.图２为两个网络的度分布.虽然caＧHepTh网络几乎是

caＧGrQc网络规模的两倍,但是网络上的最大度只有６５,而

caＧGrQc网络的最大度是８１.此外,caＧGrQc网络中节点实

现总体通讯性得分为２．７到８．５e１９(子图中心分数范围为１．５
到１．６e１８).相比之下,即使有更多的节点,caＧHepTh网络

的总体通讯性得分的范围也较小,从２．７到３．２e１３(子图中心
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分数范围从１．５到９．７e１１).由此可见,当分数受到非对角线

通信加入的扰乱时,caＧGrQc网络中范围更广的得分有利于

防止排名被改变,这可以在查看网络中的两组排名之间的交

点距离时观察到,如图３所示.总体而言,caＧGrQc网络的交

点距 离 远 小 于 caＧHepTh 网 络.另 外,kTM３４,isimk (caＧ
GrQc)＝０,表示前３４个节点的排名完全相同.相比之下,

isimk(caＧHepTh)＝０仅适用于k≤５的情况,之后交点距离

的增幅较大.

(a) (b)

图２　caＧGrQc和caＧHepTh协作网络的度分布

(a) (b)

图３　caＧGrQc和caＧHepTh协作网络的交点距离值(isimk)

在Erdös协作网络的各种实例中可以看到类似的表现.

Erdos９７１非常小,体现出这两个排名之间的高度相关性.事

实上,前１０％的节点的排名完全一样.然而,这从相关系数

的相对较低的值可以看出,在协作网络的其他情况下,排名有

所不同.交点距离值虽然不是很高,但比其他大多数网络要

高一些.Erdos９７２网络的最大子图中心性和总体通信能力

得分是所有Erdös协作子图中最小的.子图中心性最高得分

为１．１８e０５,总中心性最高得分为９．２０e０６.相比之下,在(更
小的)Erdos９７１网络中,子图中心性最高得分为１．１１e０６.在

Erdos９８２网络上,子图中心性最高得分为 １．７１e０５,在 ErＧ
dos９９２网络上为２．４７e０５.虽然 Erdos９７２网络的前５个节

点在两个排序方案下完全相同,但得分范围相对较小意味着

有可能非对角线的值增加至对角线扰乱了其他节点的排名,

导致前１％的节点之间的交点距离相对较高.

如前文所述,除非网络的频谱间隙确实很大,否则对于两

个排名方案的行为没有太大影响;SNAP/asＧ７３５产生了这组

测试的最大频谱间隙,实际上本文观察到了两个度量标准之

间的强相关性和小的交点距离.相反,对于(平面、相当规则

的)格列奇/明尼苏达网络来说,光谱间隙最小且相关性非常

弱,节点前１％的交点距离isim１％ 在０．７０９处非常高.

在测试各种网络的(标准化)总网络连通性(见表８)时可

以看出,跨网络信息共享的难易程度差异很大.一些网络如

协作网络caＧHepTh和caＧGrQc有着高标准化C(A)(分别为

８．８０e１７ 和 １．０６e１１).对 于 SNAP/asＧ７３５ 路 由 器 网 络 (C
(A)/n＝３．６４e１９)而言,该值更高.另一方面,明尼苏达公路

网络的标准化C(A)仅为１４．１３,这表明其网络连通性相对较

差,这与在宽直径、小带宽和高局域性特征的图中所预期的相

一致.

３．３　进一步讨论———在真实网络上测试结果

前文结果表明,一般来说,即使限制了对前１％的节点的

研究,甚至限制属于同一“家庭”的网络,两种中心性测度仍然

可以产生显著不同的排名.在合成网络的情况下,两组中心

值的范围更广泛,导致相应排名之间的相关性比小范围的

更强.

两种极端情况体现在SNAP/asＧ７３５和 Gleich/Minnesota
数据集上,前者表现出很大的频谱间隔值,因此(如预期的)这
两个排名之间具有很强的相关性;后者具有微小的光谱差距,

其排名的相关性非常弱.对于落于这两个极端之间的网络,
观测到的相关系数变化显著.子图中心性得分衡量了节点在

整个网络中的“连通性”,而节点i和节点j 之间的通信性评

分衡量了信息在节点i和节点j之间传播的程度.因此,节
点i的总体通讯性是信息在节点i与网络中的任何节点之间

传播的程度(包括节点i)的度量.虽然这两种测度是密切相

关的,但也并不完全相同.这一观察结果表明,两种中心性测

度反映了网络结构性质的不同.因此,除非出于其他计算上

的考虑,否则它们应该相互应用而不是彼此替代.

４　计算复杂性分析

计算(或近似)矩阵指数有各种测度.最常用的测度之一

(在 Matlab中作为expm函数实现)是 Padé近似法结合收缩

乘方法.对于一般的n×n矩阵,这需要 O(n３)算术运算和 O
(n２)存储量.

一旦计算了矩阵指数,就可以很容易地获得子图中心性

和总体通讯性排名.计算子图中心性排名不需要完整的矩阵

指数,本文方法只需要eA 的对角项.Golub等开发了有效估

计矩阵函数个体元素的测度,这些测度已经被应用于网络分

析.基于高斯正交和Lanczos算法,它们已经在 Matlab工具

箱 mmq中实现.估计每个节点的子图中心性的成本通常为

O(n),估计所有节点的子图中心性的总成本并计算子图中心

性排名,大约为 O(n２).然而,O(n)估计的系数可能相当大.

另外,与内置的 Matlab函数 expm 不同,本文使用的基于

mmq工具箱的计算子图中心性的实现方法还未优化.目前,

用于快速确定前k个节点并且仅计算该子集的确切排名的测

度已经被开发出来.
矩阵指数的单个元素对于计算总体通讯性排名并不是必

需的,只有eA 的行总和是必要的.有人提出一种使用重启

Krylov方法评估f(A)v的算法,在这种方法中,基本运算由

具有A 的矩阵向量结果表示,该方法已经在StefanGüttel的

Matlab工具箱funm_kryl中实现.

显然,相同的算法因此可以用于快速计算C(A)＝１TeA

１.尽管对于不同类型的网络来说,前因子可能会发生很大变

化,但对于许多具有实际意义的网络,成本通常为 O(n).

表９列出了各种运算所需要的时间长度,包括使用expm
直接计算矩阵指数、使用 mmq工具箱(每个节点的 Lanczos
算法进行５次迭代)估计子图中心性、使用funm_kryl工具箱

估计总体通讯性,从而估计eA１(使用非常严格的１e－１６停

止容差).一般来说,expm 的计算时间随着节点数量的增加
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而增加,但是底层图形的结构性质,如网络直径,可能对计算

时间有非常显著的影响.例如,酵母网络和明尼苏达州道路

网络具有数量大致相同的n个节点(分别为２２２４和２６４２),
但是酵母网络的矩阵指数的计算时间相比明尼苏达州道路网

络要长近２５倍.

表９　不同方法测试的eA对角线和行总和计算中心性排名的时间

(单位:s)

Graph expm mmq funm_kryl
ZacharyKarateClub ０．０６２ ０．１３８ ０．１２０

DrugUser ０．７４６ ２．４１６ ０．３６３
YeastPPI ４７．７９４ ９．３４１ ０．４０２

Pajek/Erdos９７１ ０．５４２ ２．４４７ ０．３１７
Pajek/Erdos９７２ ５７９．２１４ ３５．６７４ ０．４１０
Pajek/Erdos９８２ ６１２．９２０ ３９．２４２ ０．３９３
Pajek/Erdos９９２ ６５６．２７０ ５３．０１９ ０．３２５
SNAP/caＧGrQc ２８１．８１４ ２３．６０３ ０．４６５
SNAP/caＧHepTh ２７１０．８０２ ５８．３７７ ０．４３５
SNAP/asＧ７３５ ２０４１．４３９ ７５．６１９ ０．４９８

Gleich/Minnesota １．９５６ １０．９５５ ０．３２９

对于大多数测试网络,使用 mmq工具箱来估计子图的中

心性通常比使用expm 更快,但是具有少量节点和高直径的

网络则例外,如 ZacharyKarateClub,DrugUser,Erdos９７１和

Minnesita.
使用funm_kryl计算总体通讯性是迄今为止最快的方

法,唯一的例外是Zachary网络.原则上,这是总体通讯性优

于子图中心性明显的优势.然而,正如本文所述,这两种方法

通常排名结果相差很大,因此本文不能简单地将子图中心性

替换为总体通讯性.

５　效率提升———基于解析度的中心性测度

除了矩阵指数之外,还可将矩阵函数用于计算子图中心

性和子图通信性得分.其中最常见的是矩阵解析:
(I－αA)－１＝I＋αA＋α２A２＋􀆺＋αkAk＋􀆺

＝∑
∞

k＝０
αkAk (１７)

其中,０＜α＜１/ρ(A),ρ(A)是A 的光谱半径.
式(１７)由 Katz[１６]在２０世纪５０年代首次使用,之后被发

展成各种形式[５Ｇ６,１０Ｇ１２,２１,５０].α的界限确保了I－αA 是可逆

的,并且几何序列收敛;此外,逆是非负的.实际上,I－αA 是

一个非奇异M 矩阵.如果A 是无向网络的邻接矩阵,则:

ρ(A)＝λmax(A)＝‖A‖２ (１８)
像矩阵指数一样:

[(I－αA)－１]ii (１９)
用于计算以节点i为中心的封闭路径的数量,而:

∑
n

j＝１
[(I－αA)－１]ii (２０)

用于计算节点i和其他节点间的所有路径.然而在这种情况

下,长度为k的路径的惩罚因子为αk.使用矩阵解析度来确

定中心性排名的缺点是需要选择α的值;同样,不同的α值可

能导致不同的排名.为了达到实验的目的,本 文 选 择α＝
０．８５/λmax(A)(类似于PageRank[６]中参数的选择).

基于解决方案的总网络通信性也可被评估.当使用矩阵

指数时,基于解决方案的总网络通信性基于解决方案的 EsＧ
trada指数的上限.并且:

Cr(A)＝∑
n

i＝１
　∑

n

j＝１
[(I－αA)－１]ij (２１)

表示网络的基于分解的全面通信能力.我们可以很容易地证

明命题２与命题１相同.

命题２　 令 A 为有n 个顶点的简单无向网络的邻接

矩阵:

EEr(A)∶＝Tr[(I－αA)－１]≤Cr(A)≤ n
１－α‖A‖２

,

０＜α＜１/‖A‖２ (２２)

对于无向网络,λmax(A)＝λ１ 可以代替式(２２)的上限中的

‖A‖２.

结束语　本文已经研究了使用总体通讯性作为对网络节

点重要性进行排名的方法.与子图中心性排序一样,使用矩

阵指数的总体通讯性排名来计算从给定节点开始的路径数,

长度为k的路径的惩罚因子为１/k!.然而,它不仅计算了封

闭路径数,还计算了网络中给定节点和每个节点之间的所有

路径.如果使用矩阵解析度,则对于在一定范围内的给定参

数α,路径的权重变为αk.从各种类型的图表可以看出,两个

基于指数的排名总是相同或非常一致,例如,某些类型的简单

常规图和具有较大光谱差距的 ErdösＧRenyi随机图.但是这

些图不是现实世界复杂网络的真实模型.

一般来说,并没有简单的方法来比较两种排名方案,并确

定一种比另一种更好.然而,总体通讯性排名比子图中心性

排名(从节点i开始的所有路径以及从节点i开始的所有封

闭路径)更多地考虑了网络拓扑.尽管两种排名很相似,但通

常添加信息会在一定程度上改变节点的排名.使用总体通讯

性对节点排名主要的好处是可以使用 Krylov子空间方法极

快地估计排名,即使总体通讯性不能总是作为子图中心性更

便利的替代方法,但它仍然提供了有价值的网络信息,可以与

其他排名方法一起使用.

最后,作为连通性的整体度量以及给定网络上的信息流

动性,本文引入了一个网络的总体通讯性,即使对于非常大的

网络也可以进行快速测量.
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