
第 42卷 第 7期 
2015年 7月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．42 No．7 

July 2015 

基于稀疏约束的半监督非负矩阵分解算法 
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摘 要 矩阵分解因可以实现大规模数据处理而具有十分广泛的应用。非负矩阵分解(Nonnegative Matrix Factori— 

zation，NMF)是一种在约束矩阵元素为非负的条件下进行的分解方法。利用少量 已知样本的标注信息和大量未标注 

样本，并施加稀疏性约束，构造了一种新的算法～—基于稀疏约束的半监督非负矩阵分解算法。推导了其有效的更新 

算法，并证明了该算法的收敛性。在常见的人脸数据库上进行了验证，实验结果表明CNMFS算法相对于NMF和 

CNMF等算法具有较好的稀疏性和聚类精度。 

关键词 非负矩阵分解，半监督，稀疏约束 

中图法分类号 TP37 文献标识码 A IX)l 10．11896／j．issn．1002—137)(．2015．7．060 
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HU Xue-kao SUN Fu-ming LI Hao-j ie。 

(School of Electronic and Information Engineering，Liaoning University of Technology，Jinzhou 121001，China) 

(Scho0l of Software，Dalian University of Technology，Dalian 116300，China)。 

Abstract M atrix decomposition is widely applied in many domains since it is exploited tO process the large-scale data． 

To the best of our knowledge，nonnegative matrix factorization(NM F)is a non-negative decomposition method under 

the condition that constraint matrix elements are non-negative．By using the information provided by a few known la— 

beled examples and large number of unlabeled examples as well as imposing a certain sparseness constraint on NMF， 

this paper put forward a method called constraint nonnegative matrix faetorization with sparseness(CNMFS)．In the al- 

gorithm，an effective update approach is constructed，whose convergence is proved subsequently．Extensive experiments 

were conducted on common face databases，and the comparisons with tWO state-of-the-art algorithms including CNMF 

and NMF demonstrate that CNMFS has superiority in both sparseness and clustering． 
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1 引言 

在许多数据分析问题中，一个最基本的问题是：如何找到 
一 种合理的数据表示方法。当数据是高维数据时，矩阵分解 

显得尤为重要 。作为一种数据表示的基本工具，矩阵分解技 

术受到了越来越多的关注，它包含有多种方法，比如：PCA(主 

成分分析)、LDA(线性判别分析)、IcA(独立分量分析)、SVD 

(奇异值分解)等。这些方法通常是在一定的限制下对原始数 

据矩阵进行线性变换或分解，并且允许原始数据矩阵和分解 

结果中出现负值。然而，在大多实际情况下，负值是没有意义 

的。所以，一种新的矩阵分解方法——非负矩阵分解(Non- 

negative Matrix Factorization，NMF)L1 应运而生。非负矩阵 

分解方法通常将原始矩阵分解成左 、右两个非负矩阵。左面 

的矩阵被称为基矩阵，右面的矩阵被称为系数矩阵。因而，原 

始矩阵中的列向量可解释为基矩阵中所有列向量的加权之 

和，而权重系数即为系数矩阵。这样的向量组合具有非常直 

观的语义解释，符合人类思维中的整体由局部构成的概念[2]。 

为了提高 NMF算法的识别率和有效性 ，已经有不少人 

提出了改进算法。Cai等 3]考虑到原始数据中隐含的几何结 

构，将 NMF和流形理论相结合，提出了基于图正则化的非负 

矩阵分解(Graph Regularized Nonnegative Matrix Factoriza— 

tion，GNMF)算法 ，其利用流形学习揭示数据中内在的几何 

结构性质。但这种算法忽略了已有标签的信息，并且稀疏度 

也不是很高。HoyerE ]将 NMF应用到稀疏编码理论 中构造 

出了非负稀疏编码(Nonnegative Sparse Coding，NSC)算法 ， 

并进一步提出了一种可以较为精确控制的稀疏性 NMF算法 

(Nonnegative Matrix Faetorization with Sparseness Con- 

straints，NMFSC)，使得分解后的矩阵具有 了较好的稀疏性 。 

这不仅节省了存储空间，而且提高了运算效率；然而这种改进 

算法却并不能提高识别率。由于数据稀疏具有许多良好的特 

性 ，其已经广泛地应用在多个领域。比如 ，Sun等_5]将其应用 

在多标签图像分类中，同样取得了很好的效果。u等 6̈]在标 

准 NMF的基础上对基矩阵增加空间局部化限制后构造出了 

LNMF算法。 
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前述的标准 NMF及其改进算法都属于无监督分解方 

法，没有考虑样本的标签信息。Liu等[ 将部分标签约束强 

加到 NMF分解中，提 出了一种半监督有约束的非负矩阵分 

解(Constrained Nonnegative Matrix Factorization，CNMF)算 

法。但是，该算法由于没有施加稀疏约束，导致具有存储空间 

较大以及运算效率较低等特点。本文在 CNMF的基础之上 

增加稀疏约束，提 出了稀 疏约束 的半 监督非 负矩 阵分解 

(Constrained Nonnegative Matrix Factorization with Sparse— 

ness，CNMFS)。该方法在增加标签信息约束的同时，对分解 

结果进一步稀疏，这样既节省了存储空间，提高了运算效率， 

又得到了较高的聚类精度。本文在两个标准的人脸数据库上 

对 CNMFS进行了实验验证。 

2 约束非负矩阵分解 

2．1 非负矩阵分解 

给定 个非负样本z ，i一1，2，⋯， ，五∈R 为列 向量， 

构成矩阵x一[z ，z ，⋯， ]∈ 。NMF算法的目的就是 

寻找两个非负矩阵 U∈ 和 VER 。其 中，是≤mn／(m+ 

)，并且矩阵中的元素都为非负值。 

使 X与 L兀厂 之间的相似度最高，也就是最小化 以下 目 

标函数： 

OF— ll x—U 1l S．t．U≥O， ≥O (1) 

其中，II·l1 是 Frobenius范数。式(1)是欧氏空间的目标 

函数描述形式，也有另外一种散度描述方法 ： 

Ora．一D(X ll )一 (z l。g 一粕+(“ ) ) 

(2) 

经过推导可证明，以上两个公式是收敛的；并且可得出目 

标函数(1)的乘性迭代更新公式如下 ： 

(X ⋯  

“ 一“ 瓦 ’ 

一  (4) 一  

其中，U一[ ]， 一[ ]。在更新计算过程中，初始矩阵 

和 可以随机生成。在给定迭代的终止条件后，按照式(3) 

和式(4)交替更新，当满足终止条件时可得到最终的矩阵 

和 V。 

2．2 半监督的非负矩阵分解 

NMF算法是无监督式的矩阵分解，没有用到数据样本的 

标签信息。如果用部分样本的标签信息对 NMF算法进行约 

束，使得具有相同类别信息的样本在低维空间中投影为一个 

点，再进行识别和聚类，则会得到更好的效果[7j。 

假设 个非负样本 ( 一1，2，⋯， )来 自c类，前 z个非 

负样本为已知标签信息，剩余样本的标签信息未知。分别定 

义索引矩阵 C和标签约束矩阵A如式(5)和式(6)所示，其中 

I 是单位矩阵。 

f 1， 而 被标记为第 i类 ⋯ 

l0， 其他 

A— 0 1 (6) 
＼ 0 I —z／ ×(f+"一f) 

在 NMF目标函数中，引入标签约束矩阵A，即X≈U 一 

【，(AZ) 。其中，V—Az，z一[ l， 2，⋯，Zk]∈R。 。很 

容易得知，如果 Xi和 具有相同的标签，那么它们的加权系 

数矢量是相同的。CNMF算法中的目标函数如式(7)所示。 

OF= ll X—UZ A Il S．t．U'~／0，Z≥O (7) 

其迭代更新规则如下： 

一 —  (8) “ “ —(UZTA—TAZ) 

一 (9) 一 一(ATAZUrU)
jk 

L ) 

3 稀疏约束的半监督非负矩阵分解 

越来越多的数据呈现高维特性 ，因此数据的稀疏表示成 

为了当前的研究热点。稀疏可以理解为利用少量的元素有效 

地替代大量的数据或者向量。稀疏表示就是将一组数据分解 

为一系列基向量的线性组合。在半监督约束的非负矩阵分解 

算法的基础之上进行稀疏约束 ，就能够得到效率更高的分解， 

提高分解质量，并节省存储空间。 

综合 CNMF算法和稀疏理论，本文提出了 CNMFS。因 

为原始矩阵分解为基矩阵和系数矩阵，基矩阵反映了数据的 

特征，所以只对基矩阵稀疏化，从而获得新的最小化 目标 函 

数，见式(10)。 

0 一ll x—U_Z A lI+ l1 U Il} S．t．【，≥0， ≥O (1O) 

式中，J9∈(O，1)。利用最速下降法和迭代法 ，可以推导出最小 

化 目标函数的乘性迭代规则： 

Ov—Tr((X—uz A )(x—uz rA ) )+口ll u Il} 

一 Tr(X )一2Tr(XAZ )+Tr(UZ A AZur)+ 

l1 U 

定义拉格朗日乘子 和 分别约束“和 ，由拉格朗日 

定理得拉格朗日函数为： 

L—OF+Tr(9(ff)+Tr(击Zr) 

对上式分别求 U和 Z的偏导数并令其等于 0，得： 

一一2XAZ+2UZ A Az+ + 0 

dL
一一2ATxrU+2ATAZUTU+ 一O 

d 厶  

使用 KKT条件 9ouo—O和 如 —O，最终得到迭代的更 

新规则如下： 

一 ‰面  “ 一‰ ) 

一z (12)(ATAZ[ffU) 孙 一
jk 

lZ) 

式(1O)中的 目标函数 在迭代更新规则式(11)和式 

(12)下是收敛的。下面将证明 CNMFS目标函数的收敛性 。 

证明的过程中需要引入辅助函数和引理，具体如下 ： 

定义 1 定义 G(u，U )是 F(“)的辅助函数 ，并且满足 G 

( ， )≥F( )，G( ， )=F( )。 

引理 1 如果 G(u，z‘r)是 F(“)的辅助函数，那么在以下 

更新规则下 F(“)是非增的： 

Ut =arg rain G(“， ) (13) 

证明：很显然有 件 时函数 G(u， )取得最小值。由 

定义 1知，G(Ut ，Ut)大于等于 F(“件 )可以用不等式表示 

为： 

F(u汁 )≤_G(“件 ，Ut)≤G( ，Ut) F( ) 
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个样本，如果选取 1O 的样本，已知样本的个数为 1，这样样 

本数量太少，很难提取出共同的特征。为此 ，从每个类中任选 

两个样本。两个数据集目标函数的收敛曲线分别如图 2所示 

(是= 10)。 

(a)ORL数据集目标函数的收敛曲线 (b)PIE pose27数据集目标函数的收 

敛曲线 

图2 该算法目标函数的收敛曲线 

由图2可以看出，两个数据集的目标函数在迭代初始时 

下降非常快；随着迭代次数的增加，目标函数下降越来越缓 

慢 ，基本上在迭代 5O次以内，就 已经收敛得非常好 了。考虑 

到算法的复杂度 (程序运行时 间)，可设置最大迭代次数为 

300。 

4．3 评价指标及参数选择 

将数据分解成基矩阵和系数矩阵后 ，即可对系数矩阵进 

行聚类[8]。本文利用两个评估指标：准确率(AC)和互信息 

(MI)来验证 CNMFS算法的有效性。 

准确率(AC)用来计算聚类后的标签与原数据 自带标签 

之间的相似度，定义见式(18)。 

∑ ( ，map(1 )) 
AC=I三L—————一  (18) 

其中，8(x， )是关于 的函数 ，即如果 — ，则8(x， )一1；否 

则，8(x， )一0。map(f1)是利用 Kuhn-Munkres算法实现聚 

类标签与原标签映射的函数[g]。利用该函数可以将聚类标签 

转化为图像 自带的标签。 

互信息(MI)是用来度量两个聚类结果的相似性。给定 

两种聚类结果 C和C ，MI的定义如式(19)所示 。 

MI(C，C，)一
。∈ ，∈ 

p( ， )·log
C P罟Ci P (19) f'∈，c， ∈ ‘ L ‘ Lq 

其中，p(c )，p( )分别表示样本属于第 c 类和第 c 类的概 

率，p(c ， )表示样本同时属于第 类和第 c 类的联合概 

率。即 

MI(C， )∈Eo，max(H(C)，H(C ))] 

其中，H(C)，H(c，)分别表示聚类 C和 C 的熵。当 MI(C， 

C，) max(H(C)，H( ))时，表示聚类 C和 C 结果一致。当 

MI(C， )=0时，表示聚类 C和C 完全独立。其中，MI(C， 

C，)有一个重要的性质，即对于一种聚类值的各种排列求互信 

息值时，结果总是固定的。也就是说，互信息值与聚类值的排 

列顺序无关。本文进一步对其值按式(20)进行 了归一化处 

理 ： 

MI．(C 一 ∈[o'1] (2O) 

为了确定稀疏系数 口，分别在两个数据集上进行了实验， 

研究了 对准确率和归一化互信息值的影响，实验结果如图 

3所示。依据图 3，选择 口一O．32。 

(a)fl与准确率的关系 (b)口与归一化互信息的关系 

图 3 口与准确率及归一化互信息的关系 

本文的对比实验包括：原始数据集上进行的聚类实验；分 

别利用 NMF算法和 CNMF算法分解后 的聚类实验。对每 

个 k值都运行 1O次后取平均值作为最终的结果，这样处理所 

得实验结果更加合理，各算法在两个数据集上聚类的准确率 

见表 2和表 3，相对应的聚类准确度的曲线如图 4所示 ；聚类 

的归一化互信息见表 4和表 5，相对应的曲线如图 5所示。 

实验中的对比算法 CNMF算法与 CNMFS算法同样都是随 

机取 忌(忌一2，3，⋯，10)类进行实验。 

表 2 不同算法在 ORL数据集上聚类的准确率 AC 

表 3 不同算法在 PIE_pose27数据集上聚类的准确率 AC 

(a)ORL数据集 (b)PI pose27数据集 

图 4 聚类准确翠 

由表 2和表 3可知，NMF算法、CNMF算法和 CNMFS 

算法在两个数据集上的聚类准确率平均值相对于原始数据聚 

类有较大的改善。在 ORL数据集中，CNMFS算法比原始空 

间上的聚类准确率平均高 13．19 ，比 NMF算法平均高 
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试集上达到了 89．3 的识别准确率，置信度和几何模型的使 

用对识别性能都有一定程度的贡献。另外，所提出的压缩字 

符分类器方法效果尤为明显，压缩后字符分类器存储在外部 

存储设备上时所占用的空间和运行时在内存中所占用的存储 

空间都大幅度减小，且压缩后对识别准确率和识别速度的影 

响都不大。本文所研究的叠写识别系统在 Android平台上予 

以部署，实现了一个支持叠写中文输入功能的输入法应用，软 

件运行流畅，效果良好。 

为了使叠写识别系统有更高的识别准确率，进一步的研 

究工作可以从获取真实的叠写样本和在实现几何模型时使用 

更多有效的几何信息这两个方面来考虑。 
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实验中 ORL和 PIE—pose27的类数皆取 36。稀疏后 的 

基图像如图 6和图 7所示。由图 6和图 7可知，NMF算法的 

稀疏度较差，CNMF的稀疏度也不高，CNMFS算法的稀疏度 

最高。由此表明，CNMFS算法可以更好地得到图像 的局部 

表示。 

结束语 本文提出了稀疏约束的半监督非负矩阵分解， 

并给出了相应的迭代公式以及收敛性的证明。以流行的人脸 

数据库为实验对象 ，应用本文提出的新方法进行了实验，利用 

两个评价指标(聚类准确率和归一化互信息)来衡量所提算法 

识别精度的好坏。实验表明，算法得出了更好的识别率和聚 

类性能。进一步考察算法的稀疏度，结果显示所提出的算法 

的稀疏度最高。该算法能够得到图像的最佳局部表示，使得 

基图像具有更好的判别能力。 
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