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两类量子游走组成的非确定型量子程序的终止验证 
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摘 要 首先给 出了 和 空间中由量子游走组成的非确定型量子程序的概念，其次讨论 了它们从初态运行时在 

不同的测量算子下的可达集合、终止集合和发散集合 。研究表明：非确定型量子程序的终止、发散和可达集合、发散集 

合与选取的测量算子有密切的关系。程序在不同测量算子作用下从 同一个初态运行时可能终止，也可能发散；并且 ， 

同一个初态的可达集合中终态和发散态共存。 
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Abstract Firstly，the model of nondeterministic quantum programs constituted by quantum walks was proposed in 。 

and ．Secondly，the sets of reachable states·terminating states and diverging states of nondeterministic quantum pro— 

grams starting in initial states under different measurement operators were discussed．It shows that the termination，di— 

verging，the sets of reachable states and diverging states of nondeterrninistic quantum programs depend closely on the 

selection of measurement operators．The nondeterministic quantum programs starting in common initial states under dif— 

ferent measurement operators is possible to terminate or diverge and the terminating states and diverging states of non— 

determ inistic quantum programs coexist in the sets of reachable states starting in common initial states． 
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1 引言 及程序终止和发散的情况。 

目前，量子算法仍然处在很低水平的量子线路阶段L1]。 

正如Abramsk~幻所说的，高水平的概念化的方法对量子系统 

的设计、编程、推理是很必要 的。正如此，在过去的近 20年 

中，多种量子程序语言先后被定义和提出[1-11]。同时，一些量 

子过程代数也先后 被提 出，如 Gay和 Nagarajan_5 提 出的 

CQP代数、Lalire和 Jorrand[ ]提出的 QAlg代数、冯元等I7]提 

出的 qCCS代数 ，这些代数系统为量子通讯和并发程序建立 

了良好的模型。在经典程序中，为了验证程序的行为而不详 

细描述执行，非确定型程序提供 了一个很重要的高水平的描 

述。最近，李扬佳等I12]介绍了非确定型量子程序的 Markov 

链模型 ，给出了非确定型量子程序可达集合、终止、发散的概 

念，也给出了计算纯态可达集合、纯态终止集合的算法。 

本文简要介绍了非确定型量子程序的基本概念及其终止 

问题 ，讨论了三维 Hilbert空间 和四维 Hilbert空间 中 

由量子游走构成的确定型量子程序和非确定型量子程序在不 

同的测量算子测量下从初态运行时的可达集合和发散集合， 

2 非确定型量子程序 

本文用到的有关量子计算的基本概念见文献[1]。用D 

(H)表示 Hilbert空间 H 上所有密度算子之 集。设 PE D 

(H)，e是一个超算子，{Ei}是其运算元，则对任意的p，有 ￡ 

(p)一∑E pE 1_，且满足∑E 卞E 一I。 
’ i 。 i 

定义 1c ] 设 H是一个有限维 Hilbert空间，它也是量 

子程序的状态空间。一个非确定型量子程序是二元组 

一({￡ l 一1，⋯ ，m}，{M0。M }) 

其中，(1)e 是 H 上的超算子 ，i=1，⋯， ；(2){Mo，MI}是 H 

上的测量算子。 
一 个非确定型量子程序的一个计算是随机地选取 m个 

超算子中的一个而组成的有限或无限的计算序列 ，在整个计 

算过程中，测量算子{M0，M1)作用在每一步上 ，以决定程序 

是终止还是继续运行。假定程序有一个终止空间，在每执行 

完一步后，检查程序是否结束，这里选取“yes—no”测量 ，也就 

是说，当测量结果为0时，程序终止，此时程序状态进入一个 
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终止空间；否则，当测量结果为 1时，程序将进入下一步 ，继续 

完成保迹的超算子 e。 

程序 的执行表定义为集合 

S一{1，2，⋯，m) 一{s1 s2⋯5 ⋯I ∈{1，2，⋯，m}，忌≥0} 

程序 的有限执行表定义为集合 

Ŝ  一(1，2，⋯，m) 一 U(1，2，⋯， } 

为方便起见，用 表示空串。对任意的 -厂一s-⋯ ∈S舳， 

用 l厂I表示 ，的长度。对每一个 l厂l≤ ，，(≤ )表示 ，的头 

部 s sz⋯S ，也将 厂一S ··∈S的头部写为 

(≤ )一s1 S2⋯s ∈Ŝ 

和将尾部写为 

(>  )一 +1 +2⋯ ∈S 

为了简单表示，用 表示如下的超算子 

(p)一￡ (IVI~aM1T)，O≤ ≤m 

其中，p∈D(H)。进而，对任意的 s—s s2⋯ ∈s所，写 
—  ⋯ 一  

。

。 

特别地， (ID)一lD。设 』D∈D(H)为输入态 ，程序 按照 

执行表 s—s sz⋯∈S执行，在 n步后程序的状态为 

(≤ )(|D) 

定义 2[ 设非确定型量子程序的输人态为 p，对任意 

有限执行表 fE Sm，定义程序 在 ，内终止的概率为 
，1 ． 

￡，(1D)= fr(Mo (≤ )(P)M0十) 

如果程序按照 s—s sz⋯执行，则程序在不超过 n步终止 

的概率为 t (p)。进而，程序在有限步终止的概率为 

t (10)=limt (≤ )(1D)一∑tr(Mo (≤ )(1D)M0卞) 

明显地，tr(p)~t (10)，且 tr(p)一 (10)是程序在状态 lD运 

行执行表 s时发散的概率。 

对一个非确定型量子程序 沿着任意一个 s∈S的执行 

都是可能的。因此 ，下面给出在所有可能的执行路径上程序 

终止概率的定义。 

定义 3[ 从状态 p开始运行的非确定型量子程序 终 

止的概率定义为 

￡(1D)=inf{t (1D)l s∈S} 

下面介绍非确定型量子程序 从状态 p开始 ，沿着某一 

个执行表运行时的可达集合、终止状态集合、发散状态集合 

等概念和记号。 

定义 4[ ] (1)开始于状态 JD的非确定型量子程序 的 

可达状态集合定义为 

尺(1D)=f丁，(I口)JfE ) 

(2)对任意的lD∈D(H)，如果￡(10)一打(ID)，则称 P是程序 

的终止状态，简称为终态 。用 T表示程序 的所有终态的 

集合，即 

T一{p∈D(H)If(』D)一tr(p)) 

(3)对任意的P∈D(H)，如果对某些 5∈S，有 t (1D)=0， 

则称 p是 的发散态。用 D表示程序 的所有发散态的集 

合，即 

D一{p∈D(H)lt (ID)一O，对某些 s∈S) 

(4)用 PD表示程序 的所有发散纯态的集合，即 

PD一{l >∈HIt ( )一O，对某些 5∈S) 

等式 (10)一tr(p)被叫做非确定型量子程序 的终止条 

件。这个条件的意思为：只要程序 从状态p开始，则它一定 

会在有限步内终止且终止的概率为 1。 

由于确定型量子程序是非确定型量子程序的一种特殊情 

况 ，即在非确定型量子程序中，当优一1时，非确定型量子程 

序 就退化成一个确定型量子程序。后文中取{e f i一1，2， 

⋯ ，仇}中的￡ (i----1，2，⋯，m)分别为 。和 空间中的量子游 

走，来讨论它们分别组成的确定和非确定型量子程序在不同 

的测量算子作用下从不同的初态运行时的可达状态空间，以 

及程序的终止和发散情况。 

3 。中量子游走组成的非确定型量子程序 

这里考虑环 C3一( ，E)上的量子游走 ，其中顶点 V一{0， 

1，2}，E一 {(0，1)，(1，2)，(2，O)}。第一个量子游走 一 

({W1}，{Mo，Ml})说明如下： 

· 状态空间是具有正交基 {J >Ji∈V}的 3维 Hilbert空 

间； 

· 初态是l O>，意思是说这个游走从顶点0开始； 

· 游走的每一步由下面的酉算子给出： 

f1 1 1] 

w 一 1 1 z I √。l
1 J 

其中，叫一 ，它的意思是在每个顶点向左向右游走的概率都 

是 1，而不走的概率也为÷； 

· 终止测量被定义为 

Mo—l 2><2l， ：J3一l 2>(2I 

它的意思是在顶点2有一个吸收的界，其中 I。是 3阶单位矩 

阵。 

第二个量子游走 一({Wz}，{Mo，M1})的定义类似于 

第一个，但它的每一步由下面的酉算子描述： 

f1 1 1 1 
一  J l I √。l

1 z J 
和 组成的非确定型量子程序为 

一 ( ， }，{Mo，Ml}) 

在量子游走组成的非确定型量子程序 中，测量起到很 

重要的作用，即选取不同的测量算子，程序 从同一个初态运 

行同一个执行表所得到的可达集合可能不一样。因此 ，在下 

面的讨论中，我们分别取不同的测量算子来讨论 的可达集 

合、终止集合和发散集合。 

1)测量算子 Mo—l 2>(2l，Ml—I。～Mo 

首先，对于确定型量子程序 和 ，经计算有 

对于 ： 

lO)，l1>，l 2>∈T，PD—D， 

R(1 O>(01)一R(11)<11)一R(1 2)<21)一{l0)，l1>，l 2)} 

对于 ： 

10)，l1>，l 2>∈T，PD=D， 

R(1 O>(0I)=R(11)<11)：R(I 2)(21)一{l O)，l1>，l 2>} 

其次，对于非确定型量子程序 ( ， }，{Mo，M })， 

经计算有 

l 2>∈T，PD：{IO>，l1)) 

类似地计算可得 IO>，I 1)，J 2>的可达集合分别为： 

R(1 O>(01) 

， ， ， √2 √2 √2 
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I 2二l 二l 2±I 、 

R(11>(11) 

： {l1)’ 上二 盟  
， 

48 

【Q2=! = 2I 2 I 2±I 2二IQ 2二l 2、 

R(I 2>(21)一{I 2>} 

2)测量算子 Mo—l1)<1I，M1一I3一M0 

首先，对于确定型量子程序 和 ，经计算有 

对于 ： 

fO>，l 1>，I 2>∈ r，PD= 

R(1 O>(01)=R(11><11)一R(i 2>(21)={IO)，I1>，l 2>) 

对于 ： 

IO>，I1)，I2>∈T，PD=D 

R(10>(O1)一R(『1>(1 1)=R(I 2><2I)一{IO>，I 1)，l 2>} 

其次，对于非确 定型量子 程序 一({W ，w2)，{M ， 

M })，经计算有 

lO>，I1>，l 2)∈T，PD=D 

通过类似地计算可得lO>、I1>、1 2>的可达集合分别为： 

R(『O)<OI) 

_{l O)， 
z

， ， ， 

己 q 己 

I 2=I 2=l 2±I 2、 

R(11>(1I)={11>) 

R(I 2>(21) 

'{lz ，业  
， ， 

IQ 2±l 2=lQ 2二I 、 

通过以上分析 ，我们得出如下结论 ： 

(1)对于确定型量子程序 和 ，其 l 0>，l1>，l 2>均为 

终态，发散集合PD= ，并且上面3个初态的可达集合相同， 

即R(IO>(OI) R(『1>(11)一R(J 2><2I)一{1 0)，f1)，f 2)}均 

为计算基态的集合； 

(2)测量算子对非确定型量子程序的终止集合、发散集合 

及初态的可达集合的影响很大。在不同的测量算子下程序从 

同一个初态运行，可能终止也可能发散，如初态 l O>，I 1>。 

(3)如果测量算子取 M0=l )( I，则 R(I )<iI)一{I >}， 

= 0，1，2。 

4 中量子游走组成的非确定型量子程序 

这里考虑环 C4=( ，E)上的量子游走，其中顶点V={0， 

1，2，3}，E={(O，1)，(1，2)，(2，3)，(3，O)}。第一个量子游走 
一 ({W )，{M0，M1})说明如下： 

· 状态空间是具有正交基 {I >I i∈V)的 4维 Hilbert空 

间； 

· 初态是 1 O)，意思是说这个游走从顶点 0开始； 
· 游走的每一步由下面的酉算子给出： 

：  

46 
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1 1 0 — 1 

1 — 1 1 O 

O 1 1 O 

1 O 一 1 1 

它的意思是在每个顶点向左 向右游走的概率都是 1／3，而不 

走的概率也为 1／3。 

· 终止测量被定义为 

Mo—I 2><2I，』Ⅵ1=f —I 2>(2{ 

它的意思是在顶点 2有一个吸收的界，其中 L是 4阶单位矩 

阵。 

第二个量子游走 一({W )，{M ，Ml})的定义类似于 

第一个 ，但是它的每一步由下面的酉算子描述： 

一  

43 

1 1 0 1 

— 1 1 — 1 O 

O 1 1 — 1 

1 0 — 1 — 1 

和 组成的非确定型量子程序为 

= ( ， }，{M0，Ml}) 

1)测量算子 M0一I2>(2I，M1—14一Mo 

首先，对于确定型量子程序 和 ，经计算有 

对于 ： 

IO)，I1>，l2)，I 3)∈T，PD=D 

R(1 O>(0『)一R(J1)(11)一R(1 2>(21) 

一 R(1 3>(3I)一{l O>，l 1)，l 2>，I 3>} 

对于 ： 

IO)，I1>，I2)，I 3)∈T，PD= 

R(1 O>(0f)一R(j1>(11)=R(1 2>(2}) 

一 R(1 3)(31)一{l O>，J 1>，『2)，l 3>} 

其次，对于非确 定型量 子程序 一 ({ ， )，{M0， 

M })，经计算有 

l 2)∈T，l0)，l 1>，l 3)∈PD 

通过类似的计算可得 1 O>，11>，1 2>，1 3>的可达集合分别 

为： 

R(Io)(o (Io>， ， ，I2>} 

R(11)(1 ⋯ >， ， ， 

二l Q2±I 2±I !IQ 2二l 二l 、 
,
／-g ’ 

R(J 2>(21)一{J 2>} 

R(1 3)(3 ／I s>， ， ， ， 

，l2)) ’1 ／』 

注：R(p)中的态可能为终态 ，也可能为发散态。如 R(1O> 

(0 1)中既有终态又有发散态。 

2)测量算子 Mo—l 3)<3 J，M1一I —M0 

首先，对于确定型量子程序 和 ，经计算有 

对于 ： 

I 3)∈T，PD={l O>，l 1)，l 2)) 

对 ： 

l 3>∈T，PD={1 O>，11>，I2>) 

其次，对于非确定型量子程序 ( ， }，{／V／o，M })， 

经计算有 

I 3>∈丁，l O)，l1>，『2)∈PD 

通过类似地计算可得 l O>，l1)，I 2)，I 3>的可达集合分别 

为 ： 



R(Io><o1)：{Io>， 圭 ， ，l 2>} 
√2 √2 

ln＼上 l 0＼ 

R(11><11)={I1>， 圭 ) 
√Z 

R(1 2>(21)：{I 2>， ，==』 
，10>) 

42 42 

R(f 3><3f)={f 3>) 

通过以上分析，我们得出以下结论： 

(1)对于确定型量子程序 和 ，测量算子对程序的终 

止、发散影响很大。在不同的测量算子下，其初态可能是终 

态，也可能是发散态。如对于 ，当测量算子为 Mo— l 2>(2 

I，Ml—I4一Mo时，l 0>∈丁为终态；但当测量算子为 Mo=I 

3>(3I，Ml—j 一Mo时，I>∈PD为发散态。 

(2)测量算子对非确定型量子程序 的终止集合、发散集 

合及初态的可达集合影响也很大。在不同的测量算子下程序 

从同一个初态运行，可能终止也可能发散。如选取 Mo= 

I 2>(2l，M1一j 一Mo时，l 2>∈T为终态，I 3)∈PD为发散 

态；而选取 Mo—I 3>(3 I，M1一I4一％ 时，l 3>∈丁为终态，I 

2>∈PD为发散态。 

(3)如果选取测量算子 M0—1 )<iI，则 R(1 >< l)一{l )) 

且 J >∈T，i一0，1，2，3。 

(4)在同一个测量算子测量下，R(．D)中的态可能为终态， 

也可能为发散态。如在测量算子 M0一l 2><2 l，M 一I4一M 

下，R(1 O>(0I)中既有终态又有发散态。 

结束语 一个量子程序的可达集合就是程序从某一个初 

态运行时可以到达的状态集合 ，而程序终止是指程序从某一 

个初态运行时在某测量算子作用下其终止概率总为 1。本文 

主要讨论了三维 Hilbert空间 。和四维 Hilbert空间 中由 

量子游走构成的确定型量子程序和非确定型量子程序在不同 

的测量算子测量下从不同的初态运行时的可达集合、发散集 

合，及其终止和发散的情况。研究表明：在 。中，由量子游走 

构成的确定型量子程序在不同的测量算子作用下每个初态都 

是终态，它们的可达集合相同；在 中，由量子游走构成的确 

定型量子程序在不同的测量算子作用下并非每个初态都是终 

态 ，它们的可达集合也不相同。相对于由量子游走构成的非 

确定型量子程序而言，它们的终止、发散和可达集合、发散集 

合与选取的测量算子有密切的关系。程序在不同测量算子作 

用下从同一个初态运行时可能终止，也可能发散；同一个初态 

的可达集合中终态和发散态共存。 

对由量子通讯中常用的比特翻转、去极化、幅值阻尼、相 

位阻尼等信道构成的非确定型量子程序的终止和发散情况的 

讨论 ，我们将在另文中给出。 
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