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有向无环图的高效归约算法 
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摘 要 将一个应用程序部署到给定的片上 网络上执行时，需要将应用程序中的每一个子任务都指派给片上网络 中 

的一个节点执行。该问题一般被建模成一组子任务作为顶点的有向无环 图，任务在片上 网络上的部署过程就等同于 

一 个有向无环图的顶点向一个片上网络拓扑映射的过程。而随着应用程序和片上网络规模的增大，计算一个最优的 

映射方案是典型的难解问题。为了加速有向无环图到片上网络拓扑的映射过程，提出了有向无环图的归约算法，使归 

约后的图中的顶点数量尽可能地与给定片上网络中的节点数量相同。提 出的图归约算法可以有效地识别出所有可归 

约子图，这些可归约子图可被归约为单一顶点。新算法的适用范围从嵌套图扩展到 了任意图，并且拥有与原算法相 同 

的复杂度量级。还提 出了一种并行化的算法思想来加速可归约子图的搜索过程。 
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Abstract When deploying an application to a given network-on-chip(NoC)to execute，each task of the application 

should be assigned to a tile in the NoC seperately first．The application is generally modeled as a directed acyclic graph 

(DAG)in which tasks are repersented as vertices，and the deployment process is equivalent to mapping a DAG to the 

topology of a NoC．With the increasing scale of applications and NoCs，finding out an optimal mapping scheme is a typi— 

cal intractable problem．To accelerate the process of mapping DAGs to a given NoC system，this paper proposed an effi— 

cient reduction algorithm for DAG，so that the number of vertices in the DAG after reduction is close to the number of 

tiles in the NoC system．The proposed algorithm can effectively identify all reducible subgraph，which can be reduced to 

a single vertex．The new algorithm extends the applicable scope from nested graphs to arbitrary DAGs，with the same 

level of computational complexity compared to the original algorithm． This paper also presented a parallelized algorithm 

which can shorten the process of seraching reducible subgrapb． 

Keywords Network-on-chip(NoC)，Directed acyclic graph，Graph reduction，Reducible subgraph 

1 引言 

随着半导体工业的蓬勃发展，计算单元、逻辑控制单元、 

内存、开关，甚至路由器组成的整个处理系统(processing sys— 

tern)已经可以被集成到一个单一芯片内。目前 ，一个片上互 

联系统(on-chip interconnection system)已经能将上千个处理 

器集成在一起L1 ]。相应地，片上互联系统的复杂性也急剧 

膨胀。对于一个采用 5O纳米制造工艺的芯片来说，贯穿芯片 

的传播延迟已在 6到1O个时钟周期之间L3]。如此大的传播 

延迟导致系统维持运算单元间的计算同步异常复杂。 

作为片上互联系统的一个典型架构，片上网络(Network- 

on-Chip，NoC)~1]重于组件的高度模块化，从而实现组件的高 

度可重用性，并具有极好的可扩展性_4 ]。片上网络的常用 

结构为 mesh网络。而在 mesh网络中的每一个节点(tile)都 

由一个处理器(processor)和一个路由器(router)组成。其中， 

处理器都是通过和它直连的路由器与它的 4个邻居相连。由 

于每个处理器都能运行在各 自独立的时钟域(clock domain) 

内，而且不同的处理器可以通过和它直连的路由器进行相互 

之间的异步数据通讯，设计者可以将精力集中于提高片上网 

络的性能和扩展片上网络的功能上。当一个新应用要部署在 

一 个以 mesh为连接拓扑的片上网络系统运行时，它需要先 

将自身包含的子任务(task)映射到片上网络中的节点上才能 
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开始执行。将一个任务映射到一个片上网络系统的过程一般 

分成两步完成。首先，任务要被细分成一组相互存在通讯的 

子任务，这些子任务和相互之间的通讯一般被建模成一个有 

向无环图(directed acyclic graph，DAG)。接下来，每一个子 

任务 ，即有向无环图中的顶点(vertex)被一一指派到 mesh网 

络中的节点上，再根据有向无环图的依赖关系有序调度执行。 

如果应用程序中的子任务被指派到片上网络中的固定节 

点，且在应用程序的整个执行过程中都不再变化，那么这种映 

射过程称为静态映射。而如果在程序开始运行以后，程序中 

的子任务仍然可以从片上网络中的一个节点被改派到另一个 

节点去执行，那么这种映射过程就称为动态映射，其运算过程 

贯穿整个应用程序执行周期。显然，动态映射可以给应用程 

序带来更好的运行性能，但同时也更复杂和困难。由于映射 

质量的好坏对程序的运行性能有极大的影响，已经有大量的 

研究着力于解决动态和静态映射问题。为了获得一个能源消 

耗最少且整个程序执行时间最短的最优映射 ，整个程序需要 

被划分成一组不能被继续划分的原子任务(atomic task)。而 

即使是相对简单的静态映射过程，在将一个包含P个原子任 

务的应用程序映射到一个基于m× 个节点的 mesh网络时， 

其可行解也有(mn)p个。面对如此巨大的解空间，要找到一 

个最优静态映射是非常耗时的。另外，由于不同应用程序间 

的运行逻辑、所执行的任务都全然不同，使得不同应用程序在 

同一片上网络的映射方案是完全异构的，任何两个映射方案 

间几乎没有可重用之处。在对映射方案质量与映射方案求解 

时间这两者权衡之后，大部分研究者选择在合理的时间内，利 

用遗传算法[ ]、分支定界算法_8 ]、整数规划的算法[10]或启 

发式算法[11]找到一个近似最优的映射方案。 

除了在映射过程的第二步，通过降低所求问题的解的质 

量来减少寻找一个可行解的时间，通过合理减少应用程序对 

应的有向无环图中顶点的数量，即归约有向无环图，从而缩小 

解空间，也是一个加速寻找可行映射方案的途径。但是，有向 

无环图中的顶点数量并不是可以随意削减的，如果将一个子 

图归约成一个顶点时破坏了原图中节点间的依赖关系，进而 

破坏了程序的有序执行，将得不偿失。之前的研究者在类似 

问题上做了大量探索，但都有各自的局限[12q6]，而文献D71提 

出了一个能以灵活的粒度(flexible granularity)归约有向无环 

图的方法，该方法在文中用于解决硬件／软件划分问题。但 

是，该方法只能用于有严格层次关系的有向无环图，称之为嵌 

套图(nested graph)，且该算法的时间复杂度达到了 O(n。)。 

本文提出了一种新的有向无环图的归约方法 ，该方法适用于 

任意的有向无环图，而且该方法的时间复杂度不高于文献 

[173的方法。 

本文第 2节介绍所研究问题的相关背景以及基本定义； 

第 3节分析了有向无环图中可归约子图的一些性质；第 4节 

给出所提出的在有向无环图中寻找所有可归约子图的算法的 

描述 ；第 5节对 3种算法做了实验 比较和分析；最后总结全 

文。 

2 问题背景及基本定义 

在一个应用程序中，任意两个子任务间的依赖关系是固 

定的，且只能由一方指向另一方。另外，如果应用程序中的多 

个子任务间的依赖关系构成了一个环，那么这些任务会一直 

循环执行，不会停止 ，相应地 ，这种情况会使得应用程序的执 

行无法停止。这显然既不利于片上网络的基础设施被多个应 

用程序所复用，也不符合一个应用程序会在一段有限的时间 

内停止执行的有限性约束。所以一个应用程序中的子任务不 

可能构成环。 

在本文中，沿用之前的假设，将一个应用程序建模成一个 

有向无环图E18-23]。其中，有向无环图的顶点代表应用程序中 

的子任务 ，而有向无环图中的边用来指示子任务间的依赖关 

系。显然，有向无环图中没有重边，即任意两个子任务间不会 

有多重依赖关系。如果有，多重依赖关系也可以合并成一个 

依赖关系。 

给定有向无环图 G(V，E)，其中 表示图中的顶点集合 ， 

lVl— ，每个顶点表示对应的应用程序 中的一个子任务；E 

表示图中有向边的集合，l EI—m，有向边的存在表示两个顶 

点所代表的子任务间有数据通讯。令 V一{t。，t ”， 一 }，即 

每个顶点可以用 t 表示，那么，有向边可以用(t ，ti)(O<i， 

< )表示 ，其中 t 被称作有向边( ， f)的头顶点 (head)， ， 

被称作有向边( ，岛)的尾顶点(tail)。另外，有向边( ， )象 

征了顶点 所代表的子任务只有在顶点t 所代表的子任务 

完成后才能开始执行。也就是说，t 是tf的前驱顶点(prede— 

cessor)，记作 t{∈pred(tj)，而 tj是 t 的后继顶点 (succes— 

sor)，记作 ，∈succ(t )。 

如果有向无环图中的顶点没有前驱顶点，只有后继顶点， 

那么该顶点就称作入 口顶点 (entry)。而如果图中的顶点只 

有前驱顶点，没有后继顶点，那么该顶点就称作出口顶点(ex— 

it)。本文所研究的有向无环图只有一个入 口顶点和一个出 

口顶点，这是因为，在一个应用程序开始执行时，如果存在几 

个子任务可以没有约束地同时执行。那么，总存在一个子任 

务负责将该应用程序引导激活，这个子任务只可能有一个，这 

样的子任务在应用程序对应的有向无环图中会被建模成入口 

顶点。同样，在应用程序中，总有一个子任务负责在其余的子 

任务都执行完毕后通知系统终结该应用程序，释放其所 占用 

的资源，这样的子任务在应用程序对应的有向无环图中会被 

建模成出口顶点。除了人 口顶点和出口顶点对应的应用程序 

中第一个和最后一个执行的子任务 ，其余的子任务必然会被 

其前驱任务激活执行 ，在执行完毕后再激活其后继任务执行， 

否则该子任务在应用程序中是无意义的。也就是说，在应用 

程序对应的有向无环图中，没有任何顶点是孤立的，而且除了 

入 口顶点和出口顶点，其余顶点都至少有一个前驱顶点和一 

个后继顶点。 

如果一个有向无环图是可归约的(见图 1(b)，(c))，那么 

将其 中的一个可归约子图归约成一个顶点时，任何两个顶点 

间的依赖关系依然保持不变。因此 ，一个可归约的有向无环 

图可以被一个更小规模的有向无环图表示而不破坏原图中各 

个顶点间的依赖关系，这就可以在将应用程序映射到片上网 

络时，在不降低映射方案解质量的同时，减少获取最优映射方 

案的时间。 
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(a)不可归约的有向无环图 (b)可归约的有向无环图 

(c)嵌套图 

图 1 

定义 1(可归约性) 一个有向无环图G(V，E)是可归约 

的当且仅当存在一个子图 G，( ，E，)( ， E)只有一 

个入 口顶点 和一个出口顶点7J ，而且其有向边的集合 包 

含了由其顶点的集合 导出的所有有向边，除了以让为头顶 

点和以 为尾顶点的有向边 。这样的一个子图 G，( ， )就 

被称为是一个可归约子图。 

换句话说，如果一个有向无环图包含 了至少一个可归约 

子图，那么该有向无环图就是可归约的。由于可归约子图也 

可以由它的入口顶点 72i和出口顶点 ，唯一地确定 ，因此可 

归约子图也可以被表示成如< ， ，>的形式。 

为了加速从有向无环图到片上网络的映射过程，本文将 

研究如下问题：给定一个只有一个入口顶点和一个出口顶点 

的有向无环图，找出其所包含的所有可归约子图。这些可归 

约子图在原有向无环图被归约时，都可能被替换成一个顶点， 

以达到归约图中顶点的目的。根据以mesh拓扑结构为基础 

的片上网络中节点的数 目，归约应用程序所包含的原子任务 

组成有 向无环图时，一些包含较少顶点数的可归约子图会首 

先被归约，如此循环执行直到有向无环图中顶点的数量不会 

远大于片上网络中节点的数量，以使给定的有向无环图可以 

在合理的时间内被映射到片上网络中。 

3 可归约子图的特性 

本节将研究可归约子图的一些特性，利用这些特性，可以 

在一个有向无环图中高效地查找其所包含的可归约子图。假 

设有向无环图中的每个顶点都会产生一条消息(message)，而 

且所有顶点都会按照如下规则传递 自身产生的或从其前驱顶 

点接收到的消息 ：一个顶点总是可以将 自己产生的消息或从 

其前驱顶点接收到的消息发送给它的所有后继顶点，如果一 

个顶点有 k个后继顶点，那么它会将要传输的消息平均分成 

k份，然后将每一份分割后 的消息传递给一个后继顶点。如 

果有向无环图按照如上的规则产生或传递消息，那么就可以 

得到如下的一些结论。 

引理 1 在有向无环图 G(V，E)中，如果顶点 tj(ti∈V) 

只有一个前驱顶点 t ( EV)，而且顶点 t 也只有一个后继顶 

点t，，那么由顶点 t 、ti与有向边(☆，tj)所组成的子图 G，是有 

向无环图G的一个可归约子图。 

证明：如图 1(b)所示，t6是 ts唯一的后继顶点，ts是 ts 

唯一的前驱顶点。在由顶点 ts、te和有向边 ( ，ts)组成的子 
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图中，t。是子图的入口顶点 ，t6是子图的出 口顶点，子图中的 

入口顶点和出口顶点都只有一个，有向边( 。，ts)是顶点 t。和 

ts能够导出的唯一一条有向边。根据定义 1，显然该子 图是 

一 个可归约子图。证毕。 

由引理 1可得 ，只要有向无环图中的所有顶点都按照之 

前给出的规则传递消息，那么很显然在一个可归约子图的人 

口顶点所产生的消息会被同一图中的出口顶点完整地收到 ， 

而不是只收到整个消息中的一部分。由此 ，可以得到如下的 

定理。 

定理 1 有向无环图中的一个子图 G 是可归约的当且仅 

当子图G 的出口顶点 t 可以接收到产生 自子 图G 的人 口顶 

点 tJ的完整消息，而且出口顶点 t 所能够接收到的产生 自子 

图G 外部顶点的消息的量(完整的或部分的消息)，与入 口顶 

点 tj所能接收到的消息的量相同。 

证明：根据定义 1，在一个可归约子图中，只有出口顶点 

没有后继顶点，考虑到可归约子图中的内部顶点都有至少一 

个前驱顶点和后继顶点，因此，出口顶点可以接收到产生于可 

归约子图中所有其余顶点的完整消息。当然 ，出口顶点也能 

够接收到产生 自入口顶点的完整消息。考虑到除了入 口顶 

点，G，中的顶点不可能是任何 G 的外部顶点的后继顶点 ，所 

以G，的内部顶点接收到的产生于外部顶点的消息全都是源 

自于入口顶点。既然出口顶点能够接收到产生于可归约子图 

G，中所有其余顶点的完整消息，它也能接收到 中所有其余 

顶点所接收到的所有消息，故出口顶点所能接收到的产生于 

G，以外顶点的消息的量(完整的或部分的消息)应该与入口顶 

点所能接收到的量完全一致。证毕。 

定理 2 两个可归约子图G( ，E)和 G(Yj，E)(1Vi I> 

I l，lE l> }EJ J)不可能有共同的人 口顶点或出口顶点，除 

非 Gi( ，E)完全包含 G，(Yj，Ej)，即 ， 且 E， E。另 

外，G( ，E)还要在将可归约子图G，(Yj，EI)替换成一个顶 

点后仍然是一个可归约子图。 

证明：假设一个有向无环图的子图G(Vi，Ei)和 GJ(Vj， 

Es)( ，EJ E)是两个可归约子图，它们有共同的人 口 

顶点 t ，而它们的出口顶点分别是 和t 。根据定理 1，t 和 

t 都能收到产生自t 的完整消息。由于 且t ∈V，，ty 

所接收到的发 自t 的消息全部都是由 负责转发的，更进一 

步，所有发 自顶点 和t 间顶点的消息也都是经过 才发 

送给t 的。显然，以 为人 口顶点，￡ 为出 口顶点 的子 图 

( ，ty)也是 一 个 可归 约 子 图。也 就是 说，可 归约 子 图 

G ( ，Ej)的出口顶点和<tx， >的入 口顶点重合 ，其重合顶 

点为 。将可归约子图G，(Yj，E )用顶点 代替，原可归约 

子图 G(Vi，E)就变成了子图( ，t )，其仍然是一个可归约 

子图。 

若有向无环图的子图G( ，E)和 (V ，E )(V， ， 

EJ E)是两个可归约 子图，它们有共 同的 出 口顶 点 t ， 

G(V ，E)的出口顶点是 ， (Vj，E，)的出口顶点是 t ，那么 

根据定理 1，t 可以接收到产生于 t 和 t 的完整消息。如果 

一 些产生 自 tx的消息没有 通过 t 就到达 了 t ，那么子图 

G(yj，E『)就不是一个可归约子图，因为除了子图的人 口顶 



点 和出口顶点 t ，其他内部顶点导出的有向边或某些以出 

I：1顶点 为尾顶点的有向边没有被包括在有向边集合 V 

内，使得产生 自顶点 的消息可以不经过入 口顶点 t 到达出 

口顶点 t 。 

另外，假设子图 G(Vi，Ei)不包含子图 G (V，，E )。那 

么，若 t一是子图 G( ，Ei)和 GJ(vj，EI)的入口顶点，即 t ∈ 

n ，那么两个子图的出121顶点均不可能收到产生 自t 的 

完整消息，也就说明了两个子图 G(Vi，E)和 G，(Vj，E)都不 

是可归约子图。同样，若 t 是子图G (Vi，E)和 G (Vf，E) 

的共同的出口顶点，即 t ∈ NV 。虽然 能够接收到产生 

自两个子图不同入口顶点的完整消息 ，但是任何一个子图都 

不包含其一个可归约子图按定义应该包含的所有有向边。所 

以这种条件下的两个子图G( ，E)和 G( ，E,-)都不是可 

归约子图。 

综上可知，定理成立。证毕。 

根据本节中这些对可归约子图特性的了解 ，本文提出了 

在有向无环图中搜索可归约子图的通用算法。 

4 搜索可归约子图的算法 

令<Vi， >表示入口为 Vi、出口为 t々 的可归约子图。根据 

上一节对可归约子图特性的分析，可以看出存在一种递归结 

构：如果两个可归约子图(Vi，口 )和( ， >的出口顶点和人 口 

顶点重合，那么子图<Vi， )也是一个可归约子图。因此，以 

有向无环图中的每一个顶点作为一个可归约子图的入 口顶 

点 ，找出以该顶点为人 口顶点的最小可归约子图，所有这样找 

出的可归约子图均为该有向无环图中的不可进一步分割的原 

子级可归约子图，以这些可归约子图为基础，根据之前发现的 

可归约子图的递归结构 ，就可以组合出原有向无环图中的所 

有可归约子图。因此 ，本文提出的可归约子图搜索算法只要 

找出所有原子级的可归约子图，其他可归约子图就自然而然 

得到了。在将初始的有向无环图向片上网络映射时，可以根 

据需要将找出的所有可归约子图选择归约成单个顶点。 

本文提出的算法分为串行算法和并行算法两种，均可用 

于在任意给定的应用程序对应有向无环图中搜索所有的可归 

约子图。文献[17]中提出算法只适用于嵌套图的可归约子图 

的搜索。与其不同，本文提出的算法对可归约子图的搜索扩 

展到了任意图上，并没有增加算法的计算复杂度，且提出的并 

行算法加速了可归约子图的搜索。 

4．1 串行算法 

· 算法思想 

在搜索可归约子图的串行算法中，使用信息传递矩阵M 

来记录每个顶点所产生的一份消息被哪些顶点接收到，以及 

所接收消息的完整程度。在矩阵M 中，M [ ][ ]代表由顶 

点 产生的消息是否能被t 接收到，如果能，其接收到的消 

息的完整程度如何。如果M EtAIts]的值为 0，则意味着 

不能接受到t 产生的消息，如果M [tAEt~]的值为1，那么 

能够接受到产生 自t 的完整消息，意味着子图(ty，t )可能是 

一 个可归约子图，另外需要说明，由于在串行算法中只查找原 

子级的、不可能进一步分割 的可归约子 图。因此 当 M[t ] 

[ ]的值为1时， 不再继续将其所收到的产生于t 的消息 

向t 的后继顶点转发。这样 ，根据定理 1和定理 2，( ， >如 

果不是一个可归约子图，那么就不存在以 ￡ 为入口顶点的可 

归约子图。另外，若 M[ ][n+1]的值不为 0，则意味着 

<￡Ⅵ ][ 1]，tx>是一个可归约子图。 

算法以有向无环图的一个拓扑排序(topology order)的 

顺序逐个遍历有向无环图中的所有顶点。对于每一个顶点 

ti，算法都先识别该顶点拥有多少个后继顶点。如果只有一 

个后继顶点，那么很可能 t 与其后继顶点可以构成一个引理 

1中所述的可归约子图。故算法检查该后继顶点是否只有一 

个前驱顶点，如果只有一个，可以判定这两个顶点能够构成一 

个可归约子图；如果不止一个，则肯定构不成一个可归约子 

图。接着 ，串行算法将 ti能接收到的来 自其前驱顶点的消息 

向其后继顶点转发，即检查消息传递矩阵的 t 行的 t 列到 

一

1列各项是否不为0，如果表项MEt ][ ](1≤ ≤lz)不为0， 

且不为 1，就将该值平均分割，然后添加到顶点 t 的各个后继 

顶点行的t 列的表项内。最后，顶点自己产生一份消息，其 

值为 1，也将 1平均分割，然后添加到顶点 的各个后继顶点 

列的t 行表项内。这样，串行算法在一个顶点 t 上的操作都 

执行完毕，继续对下一个顶点执行相同的操作。在串行算法 

遍历了所有的顶点后，将检查消息传递矩阵的每一行是否有 

值为 1的表项，选取其中最靠近有向无环图入口顶点的顶点 

，通过比较两个顶点所能接收到的产生于子图( ，t >以外 

的顶点的消息的量是否相同来判断子图(￡ ，t )是否是一个可 

归约子图。如果是，就将值 Y填充到MEt ][ +1]内。 

· 算法形式化描述 

算法 1 串行算法 

输入：有向无环图 G(V，E) 

输出：nX(n+1)的消息传递矩阵M 

1．／／用每个顶点能接收到消息的数量填充消息传递矩阵 M 

2．for each vertex ti in G(V。E)by topology order do 

3． d=l suce(t。)I； 

4． ／／如果 ti只有一个后继顶点，ti和其后继顶点 succ(t。)也许能构 

造一个可归约子图 

5． if d一 一 1 then 

6． if{pred(succ(ti))J==1 then M ~succ(t．)][n+1]一i； 

7． ／／(ti，suec(ti))不是可归约子图，令 M Esucc(t．)lEt。]的值在矩 

阵填充完时不为 1 

8． else M[succ(t。)XtI]一一1； 

9． end if 

1O． ／／将 t。接收到的消息传给它的后继顶点 

11． for eachtiwherej<i do 

12． if M I-tilet，]<1 then 

13． for each tk where tk∈succ(ti)do 

14． M [tk]Eti]+一M It．1et．I／d； 

15． ／／如果 k能接收到产生 自t 的完整消息，那么(t．，tk)可 

能是可归约子图 

／／如果 k此时能收到其他顶点的完整消息，则距离 tk 

最远的顶点才有可能与 tk构成可归约子图 

16． if M I-tk]l-tJ]=一1 and(M [ k][n+1]一一0 OrM Etk] 

[n+1]>j)then M Itk][nH-1]=j； 

· 8】 · 



17． endfor 

18． endif 

19． endfor 

2O．／／ti将 自己产生的一份消息平均切割发送给其后继顶点 succ(ti) 

21． for each vertex tk where tk∈succ(ti)do 

22． M[tk]Et。]+=l／d； 

23． endfor 

24．endfor 

25．／／如果 M [t ][n+1]的值不为 0，通过比较两个顶点接收到的外 

部消息的数量来检查是否存在可归约子图 

26．for each vertex ti in G(V，E)by topology order do 

27。 if M Iti][n+1]!一1 and M I-t ][n十1]!=O then 

28． for each tj in O(V，E)not in<tM[till +1]，ti)do 

29． if M I-M[t_][n+1]][t_]!一O and M Iti-i[：ti~!=M[M Iti] 

I-n+1T][-tj]then 

30． MEti][n十1]=0；break； 

31． endif 

32． end  for 

33． endif 

34．end for 

· 算法分析 

根据引理 1，只有由两个顶点组成的可归约子图可以在 

填充消息传递矩阵的过程中就被识别出来。由于在填充消息 

传递矩阵时遍历顶点的顺序是有向无环图中顶点的一个拓扑 

排序，因此每个顶点在开始传递消息给其后继顶点时，已经接 

收完了该顶点能够接收到的所有消息。一个顶点也就能在向 

其后继顶点开始传递消息前判断接收到的产生于哪些顶点的 

消息是完整的，不需要向后继顶点继续传输产生自这些顶点 

的消息。如果一个顶点 收到了产生于多个顶点的消息，根 

据定理 2，两个不可再分的可归约子 图的出口顶点不可能重 

合，所以在所有的子图中，只有距离 最远的顶点t 才可能 

与t 构成一个可归约子图。为了更进一步确认该子图<t ， 

>是否是可归约子图，利用定理 1，对比人口顶点和出口顶点 

接收到的产生 自子图外部顶点(即那些不能接收到人 口顶点 

消息的顶点)的消息。如果入口顶点和出口顶点接收到的产 

生于子图外部的顶点的消息的量完全一致，那么就可以确定 

该子图是一个可归约子图。表 1所列是串行算法在图 1(b) 

上执行后得到的消息传递矩阵，为方便查看，所有值为0的表 

项都未显示。 

表 1 消息传递矩阵 

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 入 口 

可以看到，顶点 t 最多可以接收产生于 i一1个顶点的消 

息，最多有n— 个后继顶点，因此，该串行算法的时间复杂度 

是 o( 。)。 

4．2 并行算法 

· 算法思想 
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实际上，有向无环图中下一个顶点不必在前一个顶点发 

送完全部产生于其它顶点和自身的消息后，才能开始运行，所 

有顶点都可以同时接收和发送消息而不干扰其他节点的操 

作。而且各个顶点在接收完所有能够接收到的消息后，可以 

各 自独立判断自身是否是一个可归约子图的出口顶点，从而 

找出所有的原子级可归约子图。 

在本文提出的并行算法 中，每个顶点都是用一个消息记 

录表 Tab记录 自身都能接收到产生于哪些顶点的消息，以及 

其消息完整程度如何。在消息记录表中，表项 Tab It ]表示 

自身顶点接收到 的产生于顶点 t 的消息的完整程度。图 1 

(c)中顶点 tz和 ts的消息记录表如表 2所列 。在顶点间传递 

消息时，实际上是传递了一个元组 ( ，va1)，它表示所传递 

的消息产生于顶点 ，其消息的完整程度是 val。当顶点 t 

从它的前驱顶点接收到一个元组 ( ，va1)，顶点 t 将更新 自 

身的消息记录表，将表项 Tab[tj]现有的值和val相加，再存 

回表项 Tab[ ]，并在转发给k个后继顶点之前，将表项中的 

val更新为vaZ／k，再将元组传递给所有 k个后继顶点。与串 

行算法相同，如果表项的值为 1，该元组不会被顶点 t。转发给 

自身的后继顶点，所以后继顶 点的消息记录表中表项 

Tab[ ]的值永远不可能为1。如果顶点t 的前驱顶点集合 

为空，意味着 t 已经接收完了所有能够接收到的消息，顶点 t 

会把自身从所有后继顶点中的前驱集合里删去，并开始检查 

自身的消息记录表中是否有表项的值为1，如果有，就用与串 

行算法相同的逻辑判断 t 自身是否是一个原子级可归约子 

图的出口顶点，进而探测出有向无环图中所有的原子级可归 

约子图。除了有向无环图的人 口顶点 t 因为没有前驱顶点 

不需要转发其他顶点的消息外，其余顶点既转发其他顶点消 

息，自身也要产生消息并发送。在表 2中，ts能接收到产生于 

t ，t ，t 的完整消息，而 t 是其中距离入 口顶点的最近的顶 

点，且 t 与 t 能接收到的产生于子图(t2，ts>以外的顶点 t 的 

消息的量相同，所以子图< z，t。>是一个可归约子图。 

表 2 顶点 t2和 t5的消息记录表 

· 算法形式化描述 

算法 2 并行算法 

输入：有向无环图 G(V，E)，每个顶点的消息记录表 Tab 

输出：每个顶点的消息记录表 Tab 

1．／／每个顶点 t．并行地用能接收到消息的数量填充各 自的消息记录 

表 Tab 

2．fori一 1 tO n par-do 

3．Begin： 

4． d—l succ(t；)l； 

5． f0r each tj where tj∈succ(ti)do tuple(ti，l／d)tO ti； 

6． repeat 

7． ／／尝试从前驱顶点接收元组 

8． if receives a tuple( k，va1)from th then Tab[tk]=TabEtk k]+ 

val； 

9． if Tab[ k]!=1 then 



10． for each tl where t ∈succ(ti)do tuple(tk，val／d)tO ti； 

11． endif 

12． endif 

13． until pred(ti)is null 

14． for each t．where tj∈succ(t1)do remove ti from pred(ti)； 

15． if Tah[t1]一=1 then Tab[n+1]一1； 

16． for each vertex tx in G(V，E)by topology order except tl and ti 

do 

17． if Tab[t ]一=1 then 

18． for each vertex tv not in<tx，ti>by topology order do 

19． if Tab[ty]9al and Tab[ty]≠O and Tab[ty]of tx：~Tab 

[t ]then 

2O． Tab[t ]一O；break~ 

21． endif 

22． endfor 

23． if Tab[,t ]一一1 then Tab[n+13=x；break； 

24． endif 

25． endfor 

26．End 

27．endfor 

· 算法分析 

并行算法与串行算法搜索可归约子图的策略都相同。但 

是，由于并行算法可以多个顶点同时执行，而不是逐个执行， 

整个算法的运行时间自然缩短。有向无环图中的顶点 t 会 

接收到 n一1个产生于顶点 的元组，因此，顶点 t 最多会接 

收到最多( 一1)。个元组。因此并行算法的运行时间可控制 

在 O( )。 

5 实验 

本文算法均使用c++语言实现，实验环境为 Intel Core 

i3 3．10GHz CPU、2．0GB内存。为了客观公正地比较文献 

1-17]中提出的算法(本文称为原始算法)与本文提出的串行和 

并行算法的性能，本文使用随机方法产生嵌套图作为算法的 

输入 ，从而保证了实验数据的随机性。在随机产生嵌套图时， 

本文首先生成了特定数量的可归约子图，包含 2—10个顶点 ， 

再将这些可归约子图与一些其他顶点按照严格的层次关系连 

接起来，构成一个包含特定的总顶点数的嵌套图。在相同嵌 

套图上分别运行 3种算法，探索随着嵌套图总顶点数目的增 

加和图中可归约子图数 目的增加 ，算法运行时间的变化情况。 

将算法运行时间定义为在同种条件下 2O次实验运行时间的 

平均值。 

图2和图 3展示了当嵌套图共有 1000和 2000个顶点 

时，对于不同的提前生成的可归约子图数目，文献1,17]中的原 

始算法与串行算法、并行算法的运行时间的比较。随着嵌套 

图规模的增加 ，3种算法的运行时间也在增加，原始算法的运 

行时间是串行算法运行时间的 3倍左右，而本实验使用四核 

处理器，从图中可以看到并行算法的执行时间比串行算法的 

执行时间短，最好的情况下能达到串行算法运行时间的 1／3。 

另外，由于固定规模嵌套图中可归约子图数 目增加，很多子图 

很早就被算法识别出来 ，因此每个顶点产生的消息的传播数 

量在逐渐减少 ，因此 3种算法的运行时间也随之不断减少 。 

图 2 总顶点数为 1000时，3种算法的运行时间比较 

图 3 总顶点数为 2000时，3种算法的运行时间比较 

结束语 随着能集成到单一芯片中的处理器数量快速增 

加，寻找一个从应用程序到片上网络的最优映射方案的计算 

复杂度也越来越大。为了缩短这一映射过程的计算时间同时 

不降低映射方案的质量，一个很重要的途径就是将应用程序 

对应的有向无环图的规模合理缩小。在文中，提出了在给定 

的任意有向无环图中搜索所有可归约子图的高效算法，具体 

可分为串行算法和并行算法两种。利用所找出的可归约子 

图，原有向无环图可以按照要求做任意粒度的收缩，而不破坏 

原图的依赖关系。算法的正确性通过对可归约子图特性的探 

索得到了证明。 
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