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基于网格 Laplace的三维几何模型分割 

杨 军 田振华。 

(兰州交通大学电子与信息工程学院 兰州 730070) 

李龙杰 王小鹏 
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摘 要 模型分割是模型分析的重要方法和手段。针对 已有 网格分割算法对姿态敏感和计算速度慢的问题，提 出了 

一 种基于网格 Laplace和 k-means聚类的三维几何模型分割算法。通过网格 Laplace将三维模型从空域嵌入到谱空 

间中进行分析，得到了模型的归一化形式，克服 了姿态变化对分割结果的影响，并极大地减少了计算时间，获得了视觉 

上有意义的分割结果。实验结果表明，本算法能快速有效地实现网格模型的正确分割，并对模型姿态的变化有较好的 

鲁棒性。 
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Abstract Segmentation is one of important methods and means to analyze shapes．A novel algorithm for segmentation 

of 3D geometric models was proposed based on mesh Laplace and k-means cluster aiming at the problem that the exis— 

ting mesh segmentation algorithms are sensitive to shape pose and time-consuming．Models are converted from spatial 

domain to spectral domain by using mesh Laplace in order to obtain the normalized forms，which are analyzed in spectral 

domain to avoid influence of variation of shape pose to segmentation results and greatly reduce the computing time．Ex— 

perimental results show that the proposed algorithm is not only more efficient for generating correct and meaningful 

segmentations，but also more robust to variation of shape pose than existing algorithms． 
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1 引言 

三维网格模型分割作为数字几何处理的一个基本步骤， 

近年来受到人们的广泛关注。模型分割是模型分析的重要方 

法和手段 。被分割的模型通常由三角网格组成，所以，模型分 

割也被称为三角网格分割。模型分割就是按照一定的分割准 

则(如物理邻接性和几何相似性等)将原始三角网格模型分割 

为独立的部件或曲面片，所有这些部件或曲面片的并集为原 

始三角网格。经过分割之后的网格模型有助于相关的几何处 

理(如纹理映射Eli、模型检索[2]、网格简化_3]、交互编辑[ 、动 

画[ 、几何压缩[ 、参数化[ 等)更有效的解决。例如，Zuck— 

erberger等人[8]通过将一个三维网格模型分割成有意义的曲 

面片，然后在经过分割所获得的曲面片的基础上运用简化算 

法对三维模型进行网格简化，得到了更好的简化效果。然而， 

在对网格模型进行分割的过程 中，原始的三角网格缺少足够 

的结构特征和语义信息，这极大地阻碍了对网格模型的更高 

级(如语义级别)的分割处理。所以，对原始三角网格模型的 

更高级的理解成为模型分割研究的热点问题 ，尤其对一类形 

态各异的模型进行分割，或对大尺度变形的模型间进行相似 

分割时，分割结果的评价不仅需要充分理解模型的几何特征， 

而且还需要计算模型间准确的对应关系。 

本文提出了一种基于网格 Laplace的模型分割算法 ，即 

通过在网格模型的每一个顶点上计算一个网格 Laplace算 

子，得到模型的 Laplace矩阵，获取模型顶点的谱嵌入，在谱 

空间中使用 k-means聚类算法实现三维网格模型的分割。将 

模型在空域中的分割转化为谱空间的聚类问题，克服了之前 

算法因为模型姿态变化对分割结果的影响。 

2 相关研究工作 

近年来，国内外学者对网格模型分割进行了深入研究，并 

产生了一系列应用在不同的几何处理领域[9 的自动网格分割 

算法。根据分割所获得的不同结果 ，模型分割可分为两大类 ： 

(1)基于低级几何信息(如曲率)的面片类型的分割 ；(2)基于 

高级的形状特征(如模型语义信息)的有意义部件类型的分 
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割_1 。面片类型的分割通常将 网格分割为具有几何意义的 

曲面片，如平面、球面、多项式曲面等。文献[11]使用误差最 

小的区域增长算法将模型分割成不重叠的曲面片，并计算每 
一 个曲面片的最优局部表述 ，使用这些局部表述作为新 的网 

格模型基元，获得了简单有效的模型近似效果，但算法使用迭 

代优化 ，计算耗时。而基于有意义部件类型的分割算法大部 

分都是基于聚类技术的，如 Attene等人[】。]提出了分层聚类 

的算法，该方法能灵活、自动地使用分层的聚类方法分割一个 

网格曲面，但是需要重复计算近似误差，并且产生大量的空闲 

分层树，需要占用大量的内存空间。文献[13]提出了基于曲 

率分类的区域增长和合并算法，其将三维网格分割成边界清 

晰光滑的具有均匀曲率的曲面，但该算法仅仅是针对 CAD机 

械模型的分割，应用到其它模型时分割结果较差。 

Shapira等人[】 ]提出了尺度场聚类的形状直径 函数法， 

即通过计算模型的形状直径函数，并对其分类，最终获得网格 

模型的光滑分割，而该算法在分割一些带有非圆柱形部件的 

模型时有一定的局限性。最近，流形谐波分析因其具有很好 

的鲁棒性，被作为一种新 的网格谱分析工具应用到几何处理 

中_1 。如文献[16]提出了谱聚类的分割方法，该算法首先使 

用网格顶点之间的测地距离和二面角构建模型的亲和度矩 

阵，然后使用谱分析将模型嵌入到谱空间，在谱空间中使用聚 

类获得模型的分割。该算法由于使用测地距离构建亲和度矩 

阵，计算复杂度较高 ，耗时多，因此只能用于处理面片数较少 

的网格模型。Tierny等人提 出了拓扑驱动的分层分 割方 

法[1 ，该算法通过建立三角 网格模型的增强拓扑骨架，然后 

使用拓扑骨架定义模型的边界区域和主区域，得到模型的精 

确分割，最后通过一个由精到粗的过程获得模型的语义上的 

分层分割。然而，当模型因弯曲而导致部件之间相互接触时， 

该算法就会失效。文献[18]提出了基于特征点和核心部件获 

取的方法，首先计算被 MDS标准化之后的网格模型上的显 

著特征点，然后使用球面镜算子获取模型的核心部件并计算 

模型自然的分割边界 ，从而获得模型的分割 ，而对于带有凹槽 

的CAD模型，该算法却不能获得好的分割结果。在文献[19] 

中，白晓亮等提出了基于球面图像的三角网格分割技术来对 

三维模型进行分割，但这仅仅是一种理论性的初步探索，并未 

进行深入的研究。 

早期的分割算法容易产生过分割的结果E ，最新提出的 

一 些算法虽然解决了过分割问题并得到了相对较好的分割结 

果，但仍存在一些问题。第一 ，曲率(或者二面角)在算法中起 

更大的作用，导致不同姿态的模型有不同的分割结果，甚至产 

生不精确的分割。第二，使用测地距离构建亲和度矩阵，计算 

量大，算法运行速度慢，耗费资源。第三，对有些带有平伸关 

节部件的模型会产生不精确的分割结果 ，如图 1所示，马模型 

的前腿出现了不精确的分割。 
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图 1 不精确的分割 

近年来 ，Laplace算子在几何处理中被广泛应用_2 。La— 

place算子的特征方程反映了网格模型的本质特征，它不受模 

型姿态变化的影响。本文提出了基于网格 Laplace算子的聚 

类算法。首先计算模型的离散网格 Laplace算子，通过选择 

其特征方程获得模型顶点的谱嵌入，使模型归一化，避免了因 

模型姿态的变化对分割造成的影响；在归一化之后的模型上 

运用经过改进的 k-means聚类算法对模型进行分割。由于网 

格 Laplace算子的计算完全摒弃 了测地距离，本文算法速度 

快、效率较高。 

3 离散网格 Laplace算子 

Laplace-Beltrami算子_2 是 Laplace算子从平面空间到 

黎曼流形的一般化，在计算机图形学中有着广泛的用途 ，但由 

于其离散化基于余切的方法 ，导致该算子只对部分的网格面 

收敛 ]。基于此，Belkin等人 提出了网格 Laplace算子， 

该算子能保证对所有网格面逐点收敛 ，且接近 Laplace-Bel— 

trami算子的特性，可应用到任意的模型上。 

设 K 为 。空间的一个网格 ，且 K上的所有顶点都位于 

黎曼流形M 上，对于任一给定网格曲面 XEK，Area(X)表示 

X的面积，#X表示 X上的顶点数， (X)为 X的顶点集合。 

网格 Laplace算子以方程 ，： —R作为输入，产生另一个方程 

政 ，： +R，即网格 Laplace算子，作为输出。对于网格上任 

一 给定点 ∈V，其离散形式的网格 Laplace算子可使用下式 

计算： 

Lhnf( 蠡 X 一 ( )一 
厂(叫)) (1) 

其中，参数 h为正值 ，直观上与被考虑点 的邻接点的数量相 

关，本文中 h取独立于 的值。P为点 的邻接点。离散算 

子 球 对流形 M 的 Laplace算子 NV／逐点收敛。因此，La— 

place特征值问题可以表述为： 

职 厂一-af (2) 

式(2)有一组标准正交的特征值和其对应的特征 向量 

B一 ， ) ，B构建了黎曼流形上的一个二次可积函数空间 

的基底，且有 

=Ale (3) 

其中，特征值 。≤ -≤⋯≤九≤ ⋯ ≤ +。。。为了将式(1)表 

示为矩阵形式，定义网格顶点的函数值向量 F一(_厂(P )，⋯， 

，( )) ，权值化 的邻接矩 阵 W 一(wo)，其 中， 一 1 i 

∑ e一业 ，wij度量了点 -bNN~NX上其他顶点之间 

的几何关系。对角矩阵Q—diag(ql，⋯， )，其中qi一互、 

wij，N( )表示点 i的第一层邻接点。顶点的质量矩 阵 D一 

(d -．， )，其中 d = 定义刚度矩阵 A—Q— 

W。通过上述的定义和运算，网格 Laplace算子可写成一个由 

两个对称的半正定矩 阵相乘积的矩阵形式，即 L—D—A， 

D 为 D的逆。使用该矩阵，式(2)可写成 ： 

Lf=Af (4) 

结合以上的分析，式(4)可写成对称的矩阵形式 ： 

A 一 Df (5) 








