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概率图模型推理方法的研究进展 

刘建伟 崔立鹏 黎海恩 罗雄麟 

(中国石油大学(北京)自动化研究所 北京 102249) 

摘 要 近年来概率图模型 已成为不确定性推理的研究热点，在人工智能、机器学习与计算机视觉等领域有广阔的应 

用前景。根据网络结构与查询问题类型的不同，系统地综述了概率图模型的推理算法。首先讨论了贝叶斯网络与马 

尔可夫网络中解决概率查询问题的精确推理算法与近似推理算法，其中主要介绍精确推理中的VE算法、递归约束算 

法和团树算法，以及近似推理中的变分近似推理和抽样近似推理算法，并给 出了解决 MAP查询问题的常用推理算 

法；然后分别针对混合网络的连续与混合情况阐述其推理算法，并分析 了暂态网络的精确推理、近似推理以及混合情 

况下的推理；最后指出了概率图模型推理方法未来的研究方向。 
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Abstract In recent years，probabilistic graphical models have become the focus of the research in uncertainty inference， 

because of their bright prospect for the application in artificial intelligence，machine learning，computer vision and so 

forth．According to different network structures and query questions，the inference algorithms of probabilistic graphical 

models were summarized in a systematic way．First，exact and approximate inference algorithms for solving the probabili- 

ty queries in Bayesian network and M arkov network were discussed，including variable elimination algorithms，condi— 

tioning algorithms，clique tree algorithms，variational inference algorithms and sampling algorithms．The common algo— 

rithms for solving MAP queries were also introduced．Then the inference algorithms in hybrid networks were described 

respectively for continuous or hybrid cases．In addition，this work analyzed the exact and approximate inference in tern— 

poral networks，and described inference in continuous or hybrid cases for temporal networks．Finally，this work raised 

some questions that the inference algorithms of probabilistic graphical models are facing with and discussed their deve- 

lopment in the future． 

Keywords Probabilistic graphical model，Variable elimination，Clique tree，Variational inference，Sampling inference， 
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1 引言 

概率图模型的提出极大丰富了不确定性推理体系，为许 

多其他相关领域提供了新技术和新思想。近年来，概率图模 

型已成功应用在医疗诊断L1]、故障诊断_2]、图像处理_3]、语音 

识别[ ]与信息解码E ]等相关领域。概率图模型之所以能在众 

多不同领域得到广泛应用，正是由于它能在简洁紧凑的表示 

框架中构建复杂的概率信息，并能够通过推理算法自动获取 

概率信息中的含义从而做出结论和决策。概率图模型结合了 

概率论与图论的知识，通过图来表示随机变量间的依赖关系， 

为多变量统计建模提供有力的框架。由于概率图模型处理不 

确定性推理的强大能力，关注其已有研究成果和未来发展趋 

势均十分必要。概率图模型的研究包括表示、推理与学习 3 

部分，本文针对概率图模型的推理方法进行讨论。 

目前，国内外已有多个文献对概率图模型的推理方法进 

行综述，例如，文献I-6]对概率图模型的变分推理进行了简要 

综述；文献E7]综述了贝叶斯网络中的部分精确推理与近似推 

理算法，并将其与概率图学习算法作了比较；文献[8]给出了 

实时贝叶斯网络的推理方法综述；而国内的文献E9]也对变分 

近似推理算法进行了综述。但是 ，这些综述文献并没有对概 

率图模型的推理方法进行全面综述，而且由于概率图模型的 

推理方法发展非常迅速，因此本文对概率图模型的推理方法 
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进行更加全面的归纳，并总结了近几年的相关研究结果。 

概率图模型的推理就是利用联合概率分布，在已知网络 

结构和证据的情况下，回答查询问题。网络的结构特征和查 

询问题的类型是选择和设计推理算法所要考虑的主要因素。 

与非概率图模型相比，概率图模型主要是利用变量之问的依 

赖和独立关系，将其用图结构表示，简化推理过程。因此，推 

理算法通常根据网络结构和查询问题的类型来分类。常见的 

网络结构有贝叶斯网络(Bayesian Network，BN)、马尔可夫网 

络(Markov Network，MN)、混 合 网络 (Hybrid Network) 

和动态贝叶斯网络(Dynamic Bayesian Network，DBN)等。而 

查询问题一般分 3种，包括概率查询、最大后验概率(Max A 

Posterior，MAP)查询以及边际 MAP查询。 

本文根据网络结构与查询问题类型的不同，对概率 图模 

型的推理方法进行系统的分类。第 2节先分别介绍几种常见 

的概率图模型和查询问题类型，并给出了概率图模型推理方 

法的分类。第 3—8节则分别讨论不同的推理方法，其中第 3 

节先介绍 3种精确推理算法 ：VE算法、递归约束算法和团树 

算法；第 4节和第 5节分别讨论近似推理中的变分近似推理 

算法和抽样近似推理算法 ；第 6节描述 回答 MAP查询的推 

理算法；第 7节分析混合网络中的推理；第 8节阐述暂态模型 

特别是动态贝叶斯网络的推理算法；最后给出总结和展望。 

为了表示的统一性，先约定本文使用的符号。随机变量 

集为x一{x 一， }，变量集的取值为 一{ 1，⋯， }。一 

般地，变量为大写体，其取值为小写体。因子 的值域即因子 

函数的取值集合，表示为 R( )；因子 的定义域即因子函数 

包含的变量集，表示为 D( )。归一化分布为 P，未归一化分 

布为p。 

2 概率图模型及其推理问题 

概率图模型的推理方法通常根据网络结构和查询问题类 

型的不同而进行分类。本节先介绍几种常见的概率图模型和 

查询问题的描述 ，再根据不同的网络结构和查询问题对推理 

方法进行系统分类。 

2．1 概率图模型 

概率图模型[10,11]的表示由网络结构和参数模型两部分 

组成。网络结构 G一(N，E)由节点集N和边集E构成。N中 

的节点表示随机变量集 x一{X 一， }中的变量。边集 E 

中的边表示两个变量间的概率关系，可以是有向的或者无向 

的。参数模型是网络结构的概率分布模型。整个网络结构的 

概率分布为联合概率分布，但难以得到联合概率分布的显式 

表达，因此利用网络结构中变量的独立性，把高维联合概率分 

布分解为节点上的低维概率分布的乘积。目前，常见的概率 

图模型表示类型主要有 BN、MN、混合网络和DBN等。 

2．1．1 贝叶斯 网络 

BN的网络结构为有向无环图(Directed Acyclic Graph， 

DAG)，节点表示变量，有向边表示变量间的条件依赖关系。 

BN的参数模型为节点随机变量的条件概率分布(Conditional 

Probabilistic Distribution，CPD)，即已知父节点时该变量的条 

件概率分布。根据结构中隐含的独立性假设：已知父节点时， 

X 与其非子节点条件独立，那么可以把联合概率分布分解为 

节点 CPD的乘积： 

P(X ，⋯ ， )一 IIP(Xi fPax) (1) 
i ’ 
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其中，Pax表示变量 X 的父节点。 

2．1．2 马 尔可夫 网络 

MN的网络结构为无向图，节点表示随机变量，无向边表 

示变量间的依赖关系。MN的参数模型为因子集 ，每个因子 

就是定义在无向图中某个团上的非负函数，因子也称为团的 

势函数。MN结构中的变量可划分为多个团，那么联合概率 

分布可以分解为每个团的因子的乘积： 
1 卅 

P(x1，⋯ ，x )一— jl (G ) (2) 

其中，m为团数， 为第k个团的因子，G 为第 k个团的随机 

变量集，Z一 ∑ Ⅱ ( )为划分函数。 
1⋯X

n 
k一 1 

2．1．3 混合 网络 

混合网络同时含有离散变量和连续变量。BN和 MN都 

可扩展为混合网络，其网络结构不变，只是参数模型发生变 

化。由于 BN的 CPD比MN的因子更易于理解，下面以CPD 

的形式给出混合网络的参数模型。 

当子节点为连续变量而父节点同时具有连续和离散变量 

时，一般 采用条件线 性高斯 (Conditional Linear Gaussian， 

CLG)模型来表示其 CPD。令 x为连续变量 ，并令 U一{U ， 

⋯

， }为其离散父节点 ，y一{y ”， }为其连续父节点。 

对于每个取值 uffR(u)，存在 +1个系数＆ ，⋯， 和一 

个方差 使得 X的条件线性高斯 CPD为 
k 

p(X U， )一N(a + ∑ ， yi； ) (3) 

当子节点为离散变量而父节点为连续变量时，一般使用 

阈值模型。例如，假设二值离散变量U有连续父节点y，其阈 

值模型为 

P{ 一1}一』0· ， ≤80 (4) 
【0．05， others 

在阈值模型中，概率的变化是 Y的一个非连续函数 ，因 

此也可以表示为逻辑斯蒂模型或进行多项式展开。 

2．1．4 动 态贝叶斯 网络 

DBN是最典型的暂态模型，是 BN在时间轴上的扩展。 

DBN网络结构中的节点呈列状分布，每一列都表示一个时刻 

上的网络片段。随着时刻的推进，每一列之间存在某些节点 

的有向联系，从前一时刻的某些节点指向后一时刻的某些节 

点。从形式上来看，DBN由初始网络和转移网络共同定义。 

初始网络由初始时刻的节点列以及该列中节点间的有向联系 

组成，而转移网络描述了两列节点间的有向联系。假设 DBN 

中的转移网络在任意两个时刻都是一致的。因此，只要 已知 

初始网络和转移网络，就可以表示无限时间轨线上的概率分 

布 。 

2．2 查询问题 

查询问题一般分 3种：(1)概率查询 ，即计算后验概率分 

布 P(YlE—P)，其中y为查询变量集 ，E为证据变量集；(2)最 

大后验概率(Max A Posterior，MAP)查询，也称为最有可能 

解释(Most Probable Explanation，MPE)查询，即求出非证据 

变量集的最有可能取值。令 x为所有变量集合 ，E为证据变 

量集，W=X--E，MAP查询就是在已知证据 E—e时求出 w 

中变量的最有可能取值。MAP查询可形式化表示为：MAP 

(wlP)一arg maxP(w，P)，其中arg maxf( )表示使_厂( )最大 

的 z的取值 ；(3)边际 MAP查询，其 目的是求出非证据变量 



集的某个子集的最有可能取值。令 YCW，边际 MAP查询的 

形式化表示为：MAP(yl P)一arg maxP( P)。从算法复杂性 

的角度看，MAP查询是 NP完全问题，概率查询是 #P完全 

问题，而边际 MAP查询是 NpPP完全问题。 

2．3 概率图模型推理方法的分类 

概率图模型的推理方法主要分精确推理和近似推理两大 

类。而根据网络结构和查询问题的不同，概率图模型的推理 

方法可进一步细分。下面先根据网络结构的类型把推理方法 

分为 3大类：BN和 MN的推理、混合网络的推理和 DBN的 

推理，然后再根据查询问题的形式对每～类推理方法继续细 

分。 

2．3．1 BN和 MN 的推理 方法 

下面根据 BN和 MN的概率查询以及 MAP查询来对推 

理算法进行分类，如图 1所示。 
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图1 BN和MN的推理算法分类 

精确推理利用概率图模型的网络结构和参数模型，完全 

按照基本概率公式来回答查询问题，从而得到精确的查询结 

果。但是，精确推理难以处理大型复杂概率图模型。如图 1 

所示，BN和 MN中回答概率查询的精确推理算法有 3种： 

(1)消元(Variable Elimination，VE)算法_】 ，利用动态规划的 

思想，交换乘积和求和运算的顺序，逐步对非查询变量进行消 

元；(2)递归约束(Recursive Conditioning，RC)算法[ ]，先对 

联合概率分布的约束变量进行消元，然后对剩下的变量使用 

VE算法，以有效 简化求 解过程；(3)团树 (Clique Tree)算 

法l1 ，也称为联合树(Junction Tree)算法，利用原模型预构造 

一 个团树结构，在团之间进行消息传递并校准团树从而得到 

所求概率。 

近似推理在原概率图模型的近似模型上推理 ，所得到的 

结果也只是近似值。虽然近似推理降低了结果的精度，但是 

它换取了能够处理大型复杂网络的能力。如图 1所示，近似 

推理主要有 两类 ：变分 (Variation)近似推 理和抽样 (Sam— 

pling)近似推理。 

变分近似推理[15,16]把概率推理问题看作是变分优化问 

题，目标函数为原分布与近似分布的距离度量熵函数，在约束 

空间中最小化熵函数得到最优近似分布，在近似分布上通过 

推理来回答查询问题。变分近似推理算法分 3种：(1)聚类图 

信任传播(Cluster Graph Belief Propagation，CGBP)算法l_1 ， 

也称为环信任传播(Loopy Belief Propagation)算法，把原网络 

结构近似为聚类图结构，在聚类图中进行消息传递，相当于把 

目标函数近似为因子能量泛函，把约束空问放松为伪边际分 

布空 间；(2)期 望 传 播 (Expectation Propagation，EP)算 

法l1 ]，使用精确的团树结构，但是在团树中传递近似的消 

息，这可视为使用精确的目标函数和近似的伪边际分布空间 

进行推理；(3)结构变分(Structured Variation)算法[6 ，考虑 

近似分布的结构问题，使用精确的 目标函数和近似的紧缩约 

束空间。 

抽样近似推理使用粒子集来近似联合概率分布 ，粒子即 

变量集或变量子集的取值实例，利用这些粒子集来估计查询 

问题。根据粒子产生方法的不同，抽样近似推理分 5种：(1) 

前向抽样(Forward Sampling)算法，只适用于贝叶斯 网络 ，利 

用父节点与子节点的顺序关系，在已知父节点时从子节点的 

后验分布 中抽样；(2)重要性抽样 (Importance Sampling)算 

法_2 ，对变量赋予不同的重要性权值 ，在残差网络给出的近 

似建议分布中使用前向抽样方法产生粒子，并调整重要性权 

值来得到无偏估计；(3)马尔可夫链蒙特卡洛(Markov Chain 

Monte Carlo，MCMC)算法[2 ，预定义平稳分布为真实后验 

分布的马尔可夫链，由该链产生粒子；(4)压缩粒子(Collapsed 

Particles)算法_2 ，通常也称为割集抽样算法或 Rao-Black— 

wellisation算法，压缩粒子为某个变量子集的取值实例，剩下 

的变量使用解析表达式表示概率分布，此过程相当于通过粒 

子来部分近似推理任务，而在子网络中进行精确推理；(5)确 

定性搜索(Deterministic Search)算法_2 ，以确定性非随机规 

则产生粒子，使粒子集覆盖概率分布的主要部分，虽然此算法 

不能提供无偏估计值，但是能给出可靠的概率上下限。 

前面的推理算法分类主要针对于 BN和 MN的概率查询 

问题，而 MAP查询的推理算法与此稍有不 同，主要分为 6 

种：(1)最大化一乘积 Ⅶ 算法 ，把求 和运算替换为最大化运 

算，并引入回溯过程使得消元完成时能计算出 MAP取值； 

(2)最大化一乘积团树算法，团树中不再使用和积运算，而是使 

用最大化一乘积运算；(3)最大化一乘积聚类图信任传播(Max- 

Product Cluster Graph Belief Propagation，最大化一乘积 CG— 

BP)算法[25,26]，把全局优化问题转化为局部优化问题，即把求 
一 致联合取值问题转化为求能优化信任的局部取值问题 ，使 

得结果满足强优化性；(4)线性优化算法 2̈ ，把推理问题看作 

线性优化问题，该算法与凸最大化一乘积 BP算法关系密切，通 

过求解线性优化问题的对偶问题得到凸最大化一乘积 BP算法 

的不动点；(5)图割(Graph Cut)算法[zs,eg]，其对象为两两关系 

二值马尔可夫随机场(Markov Random Field，MRF)，当能量 

泛函满足子模性质时，图割方法的运行时间比消息传递方法 

的更快；(6)局部搜索算法[3 ，在特定取值空间上搜索 MAP 

取值 ，能很好地解决边际 MAP查询问题。 

2．3．2 混合 网络的推理 方法 

混合网络是同时包含离散变量和连续变量的网络，由于 

含有连续变量的因子并没有解析表达式，这为推理任务带来 

极大的挑战。如图2所示，当变量全部为连续变量时，使用线 

性高斯模型来表示其概率模型，一般采用基于消息传递的推 

理算法来回答其查询问题，如 VE算法、团树算法和 BP算 

法[31,32~。当存在非高斯分布或者离散变量时，可以把非高斯 

分布近似为高斯分布，采用基于高斯混合分布(Mixture of 

Gaussians，MoG)的 EP算法_3 。如果混合网络中的变量存 

在非线性依赖，则使用基于截断指数混合(Mixtures of Trun一 
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cated Exponentials，MTE)[3 ]或基于多项式混合(Mixtures of 

Polynomials，MOP)[。 的 EP算法。另外，混合网络还可以使 

用非参数推理算法 ，如重要性抽样 、MCMC和压缩粒子算法 

等。 
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图 2 混合网络的推理算法分类 

2．3．3 暂态模型的推理方法 

暂态模 型 中最重 要 的是动 态 贝叶斯 网络 (Dynamic 

Bayesian Network，DBN)，通过把 DBN展开并实例化观察变 

量，就可以在展开的网络上应用前面介绍的适用于 BN的推 

理算法，但是展开的网络会相当大而难以处理。如图 3所示 ， 

DBN中的精确推理算法主要是团树算法_3。 ，消息从当前时 

间段传递到下一时间段 ，消息表示系统状态的信任。DBN的 

近似推理算法主要有因式信任状态(Factored Belief State)算 

法[38,39]、粒子滤波(Particle Filtering)算法[4 2]和确定性搜索 

算法_4 。因式信任状态算法实际上是EP算法的一种，把消 

息表示为因子乘积并赋予计算数 。粒子滤波算法采用重要性 

抽样的思想，并引入再抽样过程，在样本集中去掉不良样本的 

同时选择优良样本进行复制。当 DBN中变量全部为连续变 

量时，可应用卡尔曼滤波器算法来推理。对于混合 DBN，则 

需要使用剪枝算法或压缩算法来避免高斯混合项数的无限增 

大。压缩算法是在时间轨线上利用时间窗 口把多个高斯分布 

压缩为一个高斯分布，如 GPB1算法、GPB2算法和交互式多 

模型(Interacting Multiple Model，IMM)算法_4 ，这些方法也 

是 EP算法的变型。 

暂态网络 
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图3 暂态网络的推理算法分类 

3 精确推理 

精确推理是在回答概率查询问题时，根据概率图模型的 

网络结构和参数模型，使用基本概率公式来求解。只要每一 

步运算都是精确进行的，那么总算法得到的结果为精确值。 
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当概率图模型的变量增多或结构复杂时，精确推理可能产生 

指数数量的中间结果，从而占用大量存储空间，因此精确推理 

难以用于处理大型复杂网络。 

BN和 MN中的精确推理算法有 3种：VE算法、约束算 

法和团树算法。VE算法是精确推理中最基本的算法 ，只返 

回某个变量子集的边际分布。约束算法对 VE算法进行了改 

进，使需要存储的中间结果大幅减少，节省存储空间，但也只 

返回某个变量子集的边际分布。团树算法是最有效的精确推 

理算法 ，能同时返回所有团信任，使得可以计算任意变量子集 

的边际分布。但是，团树算法的存储空间成本比前两种算法 

要大，而且因为团树的计算结构是预先固定好的，所以不能灵 

活利用某些证据和查询结构所带来的计算便利性。 

3．1 消元算法 

VE算法Ⅲ】。]就是在计算边际概率分布时对联合概率分布 

中某个或某些变量的取值进行求和运算，即把该变量消去。 

VE算法的基本思想是：首先把联合概率分布分解成初始因 

子集的乘积，然后改变因子求和与乘积的运算顺序，以达到减 

少计算量的目的。初始因子集就是网络的 CPD集。求某个 

变量的边际概率分布时，需消去其他变量，该消元过程分两 

步：第一步，把包含消元变量的所有因子相乘 ，得到新因子；第 

二步，在所得的新因子中对消元变量的所有取值情况求和。 

概率查询的目的是计算 CPD P(YlE—P)，根据概率公式 

P(YIE= (5) 

可先利用 VE算法分别求出P(Y，e)和P(e)，再代入上式求出 

P(Y1E—e)。计算 P(Y，e)时，需要在算法执行过程中把证据 

E=e代入到含有该证据变量的因子中，然后再消去除y和E 

外的其他变量，此时算法返回的是P(Y，e)。再对P(Y，P)中y 

的所有取值进行求和得到 P(e)，即 P(P)一EP( ，e)。 

Nima等学者_4 。]对传统的 VE算法进行改进，提出带有 

任意约束的上升 vE(Lifted Variable Elimination)算法，该算 

法充分利用图结构的规律性，可以处理到目前为止只有近似 

推理才能灵活解决的某些大型网络的推理问题。 

3．1．1 消元顺序 

当消去多个变量时，消元顺序对算法的计算成本有很大 

影响。具有较小树宽的消元顺序使得推理过程存储的中间结 

果更少，极大地节约了计算成本。因此，消元之前必须确定成 

本最低的最优消元顺序。过去，学者认为消元顺序只影响精 

确推理算法。但最近研究发现，不少近似推理算法的计算成 

本和推理效果也受消元顺序的影响，如广义信任传播算法I4 ] 

和最小桶消元算法_4印等。 

然而，确定最优消元顺序是 NP难的，目前多采用近似方 

法来解决该 问题[4引，常用的两种近似方法为最大基数搜索 

(Maximum Cardinality Search)[50]和最小启发式成本贪婪搜 

索(Minimum Heuristic Cost Greedy Search)̈5 。文献[52]提 

出了最小启发式成本贪婪搜索的停止准则，把停止准则形式 

化表示为回答概率查询所需的总时间，在寻找更好的消元顺 

序和利用 目前找到的最好的消元顺序之间进行权衡，给出了 

3种不同的停止准则，获得了很好的效果。文献[53]提出的 

迭代贪婪消元顺序(Iterative Greedy Variable Ordering)算法， 

可得到具有很小诱导宽度和状态空间大小的消元序列 ，效果 

比普通的贪婪搜索算法更好。 
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3．2 递归约束算法 

RC算法_1。]的基本思想是通过约束变量把网络分解为多 

个小的子网络 ，分别独立求解子网络并递归使用 RC算法 。 

RC算法实际上是对联合概率分布中的约束变量进行求和消 

元 ，然后再应用 VE算法进行其它变量的消元。算法具体过 

程为：对约束变量的每个取值都构建一个无向网络，这些网络 

结构相同而参数不同，然后在每个网络上都运行一次 VE算 

法 ，把每个网络返回的结果组合起来即可得到所求的概率查 

询。 

RC算法能节省大量存储空间，并不需要存储大量 的中 

间结果。但是，RC算法是通过牺牲运行时间来换取存储空 

间的减少，对约束变量的不同取值，所有计算都要重复进行， 

在重复消元过程中会耗费较多的时间。文献[543分析了 RC 

算法在全缓存情况下的空间成本，说明了 RC算法是 BN精 

确推理中空间成本最低的算法之一。 

可以通过改善约束算法来达到降低成本的目的，改善的 

途径有两种 ：一是交换约束和消元的顺序，通过适当地交换约 

束和消元的顺序，可以在约束某个变量之前先消去某些变量 

来简化网络 ，从而有效减少后续的计算成本；二是进行网络分 

解，选择能使网络分解为两个完全独立部分的变量作为约束 

变量，这样能分别在每个子网络上进行计算，最后把结果相 

加，有效节省运算 时间。文献 [55]还 提出子缓存 (Subca— 

ching)技术，其在保持运行时间不变的情况下能进一步减小 

缓存大小。 

BN的递归约束分解可表示为树的形式，如 Darwiche_5 ] 

提出的 dtrees和 Grant等人l_5 ]提出的消元树。这种树结构 

决定了推理过程中运算发生的顺序，影响概率查询的求解。 

文献[58]提出两种启发式方法来构造平衡消元树 ，使得构造 

的消元树更小，从而加快推理过程。而文献[59]考虑消元树 

的一般结构，利用无标签节点重构消元树 ，有效减少了推理过 

程的计算量。 

3．3 团树算法 

团树算法_】 ]使用团树来表示联合概率分布，能便捷有效 

地实现多个节点的概率查询。团树算法先把贝叶斯网络转化 

为团树结构，再利用团之间的消息传递机制进行概率推理。 

团树为树状的聚类图，每个团的初始团势为与该团有关 

的因子的乘积，团G 的初始团势表示为 

(c)=
加

I
( 
I 

一 夕 ) 
其中，a( )一 表示与团c 有关的因子。由 G 传递给cJ的 

消息表示为 。每个团上的因子 (G)称为团信任。团信 

任为初始团势与所有邻节点传递过来的消息的乘积，即 

&(G)一以 · II 一 (7) 
∈ Ni 

团信任即为团变量的边际概率分布： 

(G)一 ∑p (x) (8) 
。 X C 

两个团之间的边变量集是两个团的相交变量集 ，称为分 

离集。分离集的因子咕， (s_，)称为分离集信任。消息传递完 

成之后，团树要满足全局一致性 ，即任意分离集信任满足 

r]i． (S )一 ∑ (C)一 ∑ ，( ) (9) 
。  
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也就是说，两个邻团关于分离集的边际概率分布是一致 

的。满足全局一致性的团树，也叫做校准团树 ，其信任为校准 

信任。校准团树不仅是一个可以存储概率推理结果的数据结 

构，而且还提供了测度 p。的另一种参数化表示形式，校准团 

树算法的收敛点有 

～  

(G) 

]  。) 

团树算法收敛后，可以计算原贝叶斯网络中任意变量 X 

的边际概率分布。利用包含变量 X 的团信任 (Cx)，通过 

计算 P(X)一 ∑ (Cx)可以得到 X的边际概率分布。利 

用条件概率公式 P(x— I E= )一旦 以及相应 

变量的边际概率分布，即可得到 P(XlE)。 

3．3．1 消息传递机制 

团树的消息传递机制主要有两种：和积消息传递与信任 

更新消息传递。 

和积消息传递机制与 VE算法的消元过程类似，从 G 传 

递到c，的消息计算如下： 

d0，一 ∑ · Ⅱ 一 (11) 
s
￡，J 

女∈ (N
I

一 “" 

团G 把从除了c，外的其它邻团中传递过来的所有消息 

与其初始团势相乘，然后对除了分离集变量外的其他变量进 

行求和，最后把得到的因子作为消息传递给 G。 

和积消息传递中的消息 a一 不接受来自团c，的消息，而 

信任更新消息传递中的消息则包含来 自团 G 的消息 一 ，然 

后再利用除法把其除去。信任更新消息传递中的消息采用和 

积一除形式 ，为 

喾 
信任更新消息传递中并不直接计算两个团之间的消息 ， 

而是不断更新团信任 ，从而把消息融入到新的团信任中。 

除了和积与信任更新消息传递外，近年来并行化消息传 

递受到了许多学者 的关注，可有效处理高维概率 图模型。 

Kozlov和 SinghE 0J最早提出了团树推理的数据并行化实现 ， 

但该算法只适用于缓存一致且共享地址空间的物理上分布式 

计算机推理。文献[61]提出节点级的并行化消息传递机制 ， 

以便利用数据的并行化处理模式，但其只适用于带有较大团 

势的团树。文献[62]提出的一种利用图处理单元并行化的消 

息传递过程 ，能有效降低团树结构带来的计算复杂性。而文 

献E63]提出的分布式的消息传递机制，使得推理计算具有良 

好的可伸缩性。 

除了并行化技术外 ，对于高维的概率图模型，学者们提出 

多种其它方法用于降低消息传递的复杂性。文献[64]提出动 

态量化策略，使得消息传递过程可19适应地增加或删减模型 

状态 ，从而实现模型的降维。文献E65]提出基于粒子滤波 的 

随机方法，给出非参数的消息传递过程，其也能够处理复杂高 

维模型。文献[66]给出了具有低复杂性的随机团树算法，该 

算法可有效处理高维模型，并能保证算法的收敛性。 

3．3．2 团树的构造 

团树算法是基于团树结构来进行的，首先要把贝叶斯 网 

络转换为团树结构 ，才能应用团树算法。团树的构造有两种 

途径，一是基于消元过程，二是基于带弦图。由于消元过程的 

中间因子对应于团树中的团，因此可以由消元过程诱导出团 

树。基于带弦图的团树构造方法是最常用的方法，即从包含 

团树表示的带弦图中提取团树结构 。文献E67]最早提出由带 



弦图构造团树的方法。文献[68]给出简化团树的概念，利用 

简化团树的性质可在线性时间内由任意带弦图构造消元机 

制。文献[69]提出枚举带弦图中最大团的最优序列 的算法， 

此方法并不需要构造出一棵团树。文献[7O]研究了带弦图的 

简化团树结构，并基于边收缩和边删减两种运算对简化团树 

进行分解，然后利用这种分解来归纳带弦图的结构特性。 

4 变分近似推理 

变分近似推理是近年来概率图模型推理的研究热点，它 

把查询问题表述为变分优化问题，利用变分优化的灵活框架， 

能方便地表示 目标函数和添加各类约束条件，并且还存在大 

量求解优化问题的方法。变分近似推理在 目标分布类 Q中 

搜索概率分布P。的最优近似分布 Q，回答概率查询时在分 

布 Q上进行概率推理，从而简化推理形式。 

在变分近似推理中，目标函数为 P中和 Q之间的距离，该 

距离用相关熵函数 D(Q l P )来度量，优化的目标就是使相 

关熵函数最小。分布 Q可由校准信任集来表示，所以变分优 

化问题的寻优空间为信任集 Q一{ ：iEVT}U{孕 (i--j)∈ 

E }，且满足全局一致性。为了简化优化问题的求解过程，把 

D(Qll P )化简为 

D(Q ll P )一In Z—F[P ，Q] (13) 

其中能量泛函 F[p。，Q]为 

FEP ，Q]一∑E。[1n ( )]+H。( ) (14) 

因此，最小化相关熵函数 D(Q Il P )等价于最大化能量泛函 

F[P。，Q]。由于 D(Q l P。)≥0，因此 1n z≥F[P ，Q]，也就 

是说能量泛函是对数划分函数的下界。在有向图模型中，划 

分函数是已知证据的概率，是推理过程中最困难的部分。通 

过最大化能量泛函，可得到划分函数的近似值，从而求出联合 

概率分布 。 

根据优化问题的目标 函数、约束空间和寻优空间的近似 

类型的不同，变分近似推理主要分为 3种算法：CGBP算法， 

把能量泛函近似化，在带环聚类图中进行消息传递；EP算法， 

把传递的消息近似化，求解优化问题时，最大化精确能量泛 

函，但是放松一致性约束条件；结构变分算法，使用精确能量 

泛函，但只关注于具有特定简单分解形式的分布 Q。除了这 

里介绍的 3种变分近似推理算法外，还发展出了多种其他的 

变分近似推理方法，如凸松弛l7 、对数行列式松弛 7̈ 、平面 

图分解 。]和锥规划[ ]等。 

CGBP算法理论上可应用于任何网络，即使是具有高树 

宽的网络。目前 CGBP算法已在多个领域中成功应用，如生 

物信息建模_7 、立体匹配[ 。]和图像分割l7 ]等。EP算法能够 

处理指数分布族表示的分布，但要求分布族能有效进行充分 

统计量数学期望的计算以及矩投影运算，所以一般用于低树 

宽的带弦图中。目前 EP算法通常主要应用在混合网络的推 

理中，并衍生出许多 EP算法的变型。结构变分算法是 3种 

变分近似推理算法中唯一能保证得到对数划分函数的正确下 

限的算法，并能保证算法收敛，而前两种算法不能保证收敛 

性 。 

4．1 CGBP算法 

CGBP算法_】 ]在聚类图上进行消息传递。与团树不同， 

聚类图可能带环，并且聚类图只是原网络的一个近似结构。 

聚类图的校准定义比团树的校准定义要弱，因为分离集不再 
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是相邻聚类簇的交集，两个聚类簇只需满足分离集变量的边 

际概率分布一致。 

CGBP算法优化问题的 目标函数为因子能量泛函 

[p ，Q]一 ～ [1n ]+ (G)一 

H (Si， ) (15) 
(i-j)∈ET ’J 

其中，以为团C 的初始团势，而 Ec～舟[·]表示已知信任届 

时C 取值的期望。 p ，Q]是能量泛函FEb ，Q]的近似， 

因为PIP。，Q]中的信任只是原边际概率分布的近似。因此 ， 

CGBP算法的优化问题为 

FindQ 

maxF[P。，Q] 

s．t．孕， (s )一 pi(Ci)，V(i-j)E昂 ，V Si, ∈R(s． ) 
l i，J 

∑J9 (c )一1，ViEVv 
Ci 

&(c )≥O，Vi∈Vv，V C ∈R(Ci) 

此优化问题包含了两方面的近似：1)使用近似能量泛函； 

2)寻优空间为伪边际分布。虽然这里的能量泛函带有近似 

性，但使其最大化仍然可以得到对数划分函数的较好近似值。 

可通过拉格朗 日乘子法求解该约束优化问题，得到不动点方 

程 

一  cc ∑ ( II 一 ) (16) 
q—s⋯ ∈Nf一{J} 

并且有 

8。C以(c )(II ) (17) 
JENi 

准，J一 + · (18) 

通过迭代过程可求解所有不动点方程，进而求出最大值 

Q。但是该优化问题在收敛性方面存在问题 7 ：(1)函数的极 

大值不一定是不动点方程收敛后得到的不动点。如果函数的 

极大值为边界点，那它可能不是不动点。(2)极大值不是信任 

传播算法的唯一不动点，极小值和鞍点也是不动点m]。但 

BP的稳定收敛点通常是函数的局部极大值。(3)通过信任传 

播过程不一定能得到极大值。不能保证信任传播的每个消息 

传递步骤都使能量泛函增大，在实际应用中不一定能得到算 

法的不动点。文献[8o]给出了最小费用流网络中的CGBP算 

法的收敛性与正确性分析，但是，如何在理论上保证任意网络 

中的CGBP算法的收敛性以及解的最优性和唯一性是未解决 

的问题。 

在对一个网络进行 CGBP推理之前，必须先构造其聚类 

图。不同的聚类图会导致差异很大的结果，而且具有快速传 

播过程的聚类图通常产生较差的近似值，所以在构造的时候 

要同时考虑计算成本和查询结果准确性。目前，聚类图的构 

建主要有两种方法即转换两两关系 MN为聚类图或者构造 

Bethe聚类图。很多学者提出了大量方法来改进聚类图的构 

造过程，以解决 CGBP算法的收敛性问题，如对能量泛函进行 

凸化_8妇或者给出更强的收敛性条件[sz,83]等。文献[84]提出 

为原网络构造区域图，而不是聚类图，能更好地表示变量问的 

相互作用，提高近似效果。 

4．2 EP算法 

EP算法l_1。]在聚类结构中使用近似的消息来简化传播过 

程，既保持了聚类的正确性又获得了高效的计算速度。当使 

用指数分布族来描述近似消息期望传播过程[ 时，所有消息 

都位于同一个指数分布族中，只需用参数来描述这些消息。 



因此 ，传播过程是这些参数的更新过程，期望传播的参数更新 

法则为 

，
一 ( 

一

一  ) (19) 

即消息． 的参数为近似团边际分布占 和之前的近似消息 

的参数之差 。该推理过程的主要问题是如何计算 的 

指数分布族，其计算分两步：首先根据团信任商计算充分统 

计量 rll 的数学期望；然后，在 Q， 中寻找与统计量数学期望 

相同分布的参数。 

EP算法的优化问题为 

FindQ 

max [p。，Q] 

s．t．Es 
，，～  

，，
[ ，J]一E5 

， 

～  

，
[r ， ]，V(i--j)∈Er 

∑ (c )一1，Vi∈Vr 
i 

∑ VSi,j]一1，V(i--j) ET 
f，J 

(c )≥O，ViffVT，c ER(C．) 

该优化问题把一致性约束替换为期望一致性约束，使两 

个相邻聚类簇并不满足全局一致性条件，因此目标函数和寻 

优空间都是近似的。其不动点方程为 

&一，一 M -- diq(t~) (2O) 

o 

其中，符号 M— 表示把 中与分离集S 不相同的变量进 

行边际化并投影至Q 中。团信任和分离集信任的计算公式 

如(17)和式(18)所示。 

EP传播算法也存在一些缺陷：EP消息传递的迭代过程 

不能保证使 目标函数单调增加 ，算法不一定收敛。另外，即使 

算法收敛了，由于聚类簇是近似校准的，当使用不同的聚类簇 

来回答查询问题时，会产生不同的结果。Seeger等人_8I_把 

EP思想与协方差去耦方法结合起来，提出一种收敛速度明显 

加快的EP算法。 

4．3 结构变分近似算法 

结构变分近似算法E。。。考虑近似分布族 Q的分解结构，根 

据分解结构的不同，可分为平均场近似和结构近似 。平均场 

近似是最基本的结构变分近似，但是它要求 Q中的所有变量 

都两两独立 ，近似效果并不好。结构近似对平均场近似进行 

改进 ，使得近似结构更加灵活，也能发现原分布 P中中的更多 

依赖性。 

4．3．1 平均场近似 

平均场近似采用全分解思想 ，假设 Q中的所有变量两两 

独立，分布 Q的结构表示为独立边际分布的乘积 ： 

Q(；[)一ⅡQ(X ) (21) 

虽然把 近似为完全因式分解的分布会丢失原分布的 

大量信息，但是当回答 Q上的任意查询时，只需把查询问题 

的变量的相关分布相乘 即可，计算十分便利。平均场近似的 

变分优化问题为： 

Find{Q(Xi)) 

maxFEP ，Q] 

S．t．Q(X)一ⅡQ(Xi) 

∑Q( )一1，Vi 
．ri 

与CGBP和EP算法不同，平均场近似优化问题E 的目 

标函数是精确的，只是把寻优空间近似为不包含原始分布 P中 

信息的分布空间Q。求解该优化问题可得不动点方程 

Q(z1)一告exp1 
⋯
E(u QEln ( ，丑)]}(22)Z 

,i ：X
．

∈D( ) 

即Q(X )要与它所在的团势的期望值保持一致。计算每个取 

值 的指数项并相加，然后归一化赋给Q(X)，即可在一步 

内得到 Q(Xi)的最优值。平均场近似算法的每次迭代都能对 

目标分布 产生更好的近似Q，收敛性得到保证。但是，平 

均场近似中要求近似分布 Q完全分解，当概率图模型的变量 

的相关性较强时，该算法 的推理精度很低。扩展平均场算 

法ll8 对平均场算法进行改善，即将近似分布分解为不相交聚 

类簇上的势函数的乘积，保留了原模型的部分结构，能更好地 

利用 目标分布中变量问的依赖性。 

4．3．2 结构近似 

结构近似算法是平均场近似方法的一般表示形式，近似 

分布可分解为任意聚类簇上的势函数的乘积： 
1 J 

Q(z)一手 兀 (23) 
0 J—l 

其中， 是定义域为C 的势函数。根据 Q的结构，能量泛 函 

可改写为 

EEPm，Q]一 EQ[1n~ ]一~EoEln ]+1n zl。 (24) 

结构近似推理算法的优化问题为 

Find{ } 

max F[户∞，Q] 

1 J 

s．t．Q(?()； 1卫 ，∑ 一1，V J 

该优化问题也使用 了精确的目标函数和近似的寻优空 

间。求解该优化问题可得到不动点方程 

(cj)oCexp{EQF1np。l ]一 EQ[1n l ]) (25) 

在实际应用中，可以利用近似分布类 Q和原始分布 P 

的结构进一步简化不动点方程，使得更新过程更加高效。结 

构近似算法在一般近似分布集上求解泛函极值问题，提高了 

推理精度，但增加了计算复杂度；而且近似分布的分解结构的 

选择是极具挑战性的。显然 ，依靠专家经验知识的人工结构 

选择并不适用于复杂网络。文献E87]根据模型权重来选择分 

解结构，给出扩展平均场方法的 自动结构选择算法。但 目前 

平均场推理方法中的分解结构选择通常只关注原网络的结构 

特征 ，而忽略了变量间的相互作用。 

还有学者把平均场推理方法与其他相关理论相结合，从 

原理上对平均场推理算法进行改进，如线性响应理论E。 ]和 

TAP方法呻]。但这些高阶推理方法不能给出对数划分 函数 

的误差下界，无法保证算法误差。 

5 抽样近似推理 

抽样近似推理过程把联合概率分布近似为所有或部分变 

量的实例集，这些实例通常称为粒子。抽样近似推理的主要 

问题是给定网络的联合概率分布 P(x)，估计某个事件 l，一Y 

的概率，其中y x，yffR(y)。或者估计P的密度函数_厂( ) 

的数学期望，通常选择指示函数 _厂( )一1{ <y)一y}，其中 

(1，>表示 中在变量l，上的取值，通过产生 M个粒子，估计与 

每个粒子有关的函数值或其数学期望，然后累加这些结果得 

到函数数学期望的估计值。 

抽样近似推理是唯一可应用于任意概率图模型的推理算 

法，包括混合网络和暂态网络，并能保证在样本数足够大时得 
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到正确估计值。虽然抽样近似推理能给出渐进性保证，但其 

所需样本数很难预测，在实际复杂概率图模型的应用中通常 

得不到正确估计值。 

根据粒子产生过程的不同以及粒子概念定义的不同，抽 

样近似推理算法包括前向抽样算法、重要性抽样算法、MC— 

MC算法、压缩粒子算法和确定性搜索算法。其中前向抽样 

和重要性抽样算法只适用于贝叶斯网络。前 向抽样从原始 

BN的概率分布中抽样 ，是最基本的抽样算法，但难以得到条 

件概率分布估计值。重要性抽样过程则从接近于 BN真实后 

验分布的近似分布中抽样 ，可实现条件概率分 布的计算。 

MCMC算法构造平稳分布为真实后验分布的马尔可夫链，从 

平稳分布中抽样，样本准确性更好，但当马尔可夫链的混合速 

度非常慢时，算法运行时间过长，MCMC算法无法在实际中 

使用。压缩粒子算法对网络中的部分变量进行抽样 ，其余变 

量采用解析表达式表示概率分布，可有效降低抽样算法复杂 

性 ，并可在有解析表达式的其余变量的子网络上进行简单的 

精确推理，估计值准确性得到提高。确定性搜索以非随机规 

则产生能覆盖概率分布主要部分的粒子，舍弃小概率粒子，可 

以用较少的粒子数获得比较准确的估计值。 

5．1 前向抽样算法 

前向抽样算法是贝叶斯网络中最基本的抽样算法，从联 

合概率分布P(x)中产生M个随机样本 1]，⋯， M]。前 

向抽样的过程很简单 ，以与 BN局部路径顺序一致的某个顺 

序对节点抽样，即抽样某个节点时已知其所有父节点的值，然 

后从该节点的 CPD中抽样。 

产生粒子集D一{ 1]，⋯， [M]}后，可以估计任意函数 

厂的期望 

A 1 M 

ED(厂)一 ∑，( m]) (26) 
Ⅲ m — l 

当计算 P(y)时，该估计值就是事件 y所出现的粒子数与 

M 的比值： 

A 1 M 

Pn( )一 ∑1{ [m]一Y} (27) 
Ⅲ m — l 

其中， M]表示 m](1，)，即粒子 ]中l，的取值。估计值 

的准确性依赖于产生的粒子数 ，可用 Hoeffding界或Chernoff 

界来确定一定误差界下所需抽样样本个数。 

BN的概率查询主要是计算条件概率，但前向抽样难以 

处理该任务。 目前有两种解决办法：(1)通过拒绝抽样算 

法_9叼实现从后验概率分布 P(Z 1 P)中产生样本：先从 P(x)中 

产生样本 ，然后拒绝与证据 e不相容的样本，剩下的样本相 

当于是从后验分布 P(XI P)中抽样得到的；(2)分别估计 P(P) 

和P(y，e)，然后计算两者的比值，即可得到 P(Zf e)的估计值。 

5．2 重要性抽样算法 

重要性抽样算法_2】]主要估计概率分布 P(x)的密度函数 

_厂(x)的数学期望值 ，P(x)称为 目标函数。当 P为后验分布 

时，由于真实后验分布未知而无法产生粒子，因此希望在 P 

的某个近似分布 Q 中产生样本，Q称为建议分布或抽样分 

布。重要性抽样在建议分布 Q中采集样本并通过样本的加 

权平均来近似厂(x)的数学期望。 

重要性抽样分为非归一化重要性抽样和归一化重要性抽 

样。因为样本从建议分布 Q中产生，所以需要调整估计值以 

补偿分布不一致产生的不正确抽样带来的误差。从 Q中产 

· R · 

生样本集D一{ 1]，⋯， M])后，非归一化重要性抽样的估 

计值为 
A 

一  1 v Era])k~Es] 1 r q~ YtxL mJ) (28) 一 厂( (28 

其中，因子P( m])／Q(xEm])是f(xEm])项的修正权值，用 

以补偿把 Q当作目标分布引起的误差。可以证明，此估计值 

为无偏估计值 ，估计值的方差随 Q与 P 的差值的增大而增 

加 。 

令 ( )表示 P( )／Q( )，非归一化重要性抽样算法假设 

P已知，然而实际上归一化常量 Z是未知的，P也就未知。因 

此把权值Mx)修改为 

)一 (29) 

所以从 Q中产生样本集 D一{ [1]，⋯， m]}后 ，归一化 

重要性抽样的估计值为 

 ̂ ∑厂( [m])叫( [m]) 
ED( )一 L  — — — —一  (30) 

∑ ( [m]) 

可以证明，该估计值不是无偏的。 

BN中的重要性抽样推理需要先构造其残差网络 BZ一 ， 

即已知观测变量 z∈z，使其 CPD中的观测变量取预先观测 

的值。计算非条件概率时，建议分布 Q可选择为残差网络 

Bz 的概率分布，那么非条件概率的估计值可以通过非归一 

化或归一化重要性抽样计算得到。计算条件概率时，可以使 

用比值似然加权(Likelihood Weighting，LW)算法或归一化似 

然加权算法。比值 Lw 可以估计单个特定事件 Y的条件概率 

P(y J e)，对 P(y，P)／P(e)的分子和分母分别使用未归一化重 

要性抽样算法，用 P(Y，P)／P(P)来计算条件概率 P(Y}P)的 

值。而归一化 Lw 可以估计某个变量集 Y的条件概率分布 

P(1，l e)，其目标分布为 P(x)一 (xl P)，但并不直接从P(x) 
一 P (xl e)中抽样，而是对 PB(x，P)使用归一化重要性抽样 

估计 P(x)=PB(x，e)，从而计算出条件概率分布 P(x)一PB 

(xf e)的估计值。 

由残差网络得到的建议分布并不是最优建议分布，还可 

以使用其他的建议分布，如反向重要性抽样算法使用子节点 

的似然概率来对证据变量的父节点进行抽样；也可以在已知 

样本组合或某些父节点或子节点的观察值时，对变量值抽样； 

还可以考虑混合方法，利用某种全局近似推理算法(如变分近 

似推理)构造出建议分布。 

为了解决概率图模型中重要性抽样过程产生大量零权值 

样本的问题，文献[91]提出抽样搜索方法，把系统回溯搜索与 

蒙特卡洛抽样结合起来，很好地解决了零权值样本的拒绝问 

题。而文献[92]提出了 AND／OR重要性抽样，可有效降低样 

本均值的方差。目前，重要性抽样在贝叶斯网络中的应用有 

多种变型，如自重要性抽样(Self Importance Sampling)、启发 

式重要性抽样、自适应重要性抽样 、动态重要性抽样 和 

证据预传播重要性抽样算法[95,96]。 

5．3 MCMC算法 

MCMC算法l_2 的基本思想是根据原概率图模型构造马 

尔可夫链，通过迭代和混合使马尔可夫链收敛至平稳分布，其 

平稳分布十分接近于原概率图模型的真实后验分布，然后从 

平稳分布中抽样计算估计值。 

马尔可夫链是通过状态空间 R(x)和转换模型来定义 



的，马尔可夫链的状态节点为变量 x的可能取值 ，转换模型 

为从状态 X到 的概率 丁( — )。概率图模型的推理中只 

使用具有唯一平稳分布的马尔可夫链。要保证有唯一平稳分 

布 ，马尔可夫链需要满足各态遍历性，这等价于马尔可夫链满 

足正则性 ，即存在某个数 k，使得对所有状态 ， ∈R(x)，在 

k步时从 到 的概率大于 0。而保证正则性的充分非必要 

条件有两个 ：(1)在状态图中存在从任意状态到任意其它状态 

的正概率路径；(2)对每个状态 ，从 到 的自回路转换概 

率为正。 

在进行 MCMC推理前，必须先根据原概率图模型构造出 

满足正则性与具有唯一平稳分布的马尔可夫链。吉布斯抽样 

可构造出在特定假设下的马尔可夫链，但其限制很多。而 

Metropolis—Hastings(MH)算法~97,98]能构造出可逆马尔可夫 

链，吉布斯抽样只是其一个特例。最近，文献[99]提出的自适 

应独立 MH方法可快速可靠地实现马尔可夫链的构造。而 

文献[100]综述了 MH方法的计算复杂性的相关研究结果。 

采集样本前 ，需要让马尔可夫链迭代混合收敛至平稳分 

布 ，然后再从 中采集样本。该过程的主要问题是如何确 

定混合时间[1⋯ ，即采集第一个样本时所经过的步数 。确定 

马尔可夫链混合时间的紧致界的方法有多种：可以基于马尔 

可夫链中状态之间的转换矩阵的分析，但是需要对指数数量 

的状态进行详细穷举，计算量大；更常用的方法是使用各类启 

发式方法估计轨迹的混合程度。 

令 ，⋯， 表示混合阶段，混合完成后从平稳分布中采 

集 M个样本 D一{xE8，⋯，x F-M~}，对 一1，⋯，M 有xEm]一 

。 若 x 州’从 7c中抽样得到 ，则 D中所有样本都是从 

中抽样得到，概率分布估计值为 
 ̂ 1 M 

ED( )一 ∑f(xEml，e) (31) 
⋯ m  1 

该期望为 E ，Ef(x，e)]的无偏估计值。 

但是，由实际概率图模型推导出来的马尔可夫链通常具 

有多模态的后验分布 ，各模态之问的混合速度非常慢。为了 

加快收敛速度，一般根据后验分布的性质，引入适合该状态空 

间的步长更宽的转换模型，使得链可在模态之间更快速地移 

动。除了令步长更宽外，还有多种方法可以加快收敛速度，如 

块吉布斯法(Block Gibbs Approach)和模拟退火法(Simulated 

Annealing)等。 

5．4 压缩粒子算法 

压缩粒子_23]就是对网络变量的某个子集进行局部赋值， 

而其它变量采用解析表达式表示概率分布。把变量集 x分 

为两个子集： ，其取值定义粒子； ，其概率分布采用解析 

表达式表示。那么压缩粒子由实例 ∈R(x)和分布 P( 

，P)的某个表达式组成。后验分布 P( ， l e)的密度函数 

厂( )的期望估计值为： 

Ep(咖)[，( )] 

一 ∑ P( ☆，Xd Ie)f(xp，Xd，e) 
x。’xd 

一 ∑P(Xpl P)∑P(勋IXp，e)f(xp，均，e) 
P xd 

一 ∑P( l P)( I )Ef(xp，Xd，e)1) (32) 

可以把分布 P(Xa 1 ，P)显式表达为一个概率 图模型， 

使用混合方法来进行推理，即先从 中产生样本 x ，然后在 

已知 的情况下对 x 进行精确推理。重要性抽样_l ]和 

MCMC算法[1 都可扩展到压缩粒子的情况。文献[-1041提 

出的一种新的贝叶斯网络压缩抽样算法，能加速收敛过程。 

5．5 确定性搜索算法 

确定性搜索算法_2 ]对高概率发生状态进行显式搜索，以 

非随机规则产生某个样本集 D：{ 12，⋯， M]}，然后只利 

用这些样本来近似联合概率分布 P，而忽略其它的样本。如 

果这些样本覆盖联合概率分布的主要部分，则可以得到联合 

概率分布的合理近似表示，P( )的估计值为 

∑M
．

1{ ]一 }p( m]) (33) 

这里通过概率对粒子进行加权。由于采样过程有可能不 

产生 (z>一 的某些实例，估计值会是有偏的。因此，一般使 

用粒子为事件 Z的未归一化概率来提供上下限估计： 
M  

∑ 1{ [-ml一 )p( m]) 
m — l 

≤P(Z一 ) 
M  

≤(1一∑ 1{ m]≠ }p( ])) (34) 

同样，可以给出概率查询 P(yl P)一P(j，，P)／P(e)的上下 

限，先分别获得分子和分母的上下限，分子的下限和分母的上 

限共同给出了其比值的下限估计，而分子的上限和分母的下 

限共同给出了其 比值的上限估计。 

6 MAP推理 

MAP查询就是求非证据变量集的最有可能取值。边际 

MAP查询就是求某个变量子集的最有可能取值，而对其它变 

量进行边际化运算。处理 MAP查询需要把联合概率分布写 

为因子的乘积，且需考虑由因子集 中定义的分布 P (x)和未 

归一化测度 。MAP查询需要计算 
1 一 

一arg maxP ( )一arg max—号P ( 
∈ f 

= argm
．

axP ( ) (35) 

因此 ，MAP推理包含最大化运算和乘积运算 。由最大化 

运算得到的边际分布称为最大化一边际分布。 

边际 MAP问题类似于 MAP任务，需要求出边际概率最 

大的取值。把 x分为两个不相交子集，X=YUw，边际 MAP 

查询可表示为 

一arg maxP ( )=arg max~P~( ，w) (36) 

因此 ，边际 MAP问题同时包含乘积、求和与最大化运 

算 ，这使得该任务无论在理论上还是在实践中都很困难。精 

确推理算法难以处理边际 MAP，而 MAP查询的许多近似方 

法也不能简单推广到边际 MAP情况中。边际 MAP任务的 

最有效近似方法是对取值 j，使用启发式搜索，同时在内回路 

的w上进行某种(精确或近似)和积推理。 

概率查询的推理算法通常都可推广到 MAP推理情况 

中。目前 ，MAP推理 比较常用的算法主要有以下 6种：最大 

化一乘积 VE算法、最大化一乘积团树算法、最大化一乘积 CGBP 

算法、线性优化算法、图割算法和局部搜索算法。与概率查询 

的推理算法类似，最大化一乘积 VE算法、最大化一乘积团树算 

法、最大化一乘积CGBP算法是基于消息传递的算法。线性优 

化算法是 目前 MAP推理的热门研究方向，把 MAP问题表述 

为线性规划问题，求解其对偶问题即可得近似解。图割算法主 

要应用在马尔可夫随机场中，在特定情况下，运算速度 比其他 

算法要快。局部搜索算法可以有效地解决边际 MAP问题。 

· 9 ‘ 



6．1 最大化一乘积 VE算法、最大化一乘积团树算法、最大化一 

乘积 CGBP算法 

最大化一乘积 VE算法、最大化一乘积团树算法与最大化一 

乘积 CGBP算法『2I]分别是前面介绍的 VE算法、团树算法和 

CGBP算法的简单推广 ，把求和运算替换为最大化运算，并引 

入回溯过程来计算 MAP取值。这 3种算法大致可分为两个 

阶段：f1)使用消元过程或者团树和聚类图中的消息传递过 

程，计算 x中所有变量的精确或近似最大化一边际分布集；(2) 

利用最大化一边际分布集构造所有变量的最有可能联合取值， 

该过程称为解码。最大化一边际分布可以求解单个变量的局 

部优化问题组成的全局优化问题，构造联合取值来局部优化 

每个信任。如果可以构造出这样一个取值，可以保证其强局 

部最优性甚至全局最优性。 

最大化一乘积 VE算法只返回最后一个消元变量的最大 

化一边际分布，因此只能确定该变量的取值，然后利用回溯过 

程来逐一选择其它变量的取值。而最大化一乘积团树算法则 

返回所有变量的最大化一边际分布，当校准节点信任之间不存 

在联系时，可以分别局部优化每个变量的取值来求 出唯一 

MAP取值。最大化一乘积 CGBP通常把最大化一乘积校准聚 

类图转换成离散取值约束满足问题(Constraint Satisfaction 

Problem，CSP)，运行某种 CSP算法l_1 ]得 到局部最优化取 

值。文献[106~把 MAP查询转化为成加权 CSP，使得可以采 

用 目前最先进的加权 CSP算法来求解 MAP查询问题 ，并提 

出了两两关系分解技术来简化网络。 

6．2 线性优化算法 

基本 MAP问题可作为整数值变量集上的整数线性规划 

问题E ，其中目标函数和约束空间都是线性的。求解整数线 

性规划是 NP难的，所以一般采用线性规划松弛，对整数约束 

条件进行松弛，可在多项式时间内求解，并且存在大量有效的 

可求解该问题的算法。当线性规划松弛的界为紧时，优化该 

线性规划(Linear Programming，LP)问题即可 回答 MAP查 

询。当线性规划松弛的界越紧时，优化结果的精度越高，有很 

多研究工作致力于收紧线性规划松弛的界[107,108]。MAP查 

询的线性规划的优化算法可以使用优化理论中的大量算法 ， 

但 目前通常使用能充分利用图结构的方法来优化线性规划的 

对偶问题，如基于块坐标下降的消息传递算法_】 。“]、基于投 

影次梯度上升的算法Il ”]和基于乘子交替方向的算法_1“]。 

6．3 图割算法 

特定二值 MRF问题的 MAP问题可利用简单有效的图 

割算法_2 ]来求解最优问题。不管底层图模型的结构复杂 

性如何 ，该算法总能保证在多项式时间内返回最优解。图割 

算法是一种图构造算法，把 MRF的节点集割成两个不相交 

的节点子集 ，分别包含源节点和目标节点，同时使切割成本最 

小，该过程称为最小割(min-cut)。通过构造满足子模性质的 

图，即图中的两两关系能量函数 e (·，·)满足 ￡ (0，0)+ 

(1，1)≤￡ ，(1，O)+e (O，1)，然后运行最小割算法，可以使 

得一个割对应于 x的一个取值 ，而割的成本对应于取值 的 

值 ，从而得到最小成本取值。文献Et16]总结了最小化带有非 

子模项 的二值能量函数时通常使用的图割方法 。而文献 

E1171提出一种适用于高阶 MRF的图割算法，每一步都同时 

考虑能量函数中的多个项，在理论和实验中都获得了很好的 

效果。 

· 】O · 

当变量为非二值变量时，不能再使用图构造法来求解最 

优值。一种有效的方法是采用贪婪爬山算法，其每一步都包 

含简化问题的全局最优解。该算法有 3种常用的步长寻优过 

程：alpha扩充、alpha-beta交替和大范围移动_】”]。这 3种步 

长寻优过程只是搜索空间大小的最优移动不相同，但都可以 

使用最小割算法作为子程序来求解 MAP问题。 

6．4 局部搜索算法 

局部搜索算法E。0_就是在取值空间上搜索变量集的高概 

率取值。处理这种任务的方法可分两类 ：(1)系统方法l1”]，搜 

索取值空间来保证未被考虑的取值不是最优的，从而保证最 

优解。这类方法通常在局部取值空间上搜索，初始化取值为 

空，然后每次 更新 一个变 量，如分 支定 界法 (brance-and- 

bound)。(2)非系统方法，在全取值空间上搜索，对取值进行 

局部修改来提高其变量集的高概率取值分数，不能保证最优 

性，如局部爬山算法 、禁忌搜索(Tabu Search)算法、定向搜索 

(Beam Search)算法和带有随机重启的贪婪爬山算法等。 

局部搜索算法可以很好地解决边际 MAP问题，但是算 

法成本很高，利用动态规划可以大大提高算法的性能 ，如运行 
一 次团树传播来同时计算出搜索中的所有算子的分数，这在 

团树中相当于没有约束消元顺序的算法。 

7 混合网络中的推理 

混合网络是同时包含离散变量和连续变量的网络，其推 

理具有很大的挑战性，如连续变量的因子没有通用的表示形 

式 ，必须为每个 CPD或初始因子选择一个参数分布族。即使 

为每个初始因子都选取相同的参数分布族 ，因子乘积或因子 

边际化后的因子也有可能不属于此参数分布族。另外，边际 

化步骤需要积分运算而不是求和运算，并不是所有函数都是 

可积的，即使函数的积分定义良好，但它也可能没有解析表达 

式的积分，需要使用近似的数值积分法。 

下面先讨论变量全部为连续变量的高斯网络的推理 ，然 

后分析同时包含离散变量和连续变量的混合 网络的推理算 

法，再介绍处理非线性依赖的方法，最后给出非参数的抽样算 

法。这些算法都是专门为图模型而设计的方法，除此之外还 

可使用统计推理中的很多方法，因为连续密度函数的运算是 

统计推理的主要部分。例如，使用连续密度函数的其它表示 

形式的消息传递方法或者使用其他的数值积分法。 

7．1 高斯网络的推理 

高斯网络的所有变量都是连续变量，假设所有局部因子 

都只编码变量线性依赖性 ，CPD表示为线性高斯分布。高斯 

网络的推理一般采用基于消息传递的方法，如 VE算法、团树 

算法或 CGBP算法。 

前面介绍的 VE算法与团树算法都可应用在线性高斯网 

络中，只是因子的表示形式以及因子基本运算的实现稍有改 

变。由于线性高斯 CPD并不是高斯分布，而是条件分布，因 

此算法执行过程中的因子采用正规型(Canonical Form)表示， 

即表示为对数二次型 exp(Q( ))，其中 Q( )为某个二次函 

数。正规型既能表示高斯分布又能表示线性高斯分布。表示 

为正规型的所有因子运算都可在多项式时间内完成。 

CGBP算法中高斯分布采用正规型表示，算法过程与前 

面介绍的 CGBP算法类似，只是因子乘积与边际化运算采用 

正规型表示。当算法收敛时，生成的信任编码了联合分布的 



正确均值，但估计方差比真实方差低_12 。文献[1211提出一 

种松弛高斯 BP算法 ，其可有效降低高斯网络 BP算法的计算 

复杂性和所需存储空间。 

7．2 混合网络的推理 

混合网络的推理_] ]主要讨论比较成熟的条件线性高斯 

(Conditional Linear Gaussian，CI G)网络推理，该网络 中不存 

在父节点为连续变量的离散子节点，所有连续变量的局部概 

率模型都是条件线性高斯 CPD。CI G网络的推理主要使用 

EP算法，推理过程中的因子使用正规表(Canonical Table)来 

表示，融合了连续变量的正规型与离散变量的表格形式。因 

子的乘积运算为混合正规表 ，也就是高斯混合分布(Mixture 

of Gaussians，MoG) ]。而因子的连续边际化运算很简单 ， 

利用连续变量的正规型很容易实现，但是其离散边际化运算 

需要定义为弱边际化运算，利用 M_投影把高斯混合分布近似 

为单个高斯分布。 

CLG网络的推理也可以使用接近精确的团树算法来求 

解 ，通过强三角划分构造具有根节点的有根树，在此有根树上 

运行团树算法。但这种方法在实际中通常不可行，产生的有 

根树通常太大。文献[1233提出的符号消元(Symbolic Varia— 

ble Elimination)算法可实现混合网络的精确推理。 

7．3 处理非线性依赖 

前面把 CPD表示为线性高斯分布，限制变量之间的依赖 

关系是线性的。但在实际应用中，变量之间通常存在非线性 

依赖，例如离散 变量具有连续父节点。此时，不能再使用 

MoG分布表示 ，而是采用截断指数混合(Mixtures of Trun— 

cated Exponentials，MTE)分布_3“ 。消息传递过程的中间 

因子需要使用高斯分布族来表示。为了进行消息的传递，需 

要把聚类簇团势的因子乘积近似为高斯分布，该过程称为线 

性化运算。然后把生成的高斯分布边际化投影到分离集 ， 

上 ，产生近似聚类簇边际分布 r+，，这实际上是 EP算法的执 

行过程。 

线性化运算主要有两种方式 ：泰勒级数展开线性化和数 

值积分矩投影线性化。其中，数值积分矩投影线性化又可以 

分为高斯求积法和无迹变换法(Unscented Transformation)。 

高斯求积法是最精确的，但也是成本最高的。在实际应用中， 

高斯求积法一般应用于精度要求高而维数非常低的情况。这 

它两种方法的成本取决于需要线性化的函数 。当 不可微 

或者没有参数解析表示形式时，不能使用泰勒级数线性化，而 

应采用数值积分矩投影来进行线性化。 

把线性化运算与 EP算法结合，就可以进行非线性依赖 

的混合网络的推理。此时，矩投影只能在具有合法分布的中 

间因子上进行，这极大地约束了聚类图的结构以及消息传递 

的顺序。 

目前，处理含有非线性依赖的混合网络推理的最新方法 

是多项式混合 (Mixtures of Polynomials，MOP)_3 ]方法。相 

比 MTE，MOP能更好地处理连续变量之间的确定性条件依 

赖关系l1 j。 

7．4 抽样近似算法 

如果初始因子不能表示成高斯分布，并且如果这些因子 

是多峰值的，那么把因子近似为高斯分布的效果很差。使用 

半参数或非参数方法可以避免这些不适当的参数假设，如近 

似抽样算法。 

混合网络中最常用的近似抽样方法为重要性抽样_12。 和 

MCMC法，这两种方法只需稍作改变就可以应用在混合网络 

中。当分布的某个局部可以近似为高斯分布时，压缩粒子法 

会更加有效 ，可以避免在高维空间中抽样。还可以把消息传 

递与消息的非参数近似相结合，融合两种方法的优点。 

8 暂态模型中的推理 

DBN是暂态模型中最主要的模型，是 BN在时间轴上的 

展开。暂态模型的推理任务有 4种：(1)滤波，也称为追踪，在 

时刻 t，已知 目前获得的所有观测值 O““ ，计算信任状态 P 

( 。fO“ )；(2)预测，在时刻 t，已知观测值 O“ ，预测时刻 

tI>f时变量(或某个子集)的分布 ；(3)平滑，已知某个更长轨 

线上的所有证据 O“ ，计算 ”的后验概率 P(x“ l O“ )； 

(4)已知证据，求系统的最有可能轨线 ，即 arg maxP( l 
0：n 

O“ )，该任务是 MAP问题的一个实例。本节只介绍追踪任 

务的算法，因为追踪任务的解决方法可以简单地推广到其它 

推理任务中。 

8．1 精确推理 

DBN的精确推理一般先把 DBN的展开，然后使用团树 

算法进行推理。由于 DBN的表示满足马尔可夫独立性假设 ， 

即若对所有 ￡≥0，有( “州’上 “ l “ )，那么概率分布可 

简化为 

P(Z )一百P(Z“州 I)[(f)：“)一lⅡ-- P(Z““ ) (37) 
￡ 0 t一0 

因此，可给出一个递归法则 ，只需保存随时间变化的信任 

状态，而不用一直保存整个网络或者不断增长的观测序列。 

这种递归法则可应用在团树算法的向上传递阶段来求解滤波 

问题，把消息从时间段 0传递到后续时间段。这些消 息表示 

信任状态，即系统状态的当前信任。 

DBN的消息传播实现如下：构造一个两时间段变量上的 

模板团树，然后把时刻 t的消息传递到模板团树中，运行团树 

算法得到时刻 ￡+1的消息，把此消息作为输入消息，重复上 

述步骤。但是，DBN存在耦合现象，即信任状态没有条件独 

立结构，因此无法进行任意形式的因式分解，这使得信任状态 

的表示可能很复杂。 

8．2 近似推理 

当把 DBN看作是 BN的展开并用 BN表示 DBN时，可 

采用 BN所适用的任意近似推理算法。但是，暂态背景中所 

要处理的任务类 型通常需要在任意长并且可能是无界长的时 

间轨线上推理，而且在有限大小 BN中能获得合理误差的近 

似推理算法，有可能在任意大的 DBN中表现不佳。所以， 

DBN中的近似推理算法有 3种专门方法：因式信任状态算 

法、粒子滤波算法和确定性搜索算法。 

因式信任状态算法[38,39]，把消息表示为因子乘积_】 ，利 

用每个时间段中的团树或者聚类图来进行近似消息传播，把 

时刻t的近似信任状态映射到时刻t+1的近似信任状态。在 

求解滤波任务时，该应用甚至比原来的 EP算法还要简单，因 

为不用使用反向消息传递。 

粒子滤波算法的问题是 4。“ ：如果简单地前向传播粒 

子，使用证据来调整其权值，那么粒子的权值会快速地趋向于 

0，使得粒子集与真实状态的相关性很少甚至没有，从而出现 

粒子贫乏问题，使得估计值的方差随时间 t的增大而快速增 
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加。因此，需要引入再抽样步骤_1 ” ，以在去掉不 良样本的 

同时对优良样本进行复制。选择新样本的方法，包括 自举滤 

波器和序列重要性抽样[1。 ，以及使用 MCMC或者其他方法 

来构造产生新样本的建议分布_】 ]。另外，把抽样与某种全 

局推理结合起来的混合方案在 DBN中也非常有效。 

确定性搜索算法E ]寻求能生成高概率取值的粒子集，并 

且该粒子集能一直追踪最有可能的时间轨线。暂态模型的确 

定性搜索一般与压缩粒子算法相结合，在某个变量子集上进 

行搜索 ，而对其它变量进行边际化。这种方法能给出边际 

MAP问题的近似解。 

8．3 混合 DBN的推理 

混合 DBN的推理类似于普通混合网络的推理情况，因此 

可把 DBN的推理算法与混合网络的推理算法相组合 ，来求解 

混合 DBN的推理问题。最常用的组合方式是把粒子滤波方 

法应用在连续或混合网络中。 

在 DBN高斯网络中，可采用基本高斯 BP算法来求解滤 

波问题，这就是卡尔曼滤波器算法。当系统中存在非线性依 

赖时，可使用混合网络中的方法来推导扩展卡尔曼滤波器和 

扩展 Unscented变换滤波器。 

当DBN系统同时包含离散和连续变量时_1 ]，为了避免 

信任状态表示中高斯混合的项数的无限增大，必须控制高斯 

混合项的个数，解决方法分两类：剪枝算法和压缩算法。剪枝 

算法通过丢弃某些高斯分布来减少信任状态中混合分布项的 

个数。压缩算法则把高斯混合划分为若干子集 ，然后把每个 

子集中的所有高斯分布压缩成一个高斯分布。常用的压缩算 

法有 GPB1算法、GPB2算法和交互式多模 型 (Interacting 

Multiple Model，IMM)算法l_4 。这些压缩方法都是使用时间 

轨线中的时间窗长来确定压缩哪些高斯分布，可看作是 EP 

算法的变型，每种算法使用不同的消息近似策略。 

9 概率图模型推理的最新研究进展 

9．1 变分推理算法及其变种 

针对一般的变分推理算法只实现特定模型上的推理的问 

题 ，文献1,134]把 目标函数的导数作为变分近似的期望，从变 

分近似抽样得到包含噪声的但却是无偏的梯度值，用梯度值 

更新模型的参数值；另外，对于每一个样本，噪声梯度的求解 

需要计算观察样本和抽样变量的联合分布、变分分布和变分 

分布取对数后的梯度 ；而且对于任意类型的变分分布，变分分 

布取对数后的梯度和抽样方法可被多个模型重复使用，从而 

实现了黑箱变分推理(Black box variational inference)。文献 

1-135]针对相关主题模 型(correlated topic mode1)、贝叶斯逻 

辑斯蒂回归模型(Bayesian logistic regression mode1)和层次 

贝叶斯逻辑斯蒂回归模型 (hierarchical Bayesian logistic re— 

gression mode1)等非共轭模型，提出了基于坐标上升优化迭 

代过程的拉普拉斯变分推理和 delta变分推理，它们属于平均 

场变分近似推理算法。文献1,136]．1]用变分近似算法，将图模 

型的联合概率分布的熵分解为图模型变量子集边际分布上的 

熵之和，利用熵函数的次模特性，得到最大次模函数的凸变分 

近似问题，但该方法仅适用于有向图模型且最大次模 函数问 

题硬度很高，而且凸变分近似也不一定紧。 

9．2 提升推理算法及其变种 

提升推理(1ifted inference)算法利用模型关系结构的对 
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称性解决关系统计模型过于复杂而无法实现推理的问题，但 

提升推理算法只适用于无条件概率下的关 系模 型。文献 

[-137，138]指出在一元证据(unary evidence)下提升推理算法 

的复杂度是多项式时间的(polynomial time)，并且提升推理 

算法可应用于此情形。文献[-139]指出在二元证据 (binary 

evidence)下提升推理算法是 #P困难的(#P—hard)，需要通 

过低布尔秩矩阵(1ow Boolean rank matrix)对二元证据进行 

近似，从而保持模型的对称性，使得提升推理算法可高效执 

行。文献[-1403把相似的对象作为一组，即看作同一个对象， 

构造粗粒度的提升近似网络，从而减少网络构造时间。实验 

显示该方法只是稍微牺牲了进度却极大地改进了推理效率。 

9．3 基于概率程序的推理及其变种 

概率程序 (probabilistic programs)有命 令式 (impera— 

tive)、函数式(functiona1)和逻辑式(1ogic)语言。概率图模型 

可用概率程序来表示，例如贝叶斯网络能用无循环的概率程 

序表示，马尔科夫链能用有循环的概率程序表示，利用概率程 

序可实现有效的推理l】 。文献[143]利用概率程序进行 

推理，并且设计了有效的 MCMC核，使得推理速度得到极大 

提升。另外，随机逻辑程序(stochastic logic programs，SLPs) 

可看作是非确定性概率程序，文献[-144]基于随机逻辑程序提 

出了一种叫做 ProPPR(Programming with Personalized Pag— 

eRank)的概率程序，由于其局部查询技术不依赖于问题的大 

小 ，通过对相互关联的谓词打分，可对上百万个输入的知识库 

实现有效推理，实验结果显示其能够学习上百个句子 ，快于马 

尔科夫逻辑 网(Markov logic networks)，而且允许句子出现 

递归关系。ProbLog是一种概率逻辑程序(Probabilistic Log— 

ic Programming，PI P)，文献 [145]中提 出了一种 MCMC 

(Markov Chain Monte Carlo，MCMC)算法来对ProbLog查询 

的条件概率进行推理。文献1,1463提出了一种 自适应的 MC— 

MC算法对概率逻辑程序查询的条件概率进行近似推理。文 

献[147]利用概率图模型的推理技术，通过附加权布尔公式 

(weighted Boolean formula)来实现概率逻辑程序推理，并给 

出了概率逻辑程序、概率图模型和统计关系学习之间的联系。 

9．4 关于特殊数据的推理 

文献1,148]针对噪声聚合数据，诸如列联表数据或计数数 

据上的集合图模型(collective graphical models)，提出期望最 

大近似边际推理算法。文献[-149]考虑具有一致先验(con— 

sensus priors)的多个异构信息源的重构问题，为了集成异构 

的信息源，假定外部信息源具有高度相关性，提出了隐因式分 

解模型，该模型能够重构作为共同信息源的隐变量。当数据 

出现非随机缺失时，文献1-15o]提出了缺失值图(Missingness 

Graphs)，并讨论了关系一致性估计问题，给出了缺失值可重 

构的条件。众所周知，高斯马尔科夫网和关系马尔科夫网分 

别适用于连续空间推理和离散标签空间上的推理，文献[151] 

针对该问题进行了推广，提出了基于 copulas理论的隐关系模 

型，该模型能够在实现离散空间推理的同时引入连续空间的 

关系依赖模型。文献[152]把部分观测马尔科夫决策过程 

(Partially Observable Markov Decision Processes，POMDP)视 

为动态贝叶斯网模型上的边际最大后验推理，利用对偶表示 

得到贝叶斯变分近似上界，设计混合消息传播算法(hybrid 

message-passing algorithms)来求解与部分观测马尔科夫决 

策过程等价的动态贝叶斯网模型的近似变分边际最大后验推 

理问题。 



9．5 推理方法在计算机视觉上的应用 

现代马尔科夫随机场模型在图像处理中的应用通常考虑 

存在高阶相互作用的情形，在该情形下图中节点之间具有灵 

活的连接结构，而且不同的节点变量上具有很大的标签个数。 

文献~153]讨论了因子阶数达到 300、近邻数达 27个之多的 

稠密连接和空间上非一致连接的高阶马尔科夫随机场模型； 

对于图像分类个数未知的基于划分的超像素模型，文献[1531 

还通过实验 比较 了多 面体组 合优化算法 (Polyhedral and 

Combinatorial Methods)、消息传 播算 法 (Message Passing 

Methods)和最大流标签轮换算法，实验结果表明，对于小到 

中等规模的问题，整数规划割平面和分支定界能够提供最优 

解，速度也较快；而对于大规模问题，最大流标签轮换算法更 

有效而且精度更高。文献[154]讨论了特殊的应用场景下的 

概率图模型推理算法的构造，如视频序列，通过连接临近的帧 

中的图像块构造暂态树结构(temporal tree structure)，执行 

精确的推理，并用环信任传播算法(1oopy belief propagation 

algorithm)对帧标签平滑，用随机决策森林半监督训练估计视 

频序列像素的类标签。文献E155]N用了基于离散马尔科夫 

随机场结构特性和部分最优化方法，能够求解具有 2048× 

2048网格的广义 Potts模型(Potts models)，用时少于 90秒。 

9．6 其它推理方法 

文献E156]将随机最优化算法应用于平均场变分推理 

(mean-field variational inference)、概率主题模型(probabilistic 

topic models)、隐狄氏分配(1atent Dirichlet allocation)和层次 

狄氏过程主题模型 (hierarchical Dirichlet process topic mo- 

de1)，可对上百万个文本进行处理。文献E157]把隐狄氏分配 

表示为马尔科夫随机场中的因子图，用有环信任传播算法 

(1oopy belief propagation algorithm)进行推理，在基于 LDA 

的主题模型的变种如作者一主题模型(Author-Topic Models， 

ATM)和关系主题模型(Relational Topic Models，RTM)上实 

现了因子图表示上的推理。文献[158]使用对数线性稀疏化 

模型实现了带边际分布等式约束的嵌套马尔科夫模型(nes— 

ted Markov mode1)上的推理。文献E159]针对多层连续隐变 

量贝叶斯网，构造了辅助贝叶斯网，通过定义适当的生成函数 

和辅助隐变量来产生辅助概率密度函数，因为在给定父节点 

和独立辅助变量集情况下连续隐变量为条件确定的且隐变量 

具有很大的马尔可夫覆盖(Markov blanket)，从而导致非常 

快的基于梯度的推理。文献E16o]针对具有高阶势的图模型， 

引入辅助变量得到更紧的线性规划放松 (tighter linear pro— 

gram relaxations)，从而得到更精确的推理结果。文献[161] 

对于图模型联合分布的析取范式(Disjunctive Normal Form， 

DNF)作为查询条件的近似推理问题，给出了近似边际推理 

(approximate marginal inference)算法，从而推广了仅局限于 

简单边际查询的经典推理技术。另外。由于现在遇到的问题 

的规模很大，现有推理算法效率有限，文献[162—164]提出了 

各种并行推理(parallel inference)语言，其极大地提高了推理 

效率。 

1O 概率图模型推理的研究趋势 

国内外学者对概率图模型推理做了大量研究工作，概率 

图模型的推理方法已经取得一定的进展。虽然概率图模型已 

在多个领域成功应用，但其推理算法仍存在许多问题有待解 

决。本节给出概率图模型推理方法的一些未来可能的研究方 

向。 

10．1 变分近似推理优化算法 

进一步改善变分近似推理算法，有 3个主要方面值得尝 

试：(1)对于用于变分推理的 目标函数，如何找到更紧的目标 

函数的上界或下界近似能量泛函，需要更精细的研究 。在这 

方面，可以借鉴各种受控不等式理论_】 ，也可以分别使用上 

界近似能量泛函和下界近似能量泛函推理，最后组合两者的 

结果可能得到更准确的推理结果；(2)关于变分近似推理的约 

束空间，选择更紧的约束空 间的松 弛边界 ，如增加高阶约 

束口娲]，也可提高变分近似精度，但高阶约束必然带来计算复 

杂度的增加，需要寻求兼顾精度和计算量的最优高阶约束 ； 

(3)对于变分近似推理的优化算法，可研究能充分利用图结构 

内部特性的特定优化算法 ，使优化算法收敛速度加快。 

变分近似推理本质上是在求解非线性泛函方程或非线性 

泛函不等式，非线性泛函分析理论中与变分法相并行的理论 

如非扩张映射E吲 、单调算子理论_1。8_等也可以用于对能量泛 

函优化问题的求解。 

10．2 变分推理算法收敛性与近似精度的研究 

CGBP算法与 EP算法在不动点方程迭代的过程中，不能 

保证每一次迭代都能使 目标 函数单调增加，而且收敛后得到 

的不动点的最优性与唯一性也没有理论上的分析证明。可以 

将有限样本非渐进经验过程理论_1 9_和临界点理论[”。]引入 

概率图模型的推理分析中，用于理论分析变分推理算法解的 

存在性、唯一性和收敛性。 

变分近似推理算法缺乏近似精度的理论研究，这是由于 

近似精度对网络结构和参数的变化比较敏感 。后续研究可针 

对某些特定网络来详细分析近似精度，如 Ising模型、高斯模 

型、隐马尔可夫模型的近似精度分析等。 

1Q．3 抽样推理的理论分析 

归一化重要性抽样获得特定估计值所需的样本数并没有 

形式化的理论分析，多数情况下都是预置一个似乎足够大的 

抽样个数，或者利用算法迭代过程中目前产生的粒子的总权 

值来指导后续粒子的产生，但这些方法在很多情况下不适用 ， 

会出现早熟和粒子贫乏问题。最近，非概率图模型的保证错 

误概率上下界E 方面的研究工作非常活跃，建立具有错误 

概率上下界保证的推理算法理论是一个值得探讨的问题。 

另外，MCMC推理方法的应用还有很多方面需要进行详 

细的理论分析，如建议分布的选择、运行所需的链数、评价混 

合程度的度量标准、保证样本相互独立的间隔的确定等。 

l0．4 MAP推理的线性优化算法问题 

MAP推理的线性优化算法还存在有待进一步研究的问 

题 ：能否给出最大化一乘积 CGBP与原始 LP的对偶问题之间 

的联系?能否构建更好的方法来直接求解 LP或者其对偶问 

题?即使推导的再参数化表示没有局部一致的联合取值，能 

否仍然可以利用各种启发式方法构造出一个取值?对于这些 

问题的思考，必将搞清 MAP推理的线性优化算法机理。 

1 0．5 DBN推理算法在非齐次过程上的扩展 

目前 DBN的推理算法都是假设不同时间段的近似结构 

是相同的，所以固定的近似结构可以适用于所有时间段。但 

是 ，在实际应用中，有很多动态过程不是齐次的，不同时间段 

具有不同的随机特性，这就需要根据时间段的不同而动态地 
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采用不同的近似结构，因此需要开发 自适应近似结构选择准 

则，不同的时间段使用不同的近似结构。该问题还有待解决。 

结束语 概率图模型是不确定性推理体系的一种有效工 

具，正吸引各领域学者投入更多的研究。本文根据不同的网 

络结构和不同的查询问题类型综述了概率图模型的多种推理 

算法，梳理了 BN和 MN中概率查询的精确推理与近似推理 

算法，还专门讨论 了解决 MAP查询的多种常用推理算法。 

BN和MN中的大多数推理算法都可推广到混合网络和暂态 

网络中，本文也概述了混合网络与暂态网络的推理方法，最后 

给出了概率图模型推理方法的未来研究趋势。概率图模型是 

不确定性推理的一种强有力工具，在人工智能和机器学习领 

域势必 日益重要。概率图模型应时刻结合相关领域出现的新 

理论新技术 ，不断完善自身体系，以便更好地在实际领域中应 

用 。 
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具体来说，正弦函数与余弦函数自变量的取值范围为[O， 

27【]，划分的子 区间的个数为 400，即每个子区间为 Ei(2 ／ 

40o)，( +1)(2~／400)]，i一0，⋯，399。测试结果分别如图 1 

(a)和图 1(b)所示。指数函数的测试范围为[一10，Jo]，分割 

成 200段小区间，误差结果如图 1(c)所示，为图示效果，纵坐 

标为取自然对数之后的值。对数函数的测试范围为[0， 

5000]，分割成 5000段小区间，测试结果如图 1(d)所示。 

从测试结果可以看出，尽管对于同一个函数 ，若自变量取 

值不同，误差界也是不同的。三角函数是一个周期函数，误差 

的变也呈现出周期变化的趋势。正弦函数的误差界在 0到 

／4区间内逐渐增大 ，在 ／4到 3n／4区间达到峰值，而在 3 ／ 

4到 7【区间内误差界又逐渐减小；指数函数 的误差界随着 自 

变量的增大而增大 ；对数函数误差界的变化呈现跳跃阶梯状 ， 

在 0到 1区间误差界变化平缓，到达临界点 1时误差界发生 

跳变，在临界点 3000处再一次发生跳变。 

结束语 本文针对 GNU下初等函数的实现进行误差分 

析，得到一个理论误差界，基于此可得到一个理论上的区间赋 

值。由于理论分析比较精妙，需要较多的数学知识 ，对于更一 

般的数值程序，要追踪每一步的误差非常困难 。相比之下，区 

间算术能避免理论分析的复杂性 ，对函数进行可验证赋值，并 

给出函数的误差界，主要工作在于把浮点程序改写成区间程 

序。目前我们已经完成了初等函数的可验证赋值及数值误差 

界的计算，除本文提到的 4个函数，还包括反三角函数、正切 

函数、双曲函数等。但是，如果待分析和赋值的函数或数值程 

序的运算(特别是乘除运算)次数较多，就会导致得到的区间 

宽度太大而难以接受，在这种情况下，需要结合区间的精化等 

更为精妙的技术。 
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