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无限论域上粗糙集的拓扑结构 
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摘 要 讨论了当论域不限制是有限集时满足自反 、传递关系的广义近似空间中的近似算予的拓扑结构；证明了论域 

上满足 自反、传递关系的集合与其上所有的拓扑的集合是一一对应的；指出了该拓扑空间的拓扑基。 
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Abstract W e investigated the topological structure of approximation operators satisfied reflexive and transitive rela— 

tions on the universe which is not restricted to be finit．It was proved that there is a on~-to-one correspondence between 

the set of all reflexive and transitive relations and the set of all topologies．It gave the base of topological space． 
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波兰数学家 Pawlak于 1982年l_】]提出的粗糙集理论，是 

继 Zadeh的模糊集理论之后处理不确定性概念的又一新的数 

学工具l_】。]。粗糙集概念刚提出来就得到了包括 Zadeh在内 

的许多学者的肯定和高度重视。Zadeh还把它列入他新提倡 

的软计算的基础理论之中。经过二十多年的发展，粗糙集理 

论在数据分析和知识发现等领域已经有许多的应用。在理论 

研究方面，人们研究了它的代数结构、格序结构、拓扑结构。 

我们认为 Pawlak正是受了拓扑理论的启发才引入粗糙集这 

一 概念的，因此研究不同粗糙集模型的拓扑结构有利于我们 

利用比较成熟的拓扑理论来解决粗糙集中的问题。我们知 

道，确定性概念和不确定性概念的本质区别是二者有无边界。 

论域中的元素对于确定性的概念是黑白分明、非此即彼的，不 

存在边界 ；而不确定性概念有一个灰色地带，我们称之为边 

界，该区域内的元素对于所讨论的概念来说既属于又不属于。 

拓扑理论告诉我们 ，一个拓扑空间(U， 中的任何一个集合 

X都对应着它的内部i(X)和闭包 c(X)，我们称 内部与闭包 

之间的区域为 X 的边界。据此，Pawlak由论域 U上的等价 

关系定义了一个近似空间A一(u，R)，限定集合的下近似集 

与上近似集。陈德刚等[3]讨论了 Pawlak粗糙集模型的拓扑 

性质；Yao_4 研究了当论域为有限集时满足自反、传递关系的 

粗糙集模型的拓扑结构；对于模糊粗糙集以及模糊粗糙集构 

成的拓扑空间也有大量文献论及r5 。本文讨论当论域不限 

制是有限集时满足自反、传递关系的粗糙集模型的拓扑结构， 

并给出它的拓扑基。 

1 Pawlak粗糙集模型的拓扑结构 

定义 1[11 设 U是一个有限集，称为论域。R是 U上的一 

个等价关系，称 A一(U，R)为 Pawlak近似空间，记为“PAS”。 

Ix3 表示32∈U所在的等价类。对于任意 x u，x关于近 

似空间(U，R)的下近似R(x)与上近似 (x)分别定义为 

R(X)一<xEUI[z X) 

(x)一<xEUIIx3RnxveO) 

显然 

R(X)一U<y∈【，／Rly X) 

R(X)一U<y∈U／RlynX≠D> 

如果 R(X)≠ (X)，那么称X为一个 Pawlak粗糙集，记作(R 

(X)，R(X))。 

在 PAS中，将 U／R中元素的有限并称作 A 的合成集。 

所有合成集所组成的集族记为 Com(A)，即 

Corn(A)一{XcUl VIz∈X，[ R X) 

定义 2 设 A一(U，R)是一个 PAS空问，对于任意 X 

U，X关于近似空间(U，R)的下近似R(X)与上近似 (X)分别 

定义为 

R(X)一U<G X；G∈Corn(A)> 

R(X)一n<G X；G∈Com(A)> 

在 PAS中，将[z 称作“砖块”。Cam(A)中的元素是由 

砖块粘成的，将粘成后的砖块称为“方块”。那么，从定义 2可 

以看出，下近似R(X)是含于 X的“方块”之并或者说含于 X 

的最大“方块”；上近似 (X)是包含 X的“方块”之交或者说 

是包含 X的最小“方块”。 

定理 1[ 在PAS中，定义1与定义2中的上、下近似是 

等价的。 

定理2[ ] 设A一(【，，R)为Pawlak近似空间，则(U，Corn 

(A))是一个拓扑空间，B一([x] I ∈U}是 Cam (A)的一个 
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基，并且拓扑Corn(A)中的每个集合既是开集又是闭集。 

由定理2可知，拓扑空间(U，Com(A))中的任意集合 x 

的内部i(x)就是X的下近似R(X)；其闭包 c(X)就是 X的 

上近f以R(X)；X的边界就是粗糙集(R(X)， (x))的边界。 

定理 3E3] 设(U，丁)是一个有开划分的拓扑空间，且该 

划分是它的一个基，则存在一个等价关系R，使(U，T)一(u， 

Corn(A))。 

定理4 设 r是U=上所有等价关系的集合，∑是u上所 

有具有开划分的拓扑空间的集合，则 r与∑是同势的。 

证明：由定理 2和定理 3可得。 

2 广义粗糙集模型和拓扑空间 

本小节试图将上一小节的结论推广至广义粗糙集模型。 

定义 3c” 设 【，是一个集合，称为论域。R是 U上的一 

个二元关系，称A一(U，R)为广义近似空间，记为“GAS”。对 

于Vz∈U而言，R (z)一{yEUI(z， )∈R)称为 z关于R的 

右邻域； (z)一{yEU1(3，，z)ER}称为．72关于R的左邻域。 

对于任意 X(三【，，X关于A的上、下近似可定义为 

R(X)一<z∈Ul R ( ) X> 

(X)一<z∈UI R (z)nX≠D) 

显然，若R为等价关系，则R ( )一[z]R，我们将R(z) 

称为GAS的“砖块”。故GAS中的上、下近似算子是PAS中 

上、下近似算子概念的推广。 

定义 4 设 A一(U，R)是一个广义近似空间，X U，如果 

X满足 

Vz∈X，R (z) X 

则称 X是右合成集。论域 U上所有右合成集所组成的集族 

记为 ，即 

=<X U1 Vz∈X，R (z) X> 

同理可定义左合成集族 即 

Rj-={x UI Vz∈X，R (z) X) 

、 是由“砖块”粘成的“大块”的集合。 

注意：与 PAS中不同的是，在 GAS中不是所有的“砖块” 

都可以粘成“大块”的。 

定理 5 设 A一(U，R)是一个广义近似空间，则 是 U 

上的一个拓扑。 

证明：(1)显然 D，U∈ 。 

(2)设 A，B∈ ，若 ：rE(AnB)，则 ：tEA且 ∈B；从而 

R(z) A，R ( ) B，因此 R ( ) (AnB)，故 (AnB)∈ 

。  

(3)设 {A ；iE I)∈ ，由 z∈UA 可得 j i0∈I，使得 

xEAfn U ，因此 R ( ) A UA ，所以UA ∈ 。 

由(1)一(3)可知 是 u上的一个拓扑。同理可证，R 

也是 U上的一个拓扑。 

定理 6 设 A一(U，R)是一个广义近似空间， 与R 是 
一 对互余的拓扑。 

证明：设 XE ，下面证明 ∈R Vz∈ ，假设 R 

(z) ，那么有 Rp(2)nX≠D，因此 j6∈X且 b∈Rp(z)， 

即 6∈X且 bRz。即 6∈X，2∈R (6) X。这与 zE 矛 

盾。所以，Xc∈R 同理可证 ，若 X∈ 则 ∈ 。因此， 

与R 是一对互余的拓扑。 

由定理 6可知，当A一(U，R)为 PAS时， 一R ={X 

Ul Vz∈X，[z]RCX)，即其上的每一个闭集同时也是开集。 

定义5 设A一(U，R)是一个广义近似空间，X U，X关 

于A的上、下近似分别定义为 

aprR(X)=U<G X；G∈ > 

aprR(X)=n{H X；H∈RJ} 

显然，aprR(X)是含于 X的 “大块”之并，即含于 X的 

最大开集 ，对拓扑空间 来说即是 X的内部，即n户 (X)一i 

(X)~aprR(X)是包含 X的R “大块”之交，即包含 X 的最小 

闭集，对拓扑空间 来说即是 X 的闭包 ，即 aprR(X)一C 

(X) 显然，X是开集当且仅 当apr (X)一X；X是闭集当且 

仅当aprR(X)：X。 

不难证明，当A一(U，R)为PAS时，定义3与定义5是等 

价的。而当A一(U，R)是GAS时，定义 3与定义 5是不等价 

的。 

例 1 设 U一{盘，b，f，d，e}，R一{(口，口)，(盘， )，(b，f)，(6， 

d)，(c，e)，( ，n)，( ， )，( ， )}，贝0R (口)一R ( )一{a，e)，R 

(6)={C，d}，R (f)一R (P)一{e)，因此 

一 {U，D，{e}，{a，e)，{a，d，e}，{a，c，d，e}} 

R {U， ，{b)，{b，C}，{b，C，d)，{a，b，C，d)} 

设 X一{b，C)，则 n r尺(X)=D，aprR(X)一{b，C}，而R 

(X)一D，R(X)一 {b}。 

引理 1 设A一(U，R)是一个广义近似空间，如果二元关 

系 R满足传递性，那么对 V ∈U，有 R( )∈ 。 

证明：VyER( )，有(z， )∈R；若 zER( )，则 (Y， )∈ 

兄 由R的传递性知，(z， )∈R，因此 ∈R(z)。所以，R( ) 

R( )，这就证明了R (z)∈ 。 

同理可证，当二元关系 R满足传递性时，Vz∈U，有 

(z) R 

推论 1 当二元关系 R满足传递性时，{R (z)；z∈U}是 

拓扑 的一个基。 

定理 7 当R满足自反性与传递性时，定义 3与定义 5 

是等价的。 

证明：首先，由R的 自反性知 R(X) X。其次，R(X)是 

含于 X的开集。这是因为V ∈U，由自反性有 z∈足 (z)，所 

以{ ∈U；R (z) X) U{R ( )；R (z) X}。另一方面， 

VyE U{R (sc)；R (z) X)， z，R ( ) X，使得 y∈R 

( )。又由R的传递性有R ( ) x；所以，y∈{ ；R (z) 

X}；因此 

U{R( )；R(z) X) { ∈U；R (z) X} 

所以，R( )={z∈U；R ( ) 三X}一U{R (z)；R (z) X}；R 

( )是含于 X的开集。 

再次，VG X，G∈ 有 Vz∈G，R (z) X，因此 ∈R 

(X)，所以 G R(X)。综上所述，R(X)是含于 X 的最大开 

集。即 

R(X)一d声 (X)=U{G X；GE ) 

同理可证R(X)=aprR(X)一n{H X；HER乃。因此，定义 

3与定义 5是等价的。 

由定理7知道，对于论域U上任意一个满足自反、传递 

的二元关系 R，一定存在一个拓扑空间(U， )，且该拓扑空 

间中的内部算子正好就是下近似算子，其闭包算子正好就是 

上近似算子。 

定理8 设(U，T)是任意一个拓扑空间，则存在一个 U 

上的自反和传递的二元关系R，满足 (u， 一(U， )。 

证明：在 U上定义二元关系 R：xRy~=~x∈C({3J})，显然 

R是白反的。下面证明其传递性。 
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如果 xRy，yRz，那么 xEC({Y))，yEC({z})，所以{y} 

C({ })。由于 C({y})是包含集合 {y}的最小闭集，因此 C 

({y}) C({ })，故 xEC({ })，即 xRz。这就证明了R是传 

递关系。 

综上所述，当U不限制是有限集时，U上的所有拓扑的集 

合与 U上所有满足自反、传递关系的集合之间是一一对应的。 

结束语 本文对加拿大学者 Y．Y．Yao所做的工作进行 

了改进与扩展。Yao研究了当论域为有限集时满足 自反、传 

递关系的粗糙集模型的拓扑结构。本文则讨论了当论域不限 

制是有限集时满足自反、传递关系的广义粗糙集空间中的上、 

下近似算子的拓扑结构；证明了u上满足自反、传递关系的 

集合与u上所有的拓扑的集合是同势的，并指出了该拓扑空 

间的基为{R (z)；xEU}。对于满足自反、对称关系的粗糙集 

模型以及模糊粗糙集模型的拓扑结构，我们将另文讨论。 
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从图 2可以看出，大多数表单都达到了较为理想的拟合 

效果(IS_DWI<O．2或 IS_DWI>O．8)，少部分表单以相对 

粗糙的概率对表单做出了正确识别(O．2<IS—DWI<O．5或 

0．5< IS
— DWI<O．8)。这说明：(1)本文选取的区分指标是 

合理的；(2)本文提出的机器学习方法可以根据这些特征指标 

对表单进行准确分类，特别是在简单深网入口与搜索引擎的 

区分上，达到了令人满意的效果。 

颦  
僻  

扑  

P ● 。’ I 
l ’ 

ll l I 
I_ⅢI 

1 2l 4l 61 8l 101 121 141 161 181 20l 221 241 261 

学习样本 

图 2 学习结果图 

但从图中也可看出，有极个别表单被错误分类 ，通过对这 

些表单进行分析，发现它们都采用了较为特殊的设计，如在 

amazon网站中，允许用户在一个 textarea中输入关于图书的 

搜索信息，而这与论坛表单的特征非常类似 ，致使系统做出了 

错误判断。如何对这部分表单进行识别，进一步完善该算法 

的动态适应性，还需要做进一步研究。 

结束语 不同于以往的基于规则的判定方法，本文从抽 

取深网入口与非深网人口的可区分特征入手，采用机器学习 

的思路，提出了一种利用神经网络进行深网入口自动识别的 

方法，实验证明了该方法的有效性。在下一步研究中，我们拟 

结合考虑表单及所在页面的语义信息，以进一步提高该识别 

方法的准确率。 
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