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摘 要 为了改进 BP网络的收敛速度与连续正交基 网络无法逼近非连续函数的问题，构造了一类基于 V正交基的 

前馈神经网络(简称V正交基网络)，并研究其收敛性条件与伪逆规则。由于V系统是L ([0，13)上的一类完备的正 

交函数系，且FOurier-V级数有较快的收敛速度，因此，V正交基网络有较快的收敛速度，且能有效地逼近一类强间断 

的一元函数。最后，通过仿真实验证明，V正交基网络的收敛速度明显优于传统的 BP网络、小波网络与 Legendre网 

络，特别是逼近一类间断点在二进制有理数处的函数时，其优势更加明显。 
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Abstract In order to solve the problem that the convergence rate of BP network iS not fast。and the neural networks 

with continuous orthogonal basis cannot approximate discontinuous functions，this paper constructed a class of feed-for— 

ward neura1 networks with V orthonormal basis(referred to as V orthogonal network)，and investigated its convergence 

condition and pseudo-inverse rule．For V system is a class of complete orthonormal systems in L2(Eo，1])，and the con— 

vergence rate of Fourier-V series is comparatively fast，the convergence rate of V orthogonal network is also fast，and it 

can effectively approximate a class of discontinuous functions of one variable．The simulation results also show that the 

convergence rate of V orthogonal network is obviously faster than that of BP network，wavelet network and Legendre 

network；if using V orthogonal network to approximate the functions whose breakpoints only appear at dyadic rational， 

its performance of function approximation becomes much better． 
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1 引言 

基于误差反向传播(Back Propagation，BP)算法的前馈神 

经网络被广泛应用到各个科学与工程领域 中，但是 BP神经 

网络的收敛速度慢且易陷入局部极小值点_】]。就这个问题， 

很多学者提出了各种解决方案，主要思路是改进 BP算法本 

身，如：使用启发式信息技术与数值优化技术_1]。另一种做法 

是改进网络结构，用线性无关的基函数作为 BP网络的隐层 

神经元 ，这样可以改善 BP网络收敛速度 ，如小波网络_2 ]、正 

交基网络 ，但是，我们在实验中发现，这类神经网络无法逼 

近间断函数，收敛速度很不理想。而这类神经网络有一个明 

显的特点，即使用连续的基函数作为隐层神经元。一个很自 

然的想法是：使用非连续的基函数作为隐层神经元去逼近非 

连续的函数 ，也许可以获得更加理想的逼近效果。其中常见 

的非连续的基函数有 walsh函数与 Haar函数，用小波的观 

点来看，walsh系与Haar系的逼近阶为 1，它们本身的收敛 

速度慢，因此，用它们构造正交基神经网络当然不是最佳选 

择。本文将使用高次 Haar系(即 V系统)[8]的基函数作为隐 

层神经元，构造一类新的 BP神经网络，并通过仿真实验，发 

现本文所研究的正交基神经网络在逼近一元函数时可得到非 

常理想的逼近效果。 

2 v系统 

2．1 V系统的构造 

V系统由 U系统的函数生成元经过压缩与平移得到，其 

中u系统的函数生成元是由[O，1]区间上的Legendre多项式 

构造得到的[ 。考虑到连贯性，首先简要地介绍 U系统的函 

数生成元的定义。记[O，1]区间上前r个 Legendre多项式为 
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’
， ； ，⋯， ，那么 U系统 的函数生成元 ”， ”，⋯， 

旦 应满足下面 3个条件。 

1)表达式： ”(-z)是以z一÷为分界点的y--1次分段多 

项式 ，愚一0，⋯，r一1； 

2)正交性 ：( “， 』’)一 (i--j)8(k—z)，其 中，k，z∈{0， 

⋯

，r一1} ∈{。，1}， ( )一{ ： ：，(·，·)表示内积； 
3)对称性 ： ”(1--x)一(一1) 口l”( )，其中，k∈{0，1， 

⋯ ，r一1}，xE[o，1]。 

由定义可以构造 r个函数生成元，但并不唯一，若满足文 

献[9]定理1的条件，则可以构造一类特殊性质的函数生成 

元。把函数生成元压缩后，再进行正复制／反复制即可得到 U 

系统的其它基 ；若把函数生成元压缩后，再进行平移即可得到 

V系统的其它基 ，即 

( )一 2J ”(2i1z一愚) 

式中，k=0，1，⋯，2 一1，／=0，1，⋯，r一1 

记 靠为 V系统的第 J( >1)层基，它的第 0层基就是 

Legendre多项式，第 1层基就是函数生成元。如果把所得到 

的基函数按层、生成元的序号、平移量从小到大顺序排列后， 

再用统一的符号 ，n=O，1，⋯表示 ，这样 V系统可以表示为 

{ (z)：n=0，1，⋯ ) (1) 

2．2 V系统的性质 

记 ，~Eany 为函数，的 Fourier-V级数，其中 一(-厂， 

>一l，(z) ( ) 是Fourier-V系数，称S，( )一∑an 

为函数 _厂的 Fourier-V级数的前 n项 的部分和。实际上 ，U 

系统的基可以表示为 V系统的基与 walsh矩阵或倒 Walsh 

矩阵的乘积[1 ，因此，函数集(1)是 L。([O，1])上一组完备的 

标准正交基，即有下面命题成立[8]。 

定理 1 若UE L2([0，1])，则lim ll，一s，( )lI z一0；若 

fEC([O，1])，则lim ll，一Sr(2 )ll 。。一0。 

本质上，r一1次V系统是一类L ([O，1])上分段多项式 

多小波[1 ，比如0次V系统(eP r一1)就是 Haar系，也即[O， 

1]区间上的Haar小波，并且是正交、对称、紧支撑的多项式 

多小波，其逼近阶为 r。 

3 V正交基 网络 

小波网络与正交基网络是基于 BP算法的前馈神经网络 

的变形，反向传播(BP)算法是最小均方(LMS)算法的推广， 

它可以用来训练多层网络，BP算法的本质是最速下降算法的 

近似，与LMS不同的是 BP算法使用链式法则计算各层导 

数_1]。下面考虑用r一1次 V系统的基函数作为BP网络的 

隐层神经元，构造基于BP算法的V正交基网络。 

3．1 网络模型 
+ o。 

假设UE L ([O，1])，由定理 1有 _厂一∑any ，由 Rie— 
n=0 

mann-Lebesgue引理可知：lima 一0，因此 ，-厂可用 Fourier-V 

级数的有限项和来近似表示，即 
n一 1 

∑â (2) 
=̂ 0 

r1 

式中， — I f(x)vk(x)dx。另一方面，系数ak也可以通过 
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BP算法学习获得，这样可以得到对应的网络模型，即 
一

1 

E (3) 
= 0 

式(3)与式(2)唯一不同的是式(3)中权系数是通过学习 

得到，而式(2)中的系数是 Fourier-V系数。由此可以得到一 

个三层结构的 BP神经网络，如图 1所示 ，其中输入层与输出 

层都使用线性函数作为传递函数，而隐层神经元则使用v系 

统的基函数作为激励函数，由于 一1，因此 Vo相当于网络输 

出层的偏置。 

图 1 V正交基网络模型 

3．2 学习算法 

假设训练样本集为{(z ，t )，⋯，(xR，tR)}，tk为 目标值， 
N -- 】 

每次样本学习的输出值为 一 E WnTY (xk)，记每次学习的 

网络输出与目标值之间的误差为 ek—tk一^ ，网络训练的目 

的是通过学习调整权值，使网络输出值与目标值的均方误差 

的数学期望达到最小值，即 

F( )一吉E[(f一，) ] (4) 
达到最小值，X是输入(随机变量)，t是 目标输出，_厂是网络输 

出，E[·]表示数学期望。Widrow-Hoff学习规则的基本思想 

是用第k次的均方误差代替均方误差的期望[ ，即网络训练 
1 

的性能函数可以简化为F一÷ 。假设学习速率为叩，由 
’  

LMS算法，可以得到权值的更新规则 

( +1)一 ( )+微 口 (xk) (5) 

用文献[1]类似的分析方法，由式(4)与式(5)可以得到V 

正交基神经网络收敛时的学习率应满足的条件，即o<rr<z／ 

一 ，其 中 J=【一 为 R 的最大特征值，R—E[ ]，口一 

( (_z) "O1( ) ⋯ 一1(z)) 。 

3．3 权值直接计算 

事实上，用给定的样本训练网络的 目的是寻找适当的权 

值，使得式(4)的值达到最小，由线性回归原理，可以直接导出 

权值计算公式 

甜= (VTV)一 Vrt (6) 

其中， 

训一 ( ⋯ Wn一1) ， 一 (t1 t2 ⋯ tg) 

r )(z1) tn(z1) ⋯ "ON一1(z1)] 

v—l z2 vl(xz “73N．1 l l 
⋯  ⋯  ⋯  ⋯  

I L
VO(XR) Vl(XR) ⋯ *ON一1(XR)J 

这个结果与文献[5—7]的伪逆规则的结果是相同的。虽 

然可以直接计算权值，但是计算一个矩阵的逆矩阵并不是一 

件很容易的事情，因此，在某些实际应用 中，宁可使用 BP网 

络计算权值，也不愿意采用式(6)直接计算权值。 

4 函数逼近的数值实验 

函数逼近是神经网络的一个主要应用 ，也是测试神经网 



络收敛性能的主要手段，下面考虑用 V正交基 网络逼近一元 

连续函数与间断函数，为了验证 V正交基网络的性能，分别 

与传统的BP网络、小波网络 、Legendre网络[阳进行对比。 

4．1 实验条件 

为了便于对比，在网络训练过程 中，设置 目标误差为 0， 

其目的在于：在相同训练次数下，比较 4种网络的逼近性能， 

绘制重构图形与原图形的对比曲线。采用相同的网络结构 

(如图 1所示)，其中隐层神经元数目为 16，学习速率均为0． 

001，并使用相同测试样本与仿真样本。 

在传统的BP网络中，隐层神经元为logsig函数，即 (z)= 

，输入层与输出层的传递函数为线性函数(purelin)，网 

络训练算法为尺度共轭梯度反向传播算法(Scaled Conjugate 

Gradient Backpropagation)，在 Matlab7．0中对应的训练 函数 

为trainscg。小波网络的隐层神经元为高斯函数的导数，即 

( )一一朋一专 ，学 习算法为随机梯度算法 。Legendre网 

络的神经元为[o，1]区间上的Legendre多项式，学习算法为 

LMS算法 。 

V正交基网络的隐层神经元为[0，1]区间上 3次 V系统 

(V-3)的基函数，由文献[9]与式(1)可知，3次 V系统的基函 

数可以统一表示为 

f (z)， n=0，1，2，3 

(z)一 4(z)， n=4，5，6，7 

l~／ (2』 一是)， 竹≥8 

式中， l 号j，k l号J一 ，p_-n一4( + )，4o = 
1，do)=4-g(1--2z)， 一 (6 一6z+1)， = (一2O + 

3Ox2--12xq-1)， J o 一 (一64x。+66x 一18x+1)， 

’l o≤ 丢一 (--140x。+114x 一24x~1)， l 0≤ {一 

(--224x3+156x。--28x+1)， I {一--280x3+180x2— 

30x+1。 

而 ”，k=0，1，2，3的右半部分可由函数生成元的对称 

性得到。 

4．2 实验结果 

考虑[O，1]区间上的3个函数 

厂(z)一1+sin(4nx) 

in(4~x)， o4z< 1 

， ． 专≤z 

(z)一 

32x 一 12x+ 1。 

2sin(10x--2)+1， 

40 一75x+34， 

o4 <{ 

{≤ <专 

丢≤z<号 

号≤ 1 
图 2、图 3与图 4是 ，(z)、g( )、 (z)分别训练 2O次后 

得到的仿真结果，由此可以看出，在函数逼近方面 ，V正交基 

网络的收敛速度要明显地优于传统的BP网络、小波网络与 

Le-gendre网络，特别地，对于小波网络与 Legendre正交基网 

络来说，一般无法逼近分段点在 2进制有理数点处的间断函 

数。表 1是 BP神经网络、小波网络、Legendre正交基网络与 

V正交基网络训练20次后得到的均方误差，即 =育1∑Irk 
』 = 1 

一  

] ，其中，tk为目标值， 为仿真值。 

表 1 4种类型的神经网络训练 2O次后的仿真均方误差 

(a)BP 

(c)Legendre (d)V-3 

图 2 BP、Wavelet、Legendre、v-3网络逼近连续函数，(z)，训练次 

数为 2O 

(a)BP (b)W velet 

(c)Legendre (d)V-3 

图 3 BP、Wavelet、Legendre、v_3网络逼近间断函数 g(z)，训练次 

数为 20 

(a)BP (b)Wavelet 

(c)Legendre (d)V-3 

图4 BP、Wavelet、Legendre、v_3网络逼近间断函数 (̂z)，训练次 

数为 2O 

结束语 本文研究了V系统在BP神经网络中的应用， 
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即用 V系统的基函数作为前馈神经网络中的隐层神经元 ，构 

造基于BP算法的V正交基神经网络，在一元函数逼近方面 

其收敛性能优于传统的BP神经网络、小波网络与 Legendre 

正交基网络。 
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在以上条件下得到仿真区域聚合及构建维边界有序标示 

表的时间变化趋势，如图 3所示。在 N一10， 一10时，仿真 

区域聚合及构建边界有序表时效率最高。 

由于本算法为发布成员本地区域匹配，故随机生成 1000 

个联邦发布成员，分别同上面生成的联邦订购成员进行区域 

匹配，取平均时间值作为区域匹配时间，得到平均匹配时间， 

如图4所示。分段数为 O、 为无穷时，不进行区域聚合的平 

均匹配时间较长，分段数少。A值设置较大时，平均匹配效率 

较高。由于分段数少， 值大时，区域聚合度较大，会直接导 

致区域数量减少，进而匹配次数也随之减少，故效率较高。但 

由于对原来的区域有所扩大 ，因此会有部分虚假链接，但这不 

会出现丢失。 

图4 平均匹配时间 

在以上构建好的订购区域中，设定 N一10， 一10，随机分 

别选 择 5％、5 ～ 1O 、1O ～2O 、2O％～5O 、5O ～ 

100 的区域进行更新，得到平均匹配时间的仿真结果如图5 

所示。 

图 5 更新时间 

最后比较经典排序区域匹配算法和本文提出的改进排序 

匹配算法的整体效率。在仿真过程中，设置改进排序匹配算 

法中每维分段数 N一10，中心比较参数A一10，随机在二维路 

径空间中 1 ～1OO 区域内，随机生成 5000个订购区域，生成 
一 个本地发布 区域，随机分别选择 5 、5 ～10 、1O ～ 
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2O 、2O％～5O 、50 100％的订购区域进行更新。对于 

每次情况模拟 100次，取其平均值为仿真结果，并进行对比。 

通过图 6可以看出，改进后的算法在整体效率上相较于经典 

算法有了较大的提升。 

夏新 嚣分比 

图 6 经典和改进算法的整体效率时间比较 

结束语 本文在直接区域匹配算法的基础上，引入区域 

聚合的思想，同时将历史信息排序加入到区域匹配算法中，通 

过有效利用历史信息简化区域相交索引表和相交信息表的方 

式来提高区域匹配的运行效率。在仿真实验中考察了算法的 

维边界有序表构建时间、平均匹配时间和维边界有序表更新 

时间，并以这3个时间为考察指标，实验结果表明所提算法在 

时间效率上具有优势。 

参 考 文 献 

[1] Raczy C，Tan G，Yu J．A Sort—based DDM Matching Algorithm 

for HIJA[J]．ACM Transactions on Modeling and Computer 

Simulation，2005，15(1)：14—38 

[2] Morse K L，Petty M n Data Distribution Management Migra— 

tion from DoD 1．3 to IEEE 1516[C] {Proceedings of the 5th 

IEEE International W orkshop On Di stributed Simulation and 

Real Time Applications．Aug．2001：58—65 

[3] Van Hook D，Calvin J．Data Distribution Management in RTI 

[C]∥Spring Simulation Interoperability Workshop，No．98S- 

SIW -206．1998：78-87 

[4] 王磊，张慧慧，李开生，等．基于动态 R_树结构的DDM 区域匹配 

算法[J]．计算机工程，2008，34(3)：56—58 

[5] 刘胤田，唐常杰，曾涛，等．基于空间填充曲线的数据分发区域匹 

配[J]．系统仿真学报，2007，19(4)：63—71 

[6] 张家祥．HLA仿真技术应用教程[M]．北京：国防工业出版社， 

2007：86—97 

[7] Raczy C，Tan G，Yu J．A Sort-based DMM Matching Algorithm 

for HLA[J]．ACM Transactions on Modeling and Co mputer 

Simulation。2005，15(1)：96—110 

目  


