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摘 要 范畴理论主要是一些特定数学的对象和映射的概括和抽象，在此利用范畴理论阐述图像分析和识别中的数 

据降维问题，定义高维数据降维范畴的过程，并以主成分分析范畴和等距映射范畴分别验证了范畴理论应用到图像数 

据降维问题 中的正确性。 
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Abstract The research of category theory is mainly about summary and abstraction of some specific mathematical ob— 

jects and mapping．The dimensionality reduction problem based on category theory was discussed，and it could solve the 

problems of image analysis and image recognition．Besides，the process of dimensionality reduction based on category 

theory was listed．There are two examples，Principal Component Analysis Category and  Isomap Category，which verified 

the correctness of the category theory applied to the dimensionality reduction problem． 
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1 引言 2 数据降维范畴 

近年来，图像识别和图像分析等问题在模式识别和人工 

智能领域备受关注。经过近半个世纪的发展 ，图像识别和分 

析研究领域已经取得了许多成果 ，基本实现了特定环境下的 

准确识别。其中，文献[1]针对人脸识别中的高维数据降维及 

识别问题展开了深入的研究。尽管如此，图像处理技术要达 

到完全使用水平，还面临着诸多挑战，图像维数过高就是问题 

之一。 

从目前取得的成果来看，图像高维数据的降维算法大致 

可以分为两类，一类是线性的方法 ，如主成分分析(PCA)、多 

维尺度变换(MDS)和独立主成分分析(ICA)；另一类是非线 

性的方法，最有代表性的有等距映射(Isomap)、局部线性嵌入 

(LLE)、拉普拉斯映射(LE)和局部切空间排列(LTSA)；文献 

E2]分别列出了各种降维算法的具体内容。这些算法虽然很 

多已经得到了广泛应用，但仍然有各种局限性，对于图像高维 

数据的降维仍然达不到理想的效果。本文利用范畴理论这一 

抽象数学工具，结合各种降维算法的相似处和不同点，抽象概 

括出一种基于范畴论的高维数据降维算法，该方法是一种鲁 

棒性能和灵活性很好的方法，能够为今后的研究起到指导作 

用。 

在文献[3]中，我们已经证明了机器学习系统可以用范畴 

来表示 ，各种学习算法也可以用范畴的理论表示。由此可知 

图像数据的降维算法也可以用范畴表示，同理，在数据降维范 

畴中，可以根据各种对象和态射之间的关系得到图像数据对 

象到低维空间对象的态射关系，从中可以推导出数据集对象 

的聚类和空间分布等结构特性；另一方面，从数据降维范畴中 

也可以得到数据预处理的效果，将高维数据对象转化为比较 

容易处理的低维数据对象，可以降低各种数据对象之间的态 

射复杂度。 

假设数据降维范畴(Data Reduction Category)为 ，存在 

一 族数据对象(Data Object)obCg，其中，已知对象 XE 为原 

始高维数据集对象，且存在一族态射(Morphism)，使任意一 

对对象A，B都对应一个集合 A，B)。 

数据降维范畴的主要目的是寻求数据流形对象的合适的 

低维坐标描述，即是将原始高维数据集对象 由各种态射映射 

到低维空间，得到低维数据集对象，获得原始高维数据集对象 

的低维简洁表示。 

因此，高维数据降维问题通过数据降维范畴 可表示为： 

1)原始高维数据对象 X：Wcx，其中， 为数据样本集 
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对象， 一{Xn)Ⅳ_ (== 。，D为数据的维数。 

2)降维后的低维数据对象y，即数据的低维表示空间： c 

y，其中， 为高维数据样本集对象 通过一系列态射、映 

射得到的低维数据对象； ≤D为数据降维后的维数。 

3)数据降维态射 ，：厂：x—y，fE (x，y)，X，y∈0 。 

以样本数据对象为例可记为：，(QD)：QD一 ，称 为 QD 

的降维表示。 

同理，我们也可以由数据降维范畴 得到相应的数据恢 

复过程 ，即由降维后的低维数据对象 y，经过相应态射 的变 

换，得到原有高维数据对象 X，表示为如下态射 ： 

数据恢复态射，厂 ∈ (y，X)，X，YEob 。以样本数据 

对象降维后的对象来表示可记为：厂 ( )： 一f 。 

需要说明的是数据恢复态射 厂 需要满足一定的条件， 

当条件不满足时，数据恢复态射就没有意义。一般在线性的 

数据降维范畴 中，数据恢复态射厂 是有意义的，而在非线 

性的数据降维范畴中，数据恢复态射 厂 无意义。 

在数据降维范畴 中，寻找数据降维态射厂是整个范畴 

形成的关键，然而此数据降维态射 ，可以有多种形式，目前 

从数学思想的角度来讲主要有线性表示的态射和非线性表示 

的态射之分。因此，在描述数据降维范畴 时，可以从这两个 

角度出发。 

当数据降维范畴 中的数据降维态射选用线性表示时， 

可以将基于数据降维范畴的降维算法描述如下： 

输入：原始高维数据对象 X 

输出：低维坐标数据对象 y 

1)构造关联对象 M。态射 g为构造关联对象的过程 ，g： 

x—M。其中关联对象M和态射g需要根据高维数据对象x 

和已知关系对象 △确定，不同的关系对象 △对应不同的关联 

对象M，得到最终输出的低维坐标数据对象 y的表示意义不 

同。 

2)计算关联对象M 的特征值对象Z和特征向量对象 W。 

：̂M z， ：z w，根据数据降维范畴的复合运算律(compo— 

sition law)可得 ：M+W。 

3)分析数据降维范畴 中已知对象的特征和关系，求得 

低维坐标数据对象y。其中需要自定义算子 ·来确定中间过 

渡对象 T，使得 ：了 +y。 

将数据降维范畴 中的降维算法用图表交换的形式表 

示，如图 1所示。从图 1中可以直观地看到数据降维范畴中 

各对象及其态射之间的关系，以及由已知的对象和一系列构 

造的态射得到所求对象的过程 ，完成了算法从输入到输出的 

一 个流程 。 

图 1 数据降维范畴表示的线性降维算法 

当数据降维范畴 中的数据降维态射选用非线性表示 

时，可以将基于数据降维范畴的降维算法描述如下： 

输入：原始高维数据对象 X 

输出：低维嵌人数据对象y 

1)确定原始高位数据对象x中各元素的邻域点，构造邻 

域对象G。态射z为计算各个元素邻域点，构造邻域对象的 

过程，l：X—G。 

2)构造矩阵对象 H。邻域对象G中包含原始高位数据 

对象X中各元素及其属性和关系(例如距离或权值等)，利用 

邻域对象G中已知元素，寻找合适的态射 映射得到矩阵对 

象H， ：G+H。其中矩阵对象 H的意义与所选邻域对象G 

中元素的属性有关。 

3)根据所得矩阵对象H分析计算低维嵌人数据对象y。 

利用态射 完成从 H 到 y的映射，即： ：H—y。其中态射 

的形式及其方法取决于矩阵对象H的意义，不同的 的过程 

需要构造不同的对象和态射。 

同上，我们也可以将数据降维范畴 中的非线性降维算 

法用图表交换的形式表示，如图 2所示。图 2中从对象 H 到 

对象y的态射中有虚线箭头连接，表示态射 ∈ H，y)是由 

复合运算律和结合律等态射的性质和运算得到的。 

x——  6 
l l 

f p 

毒 

图 2 数据降维范畴表示的非线性降维算法 

3 算法验证 

为了验证上一节介绍的数据降维范畴 及其降维过程的 

正确性和合理性，利用已有算法进行验证。选择线性降维的 

经典算法主成分分析算法(Principal Component Analysis)和 

非线性降维算法等距映射法(Isomap)进行验证。 

例 1 假设主成分分析算法所在的范畴定义为主成分分 

析范畴 ，已知原始高维数据对象记为 X，选择对象 x样本 

的向量表示{z ，X2，⋯，Xm)CX。为了使原始数据中心化，优 

化对象 X中的原始数据 ，将对象 X映射为优化后的数据对象 

x ，由态射g，表示，g ( )一Xi一 互矗， 1，⋯，m，即： 
gl：X—X (1) 

构造关联矩阵对象 M，此处的关联矩阵对象为协方差矩 

阵对象，由协方差态射 g2得到，g2(z)一 ∑ (xi ) ，其 

中，,37i ∈X ，即： 

g2：X 一M (2) 

求关联矩阵对象M的特征值对象z，态射 可由det(M-- 

hi)一0变换得到，其中， ∈Z。可得： 

h： Z (3) 

求关联矩阵对象 M 的特征向量对象w，态射 可由 ， 

Wi一丸W 变换得到，其中，丸∈Z，Wi∈W， ， 为关联矩阵对 

象M 的元素。可得： 

：Z W (4) 

定义算子 ·，y：Z·w—T，其中，九·Wi一 W 。由特 

征向量对象 w的正交特征，选择前 d个特征值对象中的元素 

及其对应的特征向量对象中的元素，利用态射 得到低维数据 

表示对象Y， 一[ wi， ，⋯， 蚴] ， ∈To 

： (5) 

图 3展现了主成分分析范畴 中各对象和态射的关系， 

以及原始数据降维的过程，并与数据降维范畴表示的线性降 

维算法做比较。 
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图3 基于主成分分析范畴的数据降维过程 

例2 假设等距映射算法所在的范畴定义为等距映射范 

畴 ，已知原始高维数据对象，记为x，选择对象 X样本的向 

量表示{ ，zz，⋯， ) X。首先确定原始高位数据对象 x 

中各元素的邻域点，构造邻域对象G，利用求距离态射l =dE 

( ， )确定各元素间的距离，z ：X—D，对象 D为距离对象。 

取最近的k个元素作为邻域，通过态射 zz构造无向图对象 

G ，即：Zz： — 。结合距离对象和无向图对象，可得近邻图 

对象 G，其中对象 G0中的各连接线的权值为对象 D中对应 

的元素，可以表示为： 

厶：D ·G0一G (6) 

构造矩阵对象 H，通过对象 G求得X 中每个元素之间的 

测地线距离 ，组成矩阵对象 H，转换态射 P可以利用 dijkstra 

算法得到，使得P：G+H，其中，夕一 ( ， )一
⋯

rain
，
{dG( ， )， 

如 ( ，忌)+如( ， ))。 

对构造矩阵对象求特征值对象 z和特征向量对象 ，最 

后根据对象 Z和对象 W 得到低维嵌入数据对象 Y，如例 1所 

述 ，可得： 

：H—Z (7) 

如 ：Z W (8) 

如 ：Z· y (9) 

图 4表示等距映射范畴 中各对象和态射的关系，以及 

原始数据降维的过程，并与数据降维范畴表示的非线性降维 

算法做比较。 

jr 0 13．，： L  
z。 J 

， 

! f， 

图4 基于等距映射范畴的数据降维过程 

4 实例及结果 

以数据降维范畴中的非线性降维算法为模型，经分析得 

到新的数据降维算法，并以其为例，验证了数据降维范畴的可 

行性和正确性。 

首先确定态射 z，求得邻域对象 G，具体态射过程利用基 

于中心点的邻域选择算法完成，其中邻域对象G包含m个子 

集集合US ；然后根据邻域对象G构造矩阵对象H，主要利 

用样本协方差；最后由矩阵对象 H中各元素的特征值对象和 

特征向量对象，经态射 得到低维嵌入数据对象y。 

现以Frey_rawIace数据库作为原始高维数据对象 X，经 

过数据降维范畴的处理，得到二维降维数据对象Y，如图5所 
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示。图6表示等距映射范畴的降维效果图，可以看到人脸按 

照一定的规律变化，充分说明了数据降维范畴的可行性和正 

确性。 

图 5 Frey—rawfac数据实例降 图 6 Frey—rawfac数据等距映 

维效果图 射范畴降维效果图 

以ORL标准人脸数据库为原始高位数据对象X做进一 

步的验证和对比，选取 4O个人中的 5个人的人脸数据作为输 

入数据，每一个人选取前 5张图片，共25张图片作为样本数 

据，其余 25张作为测试数据。分别通过数据降维范畴实例和 

等距映射范畴降维得到的效果如图 7和图8所示。不同的图 

形不同的颜色表示不同的人脸。 

100 二维实例降雏 
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图 7 ORL数据实例降维效果图 图 8 ORL数据等距映射范畴 

降维效果图 

分别利用数据降维范畴的实例算法和等距映射范畴对 

Frey
_ rawfac数据集和ORL数据集进行降维，对降维后的结 

果用半监督学习算法进行识别，得到正确识别率的结果，如图 

9所示。 

图9 比较数据降维范畴实例和等距映射范畴利用半监督学习方 

法得到的识别率 

结束语 综上所述，本文利用范畴理论详细阐述了图像 

分析和识别中的数据降维问题，给出了高维数据降维范畴的 

具体过程，并且分别以线性降维范畴和非线性降维范畴来说 

明了这个过程。为了验证高位数据降维范畴的正确性和可行 

性，本文以主成分分析范畴和等距映射范畴为例加以说明，充 

分验证了范畴理论应用到图像数据降维问题中的正确性。在 

以后的研究中，我们将利用范畴中的函子及其性质对学习问 

题做进一步研究。 
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离。 

根据模式序列的动态时间弯曲距离可以求任意两个长度 

的模式序列间的距离。模式序列间的动态时间弯曲距离满足 

正定性 、对称性和三角不等式性，因而，可用它定义两个模式 

序列的相似性。 

定义 4 压缩时间序列 X一(zt，．722，⋯，z )和 y一(yl， 

Y。，⋯，ym)之后得到的模式序列分别为 ： 

Sx一{M1，M2，⋯，M } 

Sy一{N1，N2，⋯ ，M } 

称 (Sx，Sy)为模式序列 Sx和s 的相似性函数，即 

有 ： 

Sim(Sx， )一 (Sx，Sy) 

在判断两个模式序列是否相似时，只需要计算出它们之 

间的动态时间弯曲距离，再给定正常数e，如果相似性函数值 

小于￡时，那么它们就相似，否则它们不相似。 

定义5 把时间序列 x一( ，zz，⋯，z )转换成模式序 

列，结果分别为： 

Sx一{M ，M2，⋯ ，M } 

任意序 列 模 式 Sx1， z∈ Sx，Sxt一 {Mj， + ，⋯， 

}，Sxz一{M ，M+ 一，M )，称 (Sx1，Sxz)为序列 

模式 和 z的相似性函数，即有 ： 

Sim(Sx，Sy)一 (Sx， ) 

式中，1≤ ，H一￡1≤ ，1--<．／， +ll≤ 。 

4 仿真实验 

用 2006年沪深 300指数的全部数据，以及 2007年沪深 

300指数的全部数据作为实验对象，如图 2、图 3所示。分别 

把它们转换成模式序列，分别含有 8O和 88个元模式，应用模 

式序列动态时间弯曲距离方法计算它们的距离为28．4。因 

而这两个时间序列的模式序列并不具有较好的相似性，这是 

因为2006年沪深 300指数温和增长，而到了2007年几乎全 

民进入股市，促使 2007年沪深 300指数急剧增长，使它们具 

有很大的差异性。 

图2 2006年沪深 300指数 图3 2007年沪深 300指数 
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