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摘 要 形式化方法是构建可信软件的重要途径。Koch曲线是典型的分形图形。基于形式化方法 PAR及循环不变 

式开发策略，开发了Koch曲线非递归算法，并对其进行 了形式化的正确性证明。在得到求解 Koch曲线算法的循环 

不变式的同时，直接得到易读、高效且可靠的非递归算法。对使用形式化方法及循环不变式开发策略开发分形程序非 

递归算法作了较深入的实践和探讨。 
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Abstract Forrnal method is an important approach for construction of the trustworthy software．Koch curve is one of 

the typical{ractals．A non-recursive algorithmic program of Koch curve was dveloped，employing PAR  method and the 

strategy of developing loop invariant and the algorithm was verified formally．This paper achieved loop invariant of Koch 
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分形是描述 自然界和非线性系统中不光滑和不规则几何 

形体的有力工具[1 ]。分形算法在保密通信_3I 、图像压 

缩l5 ]、航天器控制__7]等领域有着较为广泛并深人的应用。 

在这些应用中对算法的正确性和可靠性要求十分严格，开发 

正确可靠的分形算法程序是非常重要的。 

Koch曲线是经典的分形图形，它的算法常常使用递归的 

方法来实现。虽然递归算法程序具有结构清晰、易用数学归 

纳法证明其正确性等许多优点，但递归程序的执行过程中存 

在大量参数的传递和额外空间的分配，具有程序执行效率低、 

空间的耗费大的缺点。而对于某些特殊要求的程序，如系统 

核心程序，它们的效率问题至关重要，人们更愿意使用非递归 

算法来解决递归问题。 

PAR 方法是一种建立在程序规约和归纳断言方法基础 

上的程序设计方法，具有严格的数学基础，是将程序开发与程 

序正确证明结合的一种形式化的开发方法_8]。本文基于形式 

化方法 PAR [ ，使用循环不变式开发策略中的递归定义技 

术l1 ，在得到求解Koch曲线的循环不变式的同时，可直接得 

到清晰简短、可读性好的非递归算法程序。同时基于产生的 

循环不变式可对算法程序进行形式化验证，从而保证算法程 

序的正确性。文中所使用的技术具有通用性，可望发展成开 

发一系列分形递归问题非递归算法的方法。 

本文详细阐述了Koch曲线非递归算法程序的开发过 

程，形式化证明了该算法程序的正确性，并对其效率进行了分 

析 ，最后作了总结。 

1 开发 Koch曲线问题非递归算法 

1．1 Koch曲线问题描述 

从一条直线段开始 ，将线段中间的三分之一部分用一个 

等边三角形的两边代替，形成山丘形图形，如图 1所示。 

图1 Koch曲线 

在新的图形中，又将图中每一直线段中间的三分之一部 

分都用一个等边三角形的两条边代替，再次形成新的图形如 
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此迭代，从而形成 Koch分形曲线。解决Koch分形曲线问题 

通常使用递归算法。 

1．2 形式化方法 PAR开发其非递归算法程序 

步骤 1 用Koch( o_l，Po．2’ )表示求解原问题得到的 

解，即在 P0I1和 P。l2间画出递归 n次的 Koch曲线，由此可得 

此问题的 Radl规约： 

l[x：list(1ist(1ist(real，2)，2))；]J 

AQ：n>O；AR：X=Koch(po．1，Po。2， ) 

步骤 2 分划原问题。根据Koch曲线问题的性质，可将 

原问题分划为 

Koch(po．1，P0．2， )一 F(Koch(pl，1，pl，2， 一 1)，Koch 

(121．2，P1．3， 一1)，Koch(Pl，3，p1．4， 

nm1)，Koch(p1．4，P1．5， 一1)) 

其中 

p1．1一 Po．1 

1．2一 Po．1+(Po，2一 ，1)／3 

P1，3一 P0．1+(Po，2一 ，1)／3+(( ，2一 ，1)／3) 

夕1．4一 Po．1+2(po．2--Po．1)／3 

p1．5一 Po．2 

(po，2一 ，1)／3表示 Po，1， ．2间线段的三分之一，2(po，2一 

P0．1)／3表示 P0．1，P0，2问线段的三分之二，(( z一 )／3) 

表示P ，Po．z间线段的三分之一左旋 6O度。 

步骤 3 根据分划寻找递推关系 F，同时求得循环不变 

式。基于上述分划，可得 

Koch(Po．1，po，2， )一Koch(Pl，1，Pl，2， 一1)十Koch(p1．2， 

l，3， 一1)十Koch(Pl，3，p1．4， 一 

1)十Koch(p1，4，户1，5， 一1) 

根据此递推关系，容易得到解 Koch曲线问题的递归算 

法。为了得到一个非递归的算法程序，进行下列推导： 

Koch(po．1，Po．2， ) 

= Koch(p1．1，夕1，2，n一1)十Koch(p1，2，夕1，3， 一1) 

十Koch(p1．3，户1．4， 一1)十Koch(p1，4， 1，5， 一1) 
= Koch(PzI1，p2，2， 一1)十Koch(pz，2， 2，3， 一1) 

十Koch(p2．3， 2．4，7z一1)十Koch(pz，4，夕2，5， 一1) 

十Koch(p2．5，户2，6， 一1)十Koch(pz，6，夕2，7， 一1) 

十Koch(pz，7，乡2，8， 一1)十Koch(pz，8，夕2，9， 一1) 

十Koch(p2，9，户2．1o， 一1)十Koch(Pz’l0，户2．1】， 一1) 

十Koch(pz'1l， 2'l2， 一1)十Koch(p2 ，p2．13， 一1) 

十Koch(pz，13， 2，14，，2—1)十Koch(Pz，14，户2'l5， —1) 

十Koch(pzl15， 2．16， 一1)十Koch(pz．16，p2．17，，z一1) 

可以看出为求解原问题，产生出很多和原问题结构相同 

的子问题，其中递归深度为 0的子问题可以通过画两点间的 

直线直接求解，如 Koch(po．1’Po，2，O)的解为 line(p0ll，P0，2)， 

即在点 ，1和 Po，2间画直线。X一((xpo，1，YPo，1>，(xpolz， 

yPo，2>)一line(po，1，Po．2)一 Koch(Po，1，Po．2，O) 

由此可以得到用非递归算法解 Koch曲线问题的总策 

略：将每个子问题表示成三元实数序列的形式[起始点坐标， 

终止点坐标，递归深度]；引进 3个序列变量 X、q、S，其中序 

列变量 x用于存放部分子问题的解，也就是已得到的Koch 

曲线坐标序列，每个坐标表示成二元序列[ ，phi的形式，对 

应着的动作是在点 和P 间画直线 ，循环终止时 X— Koch 

( ，P0l2， )。q为三元序列，用于存放正准备解决的子问 

题，q1=1]为该子问题中起始点坐标，qEZ]为终止点坐标，q[3-] 

为递归深度，如 q=Koch(pa，Pb，n)表示在 和P 间画出递 

归n次的Koch曲线；S是一起堆栈作用的序列变量，用于存 

放尚待解决的子问题，如 Koch(Pl’1’夕1．2， 一1)十Koch 

(Pl，2，户l，3， 一1)十Koch(p1．3， 1，4， 一1)十Koch(p1，4， 1，5， 

n--1)；S的内容由函数F给出，F的定义为 

(1)F(口)一[]； 

(2)F(q+S)=Koch(q)十F(S)。 

根据总策略，得到 X、q、S满足如下等式，构成所需的循 

环不变式。 

ID：X十Koch(q)十F(S)=Koch(Po．1， ，2， ) 

其中的Koch(q)表示子问题 Koch(p．，Pb， )。 

步骤 4 基于递推关系和循环不变式，可以导出下列非 

递归 Apla抽象算法程序。 

program Koch 

{PQ： >O；PR：X— Koch(po．1，Po．2， )) 

var X：list(1ist(1ist(real，2)，2)) 

q：list(1ist(1ist(rea1，2)，2)；interger) 

S：list(1ist(1ist(rea1，2)，2)；interger) 

begin 

X，S，q：一[]，[]，[户o，1，Po，2， ] 

do g≠[]A 3]≠O 

g，S：= Koch(px．1，P1．2，n一1)，Koch(Pl，2，Pl，3， 一 1) 

十Koch(p1，3， 1，4， 一1)十Koch(pl，4，Pl，5， 一1)十S 

[]q≠[]A q[3]一O 

—X，q：一X十[Pa，Pb]'[] 

[]q一[]As≠[] 

一q，S：=SEh]，s +1．． ] 

0d 

end 

该程序首先将 q初始化为原问题，而 X、S初始化为空。 

语句的第一个分支表示子问题 q要画的 Koch曲线递归深 

度大于0，不能直接求解，将子问题根据分划原则继续分划成 

4个子问题，并将分划出来的另3个子问题存入序列S；第二 

个分支表示子问题q要画的Koch曲线递归深度等于0，可直 

接画出，在点 和P 间画直线，该结果表示成二元坐标序列 

[po， ]存人结果序列 X中，并置q为空；第三个分支表示 q 

为空而S非空，即 q中的子问题已经求解 ，需取序列 S的头元 

素(即一个未解决的子问题)赋给q，以便下次求解，同时将该 

子问题(S头元素)从尚未解决的序列中删除。 

另外，若只需画出Koch曲线而不需保存起来，则此程序 

中的序列变量X可去掉，同时将第二个 o分支改成“[]q≠ 

[]A q1=3]一O—z 7zP( ，Pb)；q：=[]；”即可。 

2 形式化证明 

基于所得到的循环不变式，可用 Dijkstra的最弱前置谓 

词法 “ 形式化证明上述程序正确。 

2．1 证明 p在循环执行前为真 

wp(“X，S，q：一口，口，[Koch(po，1，P。l2， )]；”，p) 

三[]十Koch(p。'l，P0l2， )十F(口)=Koch(p。lI，Po，2， ) 

~ true 

2．2 根据循环体证明p确实是循环不变式 

q̂≠口Aq[3-]=ze0=--2>wp(“q，S：=( ll， Iz'n--1)， 
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(Pl，2，夕1，3，72—1)十(P1．3，户1，4， 一1)十( 1，4， 1，5， 一1) 

十s"，．D) 

三p̂ q≠口A g[3]≠O一=>x十Koch(p̈ ，P1．z’n--1) 

十F(( 1．2，p1，3， 一1)十(Pl，3，户1，4，7"1—1)十(夕1，4， 

pl，5， 一1)十S) 
= Koch(po．1，Po．2， ) 

JD̂ 口≠[]A q[3]=ieO=一>x十Koch(p1_lIPll2，n--1) 

十Koch(P1，2，Pl，3，，2—1)十F((Pl，3，P1，4， 一1)十 

(Pl，4，p1，5，72—1)十s) 
= Koch(Po．1，Po。2， ) 

—|D̂ q≠[]̂ qE3]=J=0==>X十Koch(plI]，P1．2，n--1) 

十Koch(pl，2， 1，3， 一1)十Koch(p1，3， 1，4，7z一1) 

十F((Pl，4，户1，5，n一1)十s) 
= Koch(po．1，Po．2， ) 

三p̂ q≠口A 3]≠0一一>x十Koch(p1．1'户1，2，n--1) 

十Koch(p1．2，Pl，3， 一1)十Koch(P1．3，p1．4， 一1) 

十Koch(p1，4，户1，5， 一1)十F(S) 
= Koch(po．1，Po．2，n) 

ID̂ q≠口A q[3]=zeO：：>x十Koch(q[1]，qEZ]，q 

[3])十F(S) 
= Koch(po．1，Po．2， ) 

三p̂ q≠[]A g[3]≠O一一>x十Koch(q[1]，q[2]，口 

[3])十F(S) 
= Koch(Po．1，Po．2，，2) 

兰X十mov(q)十F(S)一Koch(Po，1，Po，2， )A q≠口A q 

[3]≠O 

一-->X十Koch(q)十F(s)=Koch(poI1’ ’z' ) 

兰 trUe 

②pA g≠[]A q[3]一0一一> (“X，口：一X十[p1．1， 

pl,z]，[]”，p) 

三lD̂ q≠[]A 3]一0 

一一>X十[ l'1，P1，2]十Koch([])十F(S)：Koch 

(Po。1，Po．2， ) 

一lD̂ g≠口A q[3]一O 。 

一->X十[plI1，Pl,2]十F(S)=Koch(pol1，P0'z，7z) 

；x十Koch(q)十F(s)=Koch(p。．1，Po．2， )A q≠[]A q 

[3]=O 

一->X十[pl’1，p1，2]十F(S)=Koch(pol1，P0'2， ) 

三x十[ 1]，q[2]]十F(s)=Koch(poIl，Po'2，’ ) 

一-->X十[户l’1，pl，2]十F(S)=KOch(poIl'P。'2，，2) 

~ true 

③ p̂ q=l-]As≠[]一一> (“g，S：=SEh]，s[̂+1．． 

￡]；，，，ID) 
--

pA口=口AS≠[] 

==>X十Koch(SEh])十F(S[h+1．．￡])一Koch 

(Po．1，P0。2， ) 

=pA q=口A S≠[]一一>X十F(S)=Koch(Pol1， ．z， 

) 

兰x十K0c (口)十F(s)=Koch(po，1，Po，2，n) 

==>X十F(S)=Koch(po，1，Po，2， ) 

= true 

2．3 证明后置断言PR在循环终止时为真 

oA-3 B一 ：>PR 
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=
- pA]((q≠[]A q[3]≠O)V(口≠[]A g[3]：O) 

V(q一口 ŝ≠[]))一一>PR 

=pA](q≠口V(q一[]̂ SEE]))一=>PR 
=

-oA-3(q≠[]VS≠[])一一>PR 
=
-- pA q一[]̂ s一口一=>X=Koch(poll，P0．2，，2) 

x十K0ĉ(口)十F(口)=Koch(p0Il，Po，2， ) 
一 一 >X—Koĉ( ．1 P0，2， ) 

~X=Koch(po．1，Po，2， )一一>X—K0 ( ，l，Po，2， ) 

~-true 

2．4 循环的终止性显然成立 

至此，完成了该程序的正确性证明。 

3 Koch曲线问题非递归算法实现 

给 Apla抽象程序加上输入、输出语句后，基于支持 Apla 

抽象数据类型的可重用部件库及自动程序转换系统，可将其 

转换成某一可执行语言程序。递归5次的Koch曲线如图2 

所示。 

图2 非递归程序产生的Koch曲线 

算法程序中空间开销较大的是序列 s，因为 S仅存放尚 

待求解的子问题，整个算法的空间复杂性远远小于定义栈或 

数组来存放结果的非递归算法。该算法不需要使用堆栈。而 

递归算法堆栈需要较大的内存空间。由此可看出该非递归算 

法在空间上占有绝对优势。针对此算法，利用类型转换函数， 

可将S定义成字符型序列来进一步优化其空间效率。 

结束语 本文形式化开发了 Koch曲线的非递归算法程 

序，并对其正确性进行了证明，所得算法程序可在相应平台及 

部件库的支撑下进一步得到可执行程序。 

Koch曲线的非递归算法在其它文献中也有叙述，如高军 

等[1 ]使用DELPH语言以递归方式实现了Koch曲线，孙继军 

等D3]使用 C++语言以递归方式实现了Koch曲线。总体来 

说，前述工作编程思路较复杂，且所使用的技术难以掌握，不 

具有通用性。本文产生的算法抽象、简洁、易读，可靠性高；所 

使用的技术简单易用，具有通用性，可望发展成求解一系列类 

似递归问题的方法。另外，现有的Koch曲线算法程序的研 

究没有涉及到其循环不变式的开发，无法开展对算法程序的 

形式化证明，难以保证算法程序的正确性。本文直接面向非 

递归算法程序的开发，使用循环不变式开发新策略，简捷地得 

到了Koch曲线算法程序的循环不变式的简单表达形式，从 

而可对产生的算法程序开展形式化证明，保证其正确性。 
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4．2 基于置信度数据库的反馈机制性能分析 

本节针对基于置信度数据库的反馈机制对上下文不一致 

性检测及消除的时间消耗的影响进行实验研究。实验使用的 

上下文不一致性消除算法为基于上下文不一致性次数的循环 

消除算法；并且为了便于进行置信度调整，将数据库内存储的 

关于每个上下文模式相匹配的上下文实例带入进行检测消除 

的总实例数设为 100；调整其中成功和失败的实例数，即改变 

了该上下文模式的置信度，从而可以实现对检测器和消除器 

的不同的反馈机制，使其能够对二者分别产生作用。实验结 

果如图 4所示。 

图4 基于置信度数据库的反馈机制对上下文不一致性检测及消 

除算法的影响 

其中，纵坐标表示时间消耗；横坐标表示带入实验的实例 

组，具体表示为“实例数(不一致数)一将被检测器过滤实例数／ 

将被消除器过滤实例数”。实验所得算法时间为单次上下文 

不一致性检测及消除循环执行 1000次并重复运行 5次取其 

平均值所得到。本文将检测器过滤的阈值预设为0．1，即上 

下文模式的不一致性置信度低于0．1将被认定为错误的上下 

文实例，不进行不一致性检测即将其直接消除。而消除器过 

滤的阈值预设为 0．2，同理，一旦该上下文模式被检测到和其 

他上下文模式存在不一致，即将其直接消除，不执行上下文不 
一 致消除算法。 

如图4所示，采用了基于置信度数据库的反馈机制的上 

下文检测及消除算法在时间耗费上明显少于原始的算法。这 

其中，检测器过滤的力度较小，所以降幅不明显，说明该反馈 

对于检测器和原始算法的影响较小。但最后一组实验实例说 

明，当实例设计及规模不定的情况下，检测器过滤也有一定的 

效果。消除器过滤，虽然只在消除器处进行了算法优化，但由 

于消除算法在整体算法中的主导地位以及阈值的设定可以过 

滤掉较多的不一致上下文实例，使得该反馈机制的时间耗费 

降幅较为明显。而双重过滤的方式在算法的时间消耗上较 

少，但是需要综合考虑数据库查询的次数，所以对其的使用需 

要根据不同情况进行分析。 

结束语 本文以上下文不一致性的检测及消除算法的研 

究为核心，提出了4种上下文不一致性消除算法和循环排序 

的消除算法扩展，同时提出了针对上下文检测及消除的基于 

置信度数据库的反馈机制，并对其正确性和时间消耗进行了 

评估 ，丰富了上下文不一致性检测及消除的框架和方法。后 

续工作将从以下几方面人手：针对置信度数据库在阈值方面 

的设定对上下文不一致性检测及消除算法的影响进行研究； 

对上下文不一致性检测及消除流程图所示的前提过滤条件进 

行研究，希望能有效地过滤上下文实例的输入从而提高上下 

文不一致性的检测及消除的效率；针对不同领域的上下文信 

息进行评估，研究本文提出的算法在不同领域模型中的实际 

应用情况。 
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