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几类特殊图中的最小最大多路割 
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(山东工商学院外国语学院 烟台264005)。 

摘 要 给定边具有正权的无向图，并指定若干个称为终端的顶点，最小最大多路割问题是要得到所有顶点的一个聚 

类，要求每个子类恰好包含一个终端，并使得所有子类的最大费用最小。子类的费用定义为该子类边界上所有边的权 

之和。最小最大多路割问题源于对等网络中的数据放置，是传统多路割问题的一个变形。当给定无向图是树 图时，这 

一 问题已经是强NP难解的。对于链图和环图，给出了’线性时间的精确算法，该算法同时也使得所有子类的总费用最 
1 

小。对于树图和限制树宽图，给出了(2-- )一近似算法，k表示终端的数目。 
厶 
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一  

Abstract Given an undirected graph with positive edge weights and a subset of verticescalled terminals，the min-max 

multiway cut problem is to partition the vertices into clusters such that each cluster contains exactly one terminal and 

the maximum cost among the clusters is minimized，where the cost of a cluster is defined as the total edge weight at the 

boundary of the cluster．This problem is motivated by data plcacement in Peer-to-Peer networks and is a variant of the 

traditional muhiway cut problem．It is strongly NP-hard even when the graph is a tree．For chains and rings，linear time 

exact algorithms were presented which minimize simultaneously both ma~mum cost and total cOSt of the clusters．For 

1 

trees and graphs of bounded treewidth’a(2一壶 一aPProximati0n algorithm was presented where k is the number of 
terminals． 

Keywords Min-max multiway cuts，Chains，Rings，Trees，Graphs of bounded treewidth 

1 引言 

Svitkina和 Tardos[1_研究 了如下的最小最大多路割问 

题。给定有 个顶点的无 向图G一( ，E)，G中边 e的权为 

w >O。指定终端的集合为 X一{z ，zz，⋯，西) 。G中的 

多路割定义为顶点集合 V 的一个 聚类 S ，Sz，⋯，S，使得 

S ，S2，⋯， 互不相交，U S 一V，并且 五ES ，iE{1，2，⋯， 

}，称 S 是这一聚类的第 i个子类。对子类 S，令 (Si)表示 

s 边界上的边(即恰好有一个端点在 s 中的边)的集合。记 

w(8(S ))一∑棚 。子类 S 边界上所有边的权之和称为 

S 的费用，记为 C(S )，即C(S；)一叫( (S ))。最小最大多路 

割问题的目标是要得到 (G)的一个聚类，使得所有子类的 

最大费用 max4C(S )最小。 

对等系统(Peer-to—Peer system)中的信息资源(数据)放 

置问题可以抽象为最小最大多路割问题。在对等系统中，信 

息资源存储在很多服务器上。当用户提交查询请求时，请求 

将被定向到最适宜的服务器上。对某数据项的查询请求可能 

会产生对其他数据项的查询请求。在同一服务器上实现的查 

询请求并不产生通讯费用，只有当查询请求从一个服务器转 

到另一服务器时才会产生通讯费用。因此 ，如何将数据合理 

放置使得服务器负载均衡，是对等系统中的一个重要问题。 

最小最大多路割问题中， 中的非终端顶点代表数据项， 个 

终端 ，zz，⋯， 代表k个服务器。若图G中有边(五， )， 

X，则该边的权代表服务器 i上的用户查询数据项 的次 

数。若图 G中有边(“， )，U， X，则该边的权代表对数据项 

U的查询会产生对数据项 的查询的次数。顶点集合V的一 
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个聚类对应一种数据放置方案，其 中，子类 S 中的顶点对应 

存储在服务器 i上的数据，iE{1，2，⋯，k}。目标是找到最优 

聚类 ，从而确定如何在服务器上放置数据，使得所有服务器实 

际产生的最大通讯费用最低。 

最小最大多路割问题类似于传统的多路割问题。二者的 

区别在于目标函数不同。多路割问题是要得到 V(G)的一个聚 

类 s ，S2，⋯，S，使得每个子类恰好包含一个终端，并且所有 

子类的费用之和∑ C(Si)最小。多路割问题在无向图和有向 

图中都是APX难解的[2。]。无向图中的多路割问题有(1．5— 
1 

÷)一近似算法_4]和(1．3438--ek)一近似算法_5]；有向图中的多 

路割问题有 2一近似算法_6]。当 是一2时 ，多路割问题等价于最 

小最大多路割问题，也就是著名的最大流最小割问题。该问 

题在组合最优化领域中占据重要位置 ，因为它有相当多的应 

用，并且可在多项式时间之内求解_7 ]。与多路割问题有关 

的国内研究成果见文献E9—11]，目标 函数均为最小化所有子 

类的费用之和。 

传统多路割问题所得解中，通讯费用可能不是在各子类 

间平均分布，有可能出现某几个子类负载过大或过小的问题。 

显然，最小化所有子类的最大费用这个 目标函数有助于实现 

各子类间的负载均衡。因此，Svitkina和Tardos提出了最小 

最大多路割问题_1]。他们给出了求解任意图中最小最大多路 

割问题的 o(1o )一近似算法 ，并证明了当k为不小于 4的常 

数且所有边都具有单位权时这一问题的NP难解性。还证明 

了树图上这一问题的强 NP难解性，并给出求解树图和限制 

树宽图的(2+￡)一近似算法，e是任意小的正数。该算法的运 
1 

行时间随 的增长而增长，但由于 e被视为常数，因此运行时 
￡ 

间始终是多项式的。 

本文研究特殊图中的最小最大多路割问题 ，以期得到更 

好的算法。第 2节介绍相关术语。第 3节研究链图和环图， 

给出线性时间精确算法，该算法在最小化最大子类费用的同 

时，也使得所有子类的总费用最小。第 4节研究树图和限制 
1 

树宽图，给出(2--壶 )一近似算法，算法的运行时间不依赖于 
厶 

1 

。 最后指出可供进一步研究的工作。 

2 预备知识 

给定一个最小化问题，若对于该问题的任意实例，算法都 

能在多项式时间之内找到一个目标值不大于．D倍最优值的近 

似解，则称该算法是该最小化问题的一个 近似算法，ID称为 

该算法的近似比_8]。 

若无向图 G一( ，E)由一列连续的边构成，则此图称为 

链图。将链图的两个端点粘合在一起 ，就得到了环图(又称为 

圈)。若对任意一对顶点 “，口∈V，G中有一条从 “到口的路， 

则 G是连通的。若G是连通的并且不含圈，则称为树。链、 

环、树是基本的图结构，很多其他的图都是这些基本图的组合 

或者派生。 

无向图G一( ，E)的树分解是指一棵树 T，T的每个节 

点t对应一个子集 。为表述清楚，称树 T的顶点为节 

点，称这些子集 为树T的袋。可以将G一(V，E)的树分解 

表示为一个有序对(T，{ ：tET))。树 T和它的袋集合{ ： 

tET}必须满足如下3个条件： 

· 图 G的每个顶点至少属于某个袋 ； 

· 对于图 G的每条边 e，至少有某个袋 包含边 e的两 

个端点； 

· 设 tl，t2和 t3是树 丁的 3个节点，tz在从 t1到 t。的路 

上。若图 G的某个顶点 同时属于 Vf 和 。，那么它也必属 

于 。 

分解树 T的宽度定义为 max{J 1．tE T}一1。图 G的 

树宽就是图G的任何树分解 中最小的宽度。若图 G的树宽 

限制为某个常数，则称图G为限制树宽图。关于树分解和限 

制树宽图的进一步介绍参阅文献E12，133。 

设图 G一(V，E)，非空子集 、，，则称以 为顶点集、 

以 G中两个端点都在 中的边组成边集 El的图(V ，E1)为 

G的由 导出的子图，记作 GES]。若 GES]是一个连通子 

图，则称 S构成一个连通段，或直接称 S是一个连通段。 

3 链图和环图中的最小最大多路割 

本节将研究链图和环图中的最小最大多路割问题，并给 

出线性时间精确算法。 

设 L一( ，D是链图，顶点集 V一{1，2，⋯， )，边集 E一 

{ev一(口，u+1)lv=l，2，⋯， 一1)。设 R一(V，E)是一个环图， 

其中，顶点集 一{0，1，⋯， 一1)，边集 E一{ 一( ， +1)I 

v=O，1，⋯， 一1}(取模 加法)。 

引理 1 链图中的最小最大多路割问题存在一个最优聚 

类 ，该聚类中的每个子类都构成一个连通段。 

证明：考虑一个最优聚类。若不是每个子类都构成一个 

连通段 ，则该聚类中必含有超过 k个的连通段。取一个不含 

终端的连通段，设链图上与该连通段相邻的两条边中，权较大 

的那条边的不在该连通段中的那个端点为 将这个不含终 

端的连通段改放入点 所在的子类。显然，各子类费用均不 

增加，每个子类恰好含一个终端，故所得仍然为一个最优聚 

类，且连通段的数 目减 1。重复这一过程，最后得到的最优聚 

类恰有 k个连通段 ，每个连通段恰含有一个终端 ，故是满足引 

理要求的最优聚类。 

这个引理保证了我们可以在线性时间内精确求解链图中 

的最小最大多路割问题。注意到树图中的最小最大多路割问 

题并不具备引理 1所描述的性质，这正是它成为强 NP难解 

问题的原因。 

链图最小最大算法如下。 

第一步 删除链图L上每对相邻终端之间那一段上的 

最小权边，得到 k个连通段； 

第二步 将每个连通段作为一个子类，得到 (L)的一个 

聚类； 

第三步 输出所得到的聚类。 

我们得到如下定理。 

定理 1 链图最小最大算法是求解链图中的最小最大多 

路割问题的线性时间精确算法，该算法同时也使得所有子类 

的总费用最小。 

证明：在任一可行聚类中，每个子类只能包含一个终端， 

因此链图L上每对相邻终端之间那一段上至少要删除一条 

边。根据引理 1，L上每对相邻终端之间那一段上只需删除 
一 条边 算法第一步选择删除最小权边，不论目标函数是最 
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小化最大子类费用还是最小化所有子类费用之和，都是最优 

的，因此该算法同时使得这两个目标函数最优。 

类似地，我们得到关于环图的如下结果。 

引理 2 环图中的最小最大多路割问题存在一个最优聚 

类，该聚类中的每个子类都构成一个连通段。 

环图最小最大算法如下。 

第一步 删除环图 R上每对相邻终端之间那一段上的 

最小权边，得到 k个连通段； 

第二步 将每个连通段作为一个子类，得到 V(R)的一 

个聚类； 

第_二步 输出所得到的聚类。 

我们得到如下定理。 

定理 2 环图最小最大算法是求解环图中的最小最大多 

路割问题的线性时间精确算法，该算法同时也使得所有子类 

的总费用最小。 

4 树图和限制树宽图中的最小最大多路割 

文献Eli研究了树图和限制树宽图中的最小最大多路割 

问题，给出了(2+e)一近似算法。算法分为两阶段 ：在第一阶 

段，通过求解一个辅助问题(即稍后定义的切割问题)，将给定 

图切割为若干个连通分支，每个连通分支至多包含一个终端； 

在第二阶段 ，将这些连通分支合并为 k组，每组恰好含有一个 

终端。每组的顶点对应一个子类，这样 k组就对应给定图顶 

点集合的一个聚类 ，其中每个子类的费用均不超过最优值的 

2+e倍。 

1 

这一节将对算法的第二阶段加以改进，以得到(2--壶 )一 
‘』 

1 

近似算法，且算法的运行时间不依赖于÷。 
t 

为不失一般性 ，设给定图中的最小最大多路割问题存在 
一 个聚类 ，其中每个子类 的费用不超过一个已知整数 B。令 

w一∑ 刚，We，则 W显然是B的一个上界 ，因此可以用二分 

搜索的方法来优化 B，需要尝试 l0gw 次。 

定义 (切割问题) 给定无向图G一(V，E)，终端集合 

x一{．77 ，．72 ，⋯，J2k} V，以及一个整数界 B。切割问题是要 

将 G分为若干个连通分支 G ， ，⋯， ，使得每个连通分支 

至多包含一个终端 ，且费用 C(V(G))≤B，i一1，2，⋯，h。目 

标是使得所有连通分支的总费用∑ C(V(G))最小。 

引理 3r ] 存在求解树图切割问题的拟多项式时间精确 

算法，其运行时间为O(nB )。利用取整技巧经过简单修正之 
． ． 3 

后 ，该算法可在 ()( )时间之内得到(1+￡)一近似解 ，其 中每 
￡ 

个子类的费用不超过(1+￡)B，e是任意小的正数。 

引理 4E1] 存在求解限制树宽图切割问题的拟多项式时 

间精确算法。利用取整技巧经过简单修正之后，该算法可在 

多项式时间之内得到(1+e)一近似解，其中每个子类的费用不 

超过(1+￡)B，￡是任意小的正数。 

现在给出求解树图和限制树宽图中的最小最大多路割问 
1 

题的(2一 )一近似算法。算法第三步应用了著名的 LPT(最 
厶 

大加工时间优先)规则[“]。 

最小最大多路割算法如下。 
1 

第一步 置e一击，调用文献[1]中的算法，得到给定图 
厶 
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(树图或限制树宽图)切割问题的(1+ )一近似解，其中每个 

子类的费用不超过(1+杰)B； 
第二步 将每个含有终端的子类作为一组，得 k个组； 

第三步 将所有不含终端的子类按照费用从大N4,的顺 

序依次分配给 k个组：将 当前未分配的费用最大的子类分配 

给当前费用最小的那个组。 

我们有如下定理。 

定理 3 最小最大多路割算法是求解树图和限制树宽图 

中的最小最大多路割问题的(2一壶)一近似算法。 
证明：设给定切割问题的最优值为 C窃 ，则有 C窃 ≤kB。 

设算法第一步所得所有连通分支的总费用为 c功，其中最大 

连通分支的费用为 。由引理 3和引理 4，有 C切≤ (1+ 

)·C靖 ≤(1+ ) B， ≤(1+ )B。 

设算法第三步所得最终聚类为 5 ， ，⋯， 。为不失一 

般性，不妨设 S ，Sz，⋯，S 是按照费用从大到小的顺序排列， 

即C(S1)>1-c(S2)≥⋯≥C( )。我们要证明 C(S1)≤(2一 

壶)B。 
设算法第一步所得所有连通分支中， 最后一个加入子 

类 S ，其费用为 。根据算法第三步的分配规则 ，当 分 

配给 S 之前，每个组的费用均不小于 C(S )一M ，因此 ，有 

C切≥(C(S )一M )·忌+M 。故得到： 

C(S )≤ +(1一专)M 

≤(1+ )B+(1一妄)(1+ )B 
一

(2一壶’B 
对于树图来 说，最小最大多路割算法的运行时间是 0 

(矗 。logW)。对于限制树宽图，最小最大多路割算法的运行 

时间也是多项式的。 

结束语 本文研究了链图、环图、树图和限制树宽图中的 

最小最大多路割问题，给出了相应算法。可以继续研究其他 

图上的这一问题 ，看是否存在多项式时间精确算法，或找到好 

的近似算法。 
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由表 1可见，在保持约束强度不变的情况下 ，随着问题规 

模的增大，传统的桶消元算法产生溢出错时，本文的算法仍能 

在较短的时间内找到问题 的所有解。这主要是 因为 OBDD 

的高紧凑性的特点，加上 OBDD的操作是 以集合方式进行 ， 

而不像传统算法那样逐个的进行，为此本文算法在时间和空 

间上都优于传统的桶消元算法。另外，相比符号直接求解法 

而言，本文的算法在执行时间上也明显占有优势。这主要是 

因为本文算法在求解 CSP的所有解之前，对各bucket[i]中约 

束作了更强的约束，即剔除了一些不可能的变量赋值。为此， 

在计算中生成的中间积的OBDD可能要比符号直接求解法 

的小。而基于 OBDD的各种操作 ，其计算时间主要取决于参 

与操作的OBDD的大小，为此本文的算法要优于符号直接求 

解算法。 

在第二组实验中，选取参数为(15，5，37，￡>的测试用例， 

其中约束强度￡一0．12+0．04z，z一0，1，⋯，10。针对 t的不 

同取值，3种算法的求解时间对比曲线图如图5所示，其中图 

5中的纵坐标采用对数坐标。 

0 12 0 1 6 0．2 0．24 0．28 0．32 0．36 0．4 0．44 0．48 0．52 

约束强度 t 

图 5 3种算法在测试用例<15，5，37，t>上的实验对比结果 

由图 5可见 ，在保持问题规模不变的情况下，随着约束强 

度的增大，两种符号算法都优于传统的桶消元算法。这主要 

是因为在问题规模不变的情况下 ，符号算法中的布尔变量数 

将保持不变，并且随着约束强度的增大，每条约束中不存在冲 

突的值对逐渐减少，而在表示每条约束的OBDD中从根结点 

到终结点 1的每一条路径对应的正是不冲突的值对。为此随 

着t的增大，表示每条约束的OBDD的大小将逐渐减小，而符 

号算法的执行时间主要取决于参与操作的0BDD的大小，故 

随着 t的增大，符号的执行时间逐渐减少。此外，由图5可 

知，本文的符号算法要优于符号直接求解法。其原因同样是 

因为本文的算法在求解CSP的所有解之前，对各 bucket[i]中 

约束作了更强的约束，即剔除了一些不可能的变量赋值。 

结束语 约束满足问题是实际应用中常见的一类 问题。 

通过对 CSP问题的符号化描述，将 CSP问题的求解转化为对 

OBDD图的操作。为了避免在求解过程中生成过大的 OBDD 

图，结合了桶消元算法的思想，给出了 CSP的符号 OBDD求 

解算法。以随机 CSP模型随机生成的大量 CSP作为测试实 

例，将本文的算法与桶消元算法和符号直接求解法进行了实 

验对比，结果表明，本文算法具有较好的时间和空间复杂度。 
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