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约束满足问题求解的符号 OBDD桶消元算法 
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摘 要 桶消元算法是求解约束满足问题的一种典型推理方法。针对桶消元算法面临的状态空间爆炸问题，将有序 

二叉决策图(()Ⅲ)I))技术与该算法结合起来，给 出了约束满足问题的一种求解算法。通过对约束满足问题中变量和 

域值的编码，将 CSP问题转化为命题可满足性问题，给 出了约束满足问题的 OBDD表示方法；基于桶消元的算法思 

想，在约束满足问题的 OBDD表示的基础上，利用 OBDD的“与”操作和“量化”操作等，避免 了传统算法中状态的显式 

枚举，隐式地实现 了对 CSP的求解。对大量随机生成的测试用例进行 了实验分析，结果表明提 出的符号算法明显优 

于桶消元法和符号直接求解法。 
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OBDD-based Bucket Elimination Algorithm for Constraint Satisfaction Problem 
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Abstract Bucket-elimination algorithm is a typical reasoning method for the constraint satisfaction problem(CSP)．Ai— 

ruing at the state explosion problem of bucket—elimination algorithm，ordered binary decision diagram(()BDD)technique 

was combined with bucket—elimination algorithm，and a symbolic OBDD based algorithm for CSP was proposed．By en 

coding each variable and each value in the domain as binary variables，CSP was encoded as a propositional satisfiability 

(SAT)problem，and then CSP was formulated sym bolically by OBDD．Based on the ideas of bucket—elimination algo— 

rithm and the sym bolic OBDD representation of CSP，the CSP was solved implicitly by the AND operator and the EX— 

IST operator of OBDD，SO that the explicit enumeration of states in traditional algorithms was avoided．The simulation 

results show that the symbolic algorithm is more efficient than both the bucket-elimination algorithm and the direct al 

gorithm based on OBDD． 

Keywords Constraint satisfaction problem ，Sym bolic algorithm，Bucket elimination，Ordered binary decision diagram 

(()B[)D) 

1 引言 

约束满足问题(CSP，Constraint Satisfaction Problem)是 

人工智能中多年来研究的一个重要分支，在生产调度_1]、产品 

配置比]、时序推理 3̈ 等领域都有着广泛的应用。然而，约束满 

足问题通常都是 NP难问题。CSP的求解算法可以大致分为 

两类：基于树的搜索方法和基于推理的方法。基于树的搜索 

算法[4]主要有回溯算法、回跳算法、向后标记、冲突记录、动态 

反向回溯和带有预处理技术的搜索算法。基于树的搜索方法 

是通过对可能的赋值空问进行搜索来求解问题，但算法的时 

间复杂度往往随着搜索树深度的增加呈指数级增长。基于推 

理的主要方法是桶消元法(BE，Bucket Elimination)l5]。其实 

质是通过集合的投影操作对变量进行消元；对于一个含有 ” 

个变量的CSP只需通过 一1次变量消元便可无回溯的求出 

CSP的所有解。与基于树的搜索方法相比，桶消元法更为简 

单、直观，且具有更为一般性的算法框架，但是 ，其时间和空间 

复杂度是树宽的指数级。 

有序二叉决策图_6j(OBDD，Ordered Binary Decision Dia— 

gram)作为表示布尔函数的一种新型数据结构，在一定程度 

上对缓减状态爆炸问题具有明显的效果。如文献E7]利用 

OBDD解决了显式表示不能处理的大规模问题，使得可处理 

的系统状态数达到 10 ，而显式表示所能处理的系统状态为 
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10。～1o。；文献E8]利用 OBDD解决了传统算法不能解决的大 

规模的 O—l最大网络流问题。在求解命题可满足性问题 

(SAT，Propositional Satisfiability problem)方面，应用 OBDD 

及其扩展结构也取得了一定的研究成果l_9]。在 CSP问题的 

求解方面，一种直观的方法就是通过对 CSP中变量和值域的 

编码将 CSP转换成 SAT_1 ，然后通过 OBDD的“与”操作重 

复地将约束组合在一起便可求解到 CSP的所有解(在下文中 

将其称为符号直接求解法)；但这种符号直接求解法在计算中 

可能会使生成的中间积的OBDD过于庞大。文献[11]针对 

装配序列规划问题给出了CSP的符号 OBDD求解技术，其基 

本思想是将 CSP的回溯算法与 OBDD技术相结合，通过 OB— 

DD的“与”、“或”等操作来验证 当前变量的赋值是否满足装 

配几何可行性约束，但算法的时间复杂度较高。 

鉴于此，一方面考虑到 OBDD的高效存储特性；另一方 

面，因桶消元法的本质是通过集合的投影操作对变量进行消 

元，而对集合的投影操作可简单地通过 OBDD的量化操作来 

实现。为此，本文利用 OBDD易操作和高紧凑性的优点，从 

CSP的 OBDD的符号表示出发，结合桶消元法的思想 ，给出 

了CSP的符号 OBDD桶消元算法。通过对大量 随机生成的 

测试用例进行实验分析表明，本文的算法明显优于桶消元法 

和符号直接求解法。 

2 预备知识 

2．1 约束满足问题(CSP) 

在有限域上的约束满足问题(CSP)可定义为一个三元组 

(V，D，C)，其中： 

(1) 一{ ， ，⋯， }为 个变量的有限集； 

(2)D一{D ，D2，⋯， }为 ，z个变量的值域集合，D 为 

变量 的值域( 一1，2，⋯， )； 

(3)C一{C1，C2，⋯， }为约束关系集 ，C ( 1，vi2，⋯，"oij) 

1× 2×⋯×Do( 一1，2，⋯，m，1≤ ≤ )， ∈V(Z一1， 

2，⋯，J)， 为变量 72 的域，称 C 为定义在变量集 {7)i ， z， 

⋯
， ) V上的J元约束 。若 C中所有的约束均为一元或二 

元约束，则称该 CSP为二元 CSP。 

本文仅讨论二元 CsP。对于二元 CSP中一组变量{ 1， 

v2，⋯，vi}的一个赋值 ￡一(口1，a2，⋯，吼>∈D1×D2×⋯×Df 

(1≤ ≤ )，其中 为变量 73 的取值，当 一 时，称赋值 t为 

CSP的一个完全实例化，否则称赋值 t为 CSP的一个部分实 

例化。CSP求解的目标就是找到变量集 V的一种或所有完 

全实例化t，使得约束关系集 C中的所有约束均得到满足。 

2．2 有序二叉决策图(0BDD) 

OBDD是布尔函数的一种新型图形数据结构。一个 0B_ 

DD就是一个有向无环图，图中的所有结点被分为终结点和 

非终结点两类。终结点仅有 2个 ，即终结点 0和终结点 1，分 

别表示布尔常量 0和 1。一个非终结点 U对应唯一一个布尔 

函数-厂(“)，且有一个标记变量 war(u)和两条输出边。这两条 

输出边指向的结点 low(u)和high(u)分别代表函数 _厂(“)在 

var(u)取 0和1时的值，即-厂( )一vat(u)·high(“)+war 

(“) low(u)。在图形表示中，一般用圆圈表示非终结点，用 

方框表示终结点。指向 low(u)的边用虚线表示，指 向 

( )的边用实线表示。通常假设连接边的方向向下 ，并从图中 

略去边的方向。 

例如，布尔函数f=x + z 。在变量序 ： < 。<z。下 

所对应的 OBDD和完全二叉树如图 1所示。由此可见，用 

OBDD表示布尔函数 ，一 + s较二叉树具有更高的表示 

效率。 

(a)完全=叉树 (b)OBDD 

图 1 布尔函数 ，一z +x2x3的表示 

3 约束满足问题的符号 OBDD描述 

闪 OBDD是用于表示布尔函数的一种图形结构，故在 

OBDD描述 CSP之前，首要解决的问题是将 CSP用布尔函数 

来描述，这可通过对 CSP中的变量和变量域进行布尔编码来 

实现。设 ，z为 CSP(V，D，C>中的变量个数 ，则对变量 的值 

域D 中的每一个值用长度z—r loglD l_( 一1，2，⋯， )的二 

进制串表示，从而使得 中的每一个值均可由32 一( ，⋯， 

z )表示 ，其中z ∈{0，1}(忌一1，⋯，z)。 

例如 ，对于 CSP(V，D，C>，V一{"O1， ，Ws}，D1一{0，1}， 

D2一{1，2，3}，D3一{0，1，2，3)，C一{C1，f2}，其中 cl为( 一 

1)一( 一3)，f2为(ve一1)一( 一2)。则变量 l的值域 D1 

中的每一个值可以用长度为 1的二进制串表示 ，从而使得 

中的每一个值均可由z 一( )表示。若域 D 中的值0用二 

进制串0表示 ，1用二进制串 1表示 ，则值 0可以表示为 ．z 

值 1可以表示为z 。同理变量 V2的值域D2中的每一个值 

可以由长度为 2的二进制串表示 ，设值域 D2的值 1，2，3的编 

码分别为 o0，01和 1O，则值域 D2的值 1，2，3分别可以表示 

为 oq2 21·z 22，z 21·X22，X21·32 22；类似地，变量 功 的值域 D3 

的值 0，1，2，3可分别表示为 z 31·z 32，z 31·z32， 31·lz 

3l·X 基于此，约束 C1可以表示为布尔函数 z 11+ 翻 · 

zsz，约束 Cz可以表示为布尔函数 黝 + Xzz+ 黝 ·z sz，其中 
“

·
”

、“ ’和“+”分别表示布尔“与”、“非”和“或”运算。由此 

可得约束 c 和 Cz的 OBDD表示，分别如图 2(a)和图 2(b)所 

示。但在约束的符号表示中，用长度 z—r logl 1]的二进制 

串表示值域 D 中的值时，总共可表示 2 个值，为此对于值个 

数不是 2的幂的值域 ，还需去除剩余的 2 一 ln 1种编码。 

这可以通过增加下列约束来实现： 
IDiI 

一 ∑d (z 1， fz，⋯，z )， 一1，⋯，l l (1) 
= l 

式中， (黝 ，⋯，z )表示值域 中值d 的布尔函数。 

故对于上例，除了对约束C 和 Cz的符号表示外，需对值 

域 D2增加新的约束 白，即 

C3一z 2】，z 船+z z】 X22+ 2]·z z2 

(a)c J (b)c2 (c)c3 

图 2 约束集的符号 OBDD表示 

4 约束满足问题求解的符号OBDD技术 

基于上述对CSP的符号 OBDD的描述，本文在桶消元算 
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法思想的基础上，通过 OBDD的符号操作来求解 CSP，算法 

的伪代码如图 3所示。 

S01veCSP(CSP P) 

{ 

一 ()rderVar(P)；／／对 P中的变量按其在约束图中的度从小到大 

进行排序，得到变量序 

for( 一1； <一n；H一+){／／n为 CSP中的变量数 

bucket[i]．bdd=BDD(one)；／／用于存放每一类约束，初始化为 

常量 1的 OBDD 

bucket[i]．varscope={i)；／／用于存放该类约束中所涉及的变 

量，初始时为变量 i 

if(1 D }不是 2的幂)bucket[i]．bdd=nc；／／．c为由式(1)生成 

的约束 

} 

for(i= 1； < 一 nM 2一 f s r； ++){／／num
_

constr为 CSP中的约束数 

scope=ConstraintScope(ci)／／求约束 C 所涉及的变量 

v=FirstVarInOrder(scope，7【)；／／根据变量序 ，求在 ,scope中 

的变量序最小的变量 

bucket[v]．bdd=bucket[v]．bdd(BDD(ci)； 

bucket[v]．varscope=bucket[v]．varscope[．．J scope； 

if(bucketIv]一一zero)return NULI ；／／当 bucket[v]为空集 

时，CSP无解 

} 

for(i一1；i<n；iq- )( 

一  [妇；／／从变量序 中取出第 i个变量 

g—j 1⋯ jxjttmcket[_j]；／／其中 l=rlogfDil_ 

scope=bucket[j]．varscope--{J)； 

TJ—FirstVarInOrder(scope，7r)； 

tmcketEv]．bdd=bucket[v]．bdd·g； 

if(bucket[ ．bdd==zero)return NULL；／／CSP无解 

bucket[ ．varscope=bucket[v]．varscope U scope； 

} 

result=BDD(one)；／／将 CSP解初始化为常量 1的0BDD 

for(i= ；i>0；i--一){ 

result=result·bucket[i]．bdd； 

if( “ 一 一zero)return NULL； 

} 

return result；／／返回CSP的所有解 

} 

图 3 CSP的符号OBDD求解算法 

对 CSP的求解由以下 3个步骤来实现： 

① 对CSP中的所有变量根据其在约束图中的度的大小 

进行递增排序，其中变量的度是指该变量与其他变量之间的 

约束关系的个数。假设按度的大小递增排序后得到的变量序 

为 ： < <⋯< ，然后根据此变量序对 CSP中的各约束 

进行分类，对于一个含有 个变量的 CSP最多可以将所有约 

束分为 类。假设 为约束C 的约束范围中变量序最小的 

变量，则将约束 C 合并到OBDD变量bucket[ ．bdd中，并将 

约束C 所涉及的变量加入到整形数组 bucket[ ]．varscope 

中。可见，在bucket[ ．varscope中不包含变量序比 小的变 

量。将约束 合并到bucket[ ．bdd中是通过OBDD的“与” 

操作进行实现的。若“与”运算的结果为 OBDD的终结点 0， 

则表示不存在满足所有约束的CSP解，算法结束。 

② 基于变量序 7【，对 CSP中的变量进行消元。先根据以 

下 OBDD的量化操作从 bucket[v ]中消去变量 ，并得到新 

的约束 g： 

g一3Xll⋯ 3xllbucket[v1]．bdd 

式中，32 ⋯， 为变量 的值域 D 的二进制编码对应 的 

布尔变量，z—r loglD l1。 

设 为g中的变量序最小的变量，则将新的约束 g加入 

到bucket[ 中，即： 

bucket[ ．bdd=bucket[ ．bdd·g 

bucket[ ．varscope=bucket[v]．varscope U(bucket[v】]． 

varscope--{Vl}) 

在消去变量 后，接着从 bucket[v2]中消去变量 ，直 

到消去变量 。最后bucket[7)．]．bdd即为满足所有约束的 

变量 的取值。 

③ 从变量 起 ，根据 的逆序将 bucket[vi]．bdd(i— 

n--1，⋯，1)逐个进行合取，最后 bucket[7) ]．bdd即为 CSP的 

所有解的 ()BDD表示。 

例如，对于第 3节给出的实例，基于上述算法得到 CSP 

的所有解的 OBDD如图4所示 。图4中最右边的路径代表的 

CSP解为： 1—1，Ve一2，7)3—3。 

图4 CSP的所有解的 OBDD表示 

5 实验结果及分析 

为检验本文算法的性能，本文在 Windows XP，P4 3GHz， 

512MB内存环境下，以Visual C++作为开发工具 ，利用 Col— 

orado大学开发的 CUDD软件包 ，用 C语言实现了本文的算 

法。并以随机 CSP模型随机生成的大量 CSP作为测试实例， 

将本文的算法与传统桶消元算法 和符号直接求解法进行了 

实验对 比。随机 CSP模型有 4个主要参数(n，m，c，￡)，其中， 

n表示 CSP中的变量个数；m表示每个变量值域的大小；c表 

示约束图中约束的条数；t表示约束强度，即每条约束中存在 

冲突的值对所 占的比率。在第一组实验中，选取参数为 (n， 

2m=5，c=0．35 ( 一1)／2，t=0．2)的测试用例，其中 一5，10， 

15，2O和 25，对 的每个取值测试 1O个实例并取其平均值。 

针对 的不同取值，3种算法的求解时间对比如表 1所列。 

表 1 3种算法在测试用例( ，5，0．35n(n--1)／2，o．2>上的执行时 

间对比结果 

CUDD：CU decision diagram pack
．

age release 2-3．1．http：／／vlsi·Colorado．edu／fabio／CUDD／cuddIntro·html 

0 http：／／carlit．toulouse．inra．fr／cgi--bin／awki．cgi／ToolBarlntro 
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由表 1可见，在保持约束强度不变的情况下 ，随着问题规 

模的增大，传统的桶消元算法产生溢出错时，本文的算法仍能 

在较短的时间内找到问题 的所有解。这主要是 因为 OBDD 

的高紧凑性的特点，加上 OBDD的操作是 以集合方式进行 ， 

而不像传统算法那样逐个的进行，为此本文算法在时间和空 

间上都优于传统的桶消元算法。另外，相比符号直接求解法 

而言，本文的算法在执行时间上也明显占有优势。这主要是 

因为本文算法在求解 CSP的所有解之前，对各bucket[i]中约 

束作了更强的约束，即剔除了一些不可能的变量赋值。为此， 

在计算中生成的中间积的OBDD可能要比符号直接求解法 

的小。而基于 OBDD的各种操作 ，其计算时间主要取决于参 

与操作的OBDD的大小，为此本文的算法要优于符号直接求 

解算法。 

在第二组实验中，选取参数为(15，5，37，￡>的测试用例， 

其中约束强度￡一0．12+0．04z，z一0，1，⋯，10。针对 t的不 

同取值，3种算法的求解时间对比曲线图如图5所示，其中图 

5中的纵坐标采用对数坐标。 

0 12 0 1 6 0．2 0．24 0．28 0．32 0．36 0．4 0．44 0．48 0．52 

约束强度 t 

图 5 3种算法在测试用例<15，5，37，t>上的实验对比结果 

由图 5可见 ，在保持问题规模不变的情况下，随着约束强 

度的增大，两种符号算法都优于传统的桶消元算法。这主要 

是因为在问题规模不变的情况下 ，符号算法中的布尔变量数 

将保持不变，并且随着约束强度的增大，每条约束中不存在冲 

突的值对逐渐减少，而在表示每条约束的OBDD中从根结点 

到终结点 1的每一条路径对应的正是不冲突的值对。为此随 

着t的增大，表示每条约束的OBDD的大小将逐渐减小，而符 

号算法的执行时间主要取决于参与操作的0BDD的大小，故 

随着 t的增大，符号的执行时间逐渐减少。此外，由图5可 

知，本文的符号算法要优于符号直接求解法。其原因同样是 

因为本文的算法在求解CSP的所有解之前，对各 bucket[i]中 

约束作了更强的约束，即剔除了一些不可能的变量赋值。 

结束语 约束满足问题是实际应用中常见的一类 问题。 

通过对 CSP问题的符号化描述，将 CSP问题的求解转化为对 

OBDD图的操作。为了避免在求解过程中生成过大的 OBDD 

图，结合了桶消元算法的思想，给出了 CSP的符号 OBDD求 

解算法。以随机 CSP模型随机生成的大量 CSP作为测试实 

例，将本文的算法与桶消元算法和符号直接求解法进行了实 

验对比，结果表明，本文算法具有较好的时间和空间复杂度。 
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