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摘 要 提出了一种新的基于L 范式的粒子群算法群体多样性定义，这种观测方式可以准确地描述算法运行过程中 

的信息。首先，通过对比新的观测方式和已有方式，解释了新的观测方式的特点；然后通过实验观测了位置、速度和认 

知三种群体多样性在算法执行过程中的变化，给出了群体多样性的变化特征。最后讨论了粒子群算法在不同解空间 

维数、不同粒子群拓扑结构和不同粒子数 目时的群体多样性的变化情况。 
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1 引言 

粒子群优化(Particle Swarm Optimization，PS0)是一种 

新的演化计算的方法。这种算法来源于对鸟群觅食过程中协 

同行为的模拟，在 1995年由 Eberhart与 Kennedy提出_l。]。 

它是一种基于群体协作的随机算法，群体中的每个个体被抽 

象为一个“粒子”，整个粒子的集合被称为“粒子群”。 

在算法中，每一个粒子都代表需要求解的问题在搜索空 

间中的一个解。这些粒子同时拥有速度和位置的信息，通过 

粒子之间的相互协同作用，每一个粒子根据经验有侧重地随 

机动态调整其“飞行”方向和速度大小，使粒子群更有可能地 

飞向越来越“好”的搜索区域，从而快速找到满足需求且足够 

好的解l3“j。 

粒子群优化拥有易于理解、易于实现的特点，且对非线性 

问题、多峰问题、约束优化问题、多 目标优化问题和动态优化 

问题均具有较强的搜索能力，在科学研究与工程实践中得到 

了广泛关注_5 ]。算法基本迭代公式如下所示 ： 

一嘲 +CI rand()( 一匈 )+ rand()( 一而 ) (1) 

一  +xii (2) 

式(1)表示第 i个粒子在 维度上的运动速度的变化，式(2) 

表示第 i个粒子在 维度上位置的变化。算法流程如算法 1 

所示。为了验证新的观测方式的通用性，本文对不同的解空 

间维数，不同的粒子群拓扑结构和不同的种群大小上的多样性 

变化进行了观测。对于这些不同的粒子群算法参数设置，新的 

多样性观测方法可以准确地表征粒子群的运行信息。同样地， 

这种观测方法也可以用于粒子群算法的不同变体。 

算法 1 粒子群优化基本流程 

1．对于每个粒子，随机地初始化粒子在每一维的速度和位置 

2．While未找到符合要求的最优解或未达到算法最大迭代次数 do 

3．计算每个粒子的适应度值(fitness values) 

4．比较粒子当前位置与此粒子历史最优位置(pbest)的适应度值，如 

果当前位置适应度值优于粒子历史最优位置，则更新此粒子历史最 

优位置为当前位置 

5．选择当前粒子邻域中拥有最好适应度值的粒子，作为当前粒子的邻 

域最优值。如果当前粒子的邻域为所有粒子，则邻域最优值称为全 

局最优值(gbest)，否则称为局部最优值(1best) 

6．for每一个粒子 

7．根据式(1)更新粒子的速度；根据式(2)更新粒子的位置 

8．endfor 

9．endwhile 

影响群智能算法性能的重要因素是算法“探索”(explora— 

tion)和“开发”(exploitation)能力的平衡性 ，而算法的群体多 

样性(population diversity)是衡量算法探索和开发状态的重 

要指标。对群体多样性进行观测，多样性在瞬态的值描述了 

算法当时的运行状态，而多样性值的变化趋势描述了算法的 

整体求解过程。如何合理地定义群体多样性，正确地表征算 
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法执行时粒子群的运动过程，对演化计算有着重要的意义。 

本文第 2节对已有的不同群体的多样性，包括位置、速度 

和认知多样性的定义分别进行了介绍，并提出了一种新的多 

样性观测方式；第 3节通过观测在算法执行过程中不同定义 

方式的群体多样性在多个测试函数上的变化情况，分析了不 

同定义的群体多样性的优缺点；并将群体多样性观测应用到 

以下3种情况：求解问题具有不同解空间维数，粒子群拥有不 

同拓扑结构和粒子群拥有不同粒子数 目；最后是对全文的简 

单总结，并展望了通过直接或间接的方法对多样性进行控制， 

从而改善算法性能。 

2 群体多样性定义 

群体多样性提供了群智能算法的运行信息，如何选择合 

理的观测方式来表征群体多样性，这对了解算法运行信息以 

及改善算法性能有着重要的意义。群体多样性给出了算法运 

行时粒子的位置和速度的分布信息 ，粒子处在“分散”或者“收 

敛”的阶段。多样性的观测定义都基于距离的度量，而在欧氏 

空间中，距离的概念与范式息息相关。 

在欧氏空间 ”上 ，范式是一个满足特定性质，由 到 

嗯上的映射函数。基于不同范式的度量具有等价性_g]。若 ll 

·  和 ll· 是在欧氏空间 上的两种范式度量，则存 

在正常数 c 与 f2使以下不等式恒成立： 

c Jf z fl ≤ ll l】 ≤c ll z ll 

将不同的范式度量应用到粒子群的多样性观测上，观测 

所得数值问存在着差异，但这些数值拥有相同的变化趋势。 

对于群体多样性 的观测 ，重要的是如何精确获得多样性变化 

趋势，而非多样性数值的大小。即不同范式度量对于粒子群 

算法的群体多样性定义具有等价性。不同范式对计算效率有 

着很大影响 ，并随着迭代次数的增大而累加 ，因此，选取合适 

的范式对于多样性的测量有着重大意义。 

目前粒子群优化的群体多样性的定义都集中于位置多样 

性、速度多样性和认知多样性，且距离的度量都采用欧式距 

离，即Lz范式[10-12]。下面将对这 3种定义分别进行讨论 ：设 

定当前粒子群中粒子数 目为 m，粒子编号为 i；解空间维度为 

，维度编号为 J。 

2．1 位置多样性 

关于位置多样性的定义，主要有基于粒子个体(element- 

wise)和基于维度(dimension-wise)两种。基于粒子个体的位 

置多样性如下所示口 ： 

互一 1 善 (3) 

D§一— 一∑∑( 一 ) (4) 
’，￡̂ n i= 1 J一 1 

基于粒子个体的多样性观测将粒子的所有维度视为一个 

整体 ，首先求出所有粒子当前位置在所有维度的平均，然后计 

算所有粒子当前位置与这个均值差的平方，将平方值求和后 

再除以粒子个数和解空间维数，用计算出的结果来表示粒子 

群当前的位置多样性。 

基于粒子个体的定义将粒子在各个维度的位置求和，忽 

视了不同维度多样性的差异，特别是在极值点各维度数值不 

同的情况下，难以起到合理表征算法多样性的作用。例如两 

种简单的情况，假设它们有两个粒子在二维空间运动，当前位 ’ 

置分别为(1，7)与(7，1)，通过式(3)得出 一4，通过式(4)得 

出D叠一9；而当两个粒子都处于(1，7)时，依然得到 一4与 

D尝一9。但实际上这两种不同的粒子运行状态的多样性应具 

有不同的值。 

为了表征粒子在不同维度的多样性的差异，可以采用基 

于维度的位置多样性，其定义如下所示[10,11]： 

一  1 

z一—±-∑X／j (5) 

一 (6) 

基于维度的位置多样性定义首先得出所有粒子当前位置 

在各个维度上的中心 一[_1，⋯， 一， ]，然后计算粒子 

在各个维度当前位置与维度中心差的平方，将平方值求和后 

除以粒子个数，用计算出的结果来表示粒子当前在各个维度 

上的位置多样性。 

基于维度的位置多样性定义可以更清晰地表征算法运行 

过程中多样性的变化情况，但是这种表征仍有两处缺陷： 

1)缺乏对粒子整体多样性的表征； 仅为粒子在各个维 

度上的位置多样性。 

2)计算效率有待改进；从各个维度观测粒子的多样性，就 

将多样性的衡量从多维问题分解为多个一维计算 ，没有必要 

使用各个维度上当前位置与维度中心差的平方，即Lz范式。 

新的位置多样性定义正是为了解决以上两种定义方式的 

不足，其定义如下所示： 
1 m 

一  ∑z (7) 
m i— l 

D 一 ∑ I --X，I (8) 

t 

Dp一 ∑ (9) 
i-=1 

新的位置多样性定义，即首先求出各个维度上的粒子位 

置中心，再计算各个粒子位置与中心的 L 距离，然后将各个 

维度上的距离求和并除以粒子个数，用来表征群体在各个维 

度上的位置多样性，最后将各个维度上的多样性求平均，所得 

结果便是当前粒子的整体位置多样性。与以上两种定义相 

比，新的位置多样性定义拥有以下特点： 

1)将多样性的计算分解到解的每一维上，从而可以更精 

确地表征所有粒子在某一时刻的多样性状态。 

2)位置多样性的定义拥有更明确的几何意义： 代表当 

前粒子群在各个维度上的中心， 表示粒子在 维度上要达 

到收敛需要平均移动的距离；而粒子群在所有维度上收敛到 

一 点，所有粒子需要移动的总距离为 m×nX =randp。 

3) 可以对粒子群整体的位置多样性进行表征， 表 

示粒子群在各个维度上的多样性 ，这样可以更加清晰地描述 

算法运行过程中多样性的变化情况。 

2．2 速度多样性 

位置多样性表征粒子群当前粒子的分布情况，而速度多 

样性表示当前粒子群体的“活性”，即对粒子运动状态的描述 ， 

从中可以观测出粒子群体的发散(expansion)或收敛(conver— 

gency)情况。在文献ElO，111给出的速度多样性的定义如下 

所示： 

妒 一 

√善诟 

． 

1  

● 



 

Im 一 善 (11) 
1 r ————————一  

一  

√ ( 一 ) (12) 
与位置多样性的定义相似，速度多样性仍存在两点需要 

改进 ： 

1)缺乏对粒子整体速度多样性的表征； 仅为粒子在各 

个维度上的速度多样性。 

2)速度多样性的计算已经分解到解的每一维上 ，采用 L 

距离可以比L：距离拥有更明确的几何意义和计算效率。 

新的速度多样性定义如下所示 ： 

= 上 ∑ (13) 
l rL'= 1 

一  I 一 I (14) 

Dv一 E D (15) 
，z J一1 

式中， 一[ ，⋯， 一， ]为所有粒子当前速度在各个维度 

上的均值， 表征粒子群在各个维度上的速度多样性，而 

整体上度量粒子群的速度多样性。 

2．3 认知多样性 

认知多样性的定义与位置多样性的定义类似，仅在多样 

性计算公式中用历史位置最优值 (pbest)取代了当前位置。 

认知多样性代表了粒子群历史最优位置的覆盖范围，即粒子 

当前所找的目标最优值的范围。 

与位置多样性的定义相同，已有的认知多样性也包含类 

似的缺陷。新的基于粒子维度和 L1距离的认知多样性定义 

如下 ： 

一  量 
一 m i 1‘ 

(16) 

D；一 善l 一IJ l (17) 

／7／一 妻D (18) 
i一1 

式中， 一[ “， ，⋯， ]为所有粒子历史位置最优值在 

各个维度上的均值， 表征粒子群在各个维度上的认知多样 

性，而 口 整体上度量粒子群的认知多样性。 

新的群体多样性定义分别从位置、速度、认知 3方面考察 

了粒子群在算法运行过程中的变化情况。3个方面的多样性 

定义拥有统一的形式和更加清晰的几何意义，可以更精确地 

表征算法运行过程中粒子的运行情况。 

3 实验结果分析 

经典基准测试集是用来检测算法性能的常用函数集 

合【1 ，共包含 23个测试函数。本文从中选取了 12个函数作 

为测试 集，其 中包 括 5个 单峰 (unimoda1)函数，分别 为： 

Sphere，Schwefel’S P2．22，Schwefel’S P1．2，Step，Quadric 

Noise；7个 多峰 (multimoda1)函数，分别为：Generalized 

Rosenbrock(当 ≥4时，Generalized Rosenbrock函数被证明 

为多峰 函数[“])，Schwefel，Rastrigin，Noncontinuous Rastr— 

gin，Ackley，Griewank和 Generalized Penalized函数。 

为节省篇幅，本文选取两个函数作为示例 ，如表 1所列， 

其中Quadric Noise为单峰函数，Ackley为多峰函数。算法的 

参数设置均采用 Bratton与 Kennedy提出的标准粒子群算 

法 。 
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表 1 基准测试函数示例： 为函数维度， 为函数最小值，且 

Search space，L 

下面将根据实验结果 ，对多样性的不同定义进行分析，然 

后展示多样性在不同解空问维数、不同粒子群拓扑结构和不 

同种群大小上的变化情况。为了兼顾篇幅和全面表示多样性 

变化的要求 ，本文仅选取一些有代表性的图例，其中，横轴表 

示粒子群的迭代次数，纵轴表示观测所得到的粒子群体多样 

性数值。每项分析均包括 或 厂。。的位置 ，速度和认知多样 

性 。 

3．1 多样性变化分析 

图 1表示不同观测方式下多样性的变化情况 ，其 中图 1 

(a)表示函数 在 3种定义下的位置多样性，图 1(c)表示函 

数在 3种定义下的认知多样性。从图中可以得出粒子的位 

置 、速度、认知多样性均逐渐递减，并最终趋近于 0。其中速 

度多样性的变化并非是一个平滑过程，而是一个振荡下降的 

过程。这也说明了粒子群算法中粒子围绕局部极值中心来回 

振荡 ，逐渐缩小与局部极值距离的现象I 。 

(a)fr位置多样性 (b) 速度多样性 

(c)flo认知多样性 (d)flo速度多样性 

图 1 粒子群算法不同群体多样性定义的比较 

从图 1中可以看出，基于粒子个体的多样性变化比基于 

维度的多样性变化更为缓慢，且最终数值与0有较大距离。 

这表明基于个体的多样性观测缺乏对算法实际运行过程的表 

征 ，因此基于维度的定义比基于个体的定义更能反映算法的 

实际运行情况。同时，基于L 范式与 范式的位置多样性 

变化与认知多样性变化趋势基本一致，而基于L 范式的计算 

量小于基于Lz的计算量，当算法需要迭代多次时，基于L】范 

式的度量拥有更好的计算效率。此外，基于 L 的值比基于 

Lz的值大一个数量级，当粒子群的多样性变化趋于0时，使 

用 L 可以更清晰地描述多样性的变化情况。 

对使用式(12)中求出的基于维度的粒子速度多样性进 

行加权平均 ，可以得到粒子群基于 L 范式的整体速度多样 

性。将此多样性度量与基于 L 范式的多样性度量进行比较。 

图 1(b)表示函数 厂7的速度多样性 ，图 1(d)表示函数 。的 



速度多样性。从图中可以看出基于L 和基于L 的测量拥有 

相同的变化趋势，而基于 L 范式的度量拥有计算量小、变化 

范围大、表征更清晰的优势。 

3．2 多样性在不同解空间维数的观测 

图 2表示多样性在不同解空间维数(D一25或 D一50)时 

的变化情况。其中图 2(a)为 厂7位置多样性，图 2(b)为 ．厂7速 

度多样性，图2(c)为 ô速度多样性。对于．厂7函数，当D一25 

时 ，适应度计算 250000次，min(．厂7)一6．170972E-05；当 D一 

50时，适应度计算 500000次，rain( )一0．001694。从图中 

可以看出，在不同的解空间维数上 ， 函数的速度和位置多 

样性的变化趋势基本一致，且速度多样性和位置多样性的值 

与维数的大小成正比。维数越大，在相同的迭代次数时，群体 

多样性的数值越大，算法收敛于极值点的速度越慢。 

(a)f7位置多样性 (b)f7速度多样性 

(c)flo速度多样性 

图 2 群体多样性在粒子群算法不同解空间维数时的观测 

对于 -厂lo函数，当 D：25时，适应度计算 250000次，min 

( )一7．549516E-15；当 D一50时，适应度计算 500000次 ， 

min(厂1o)一2．886579E-14。与函数 的多样性变化相似，在不 

同解空间维数上，-厂1。函数都表现出相同的认知和速度多样性 

变化趋势，但在低维数上，，IO函数的群体多样性值都远小于 

维数较高的情况。 

通过对多样性的观测，解释了算法对函数求最优值的过 

程中，在低维的解空间上 比高维可以获得更“好”的优化值。 

粒子群算法拥有较小的位置多样性，表明算法可以在较小的 

空间内进行搜索，而较小的速度多样性表明算法拥有更大的 

“开发”能力。 

通过上面的讨论可以看出，虽然解空间维数不同，但是新 

的基于L 范式的群体多样性观测仍可以正确地表征算法的 

运行情况。 

3．3 多样性在不同粒子群拓扑结构上的观测 

图3显示了群体多样性在不同粒子群拓扑空间结构即星 

形(global star)或 环状(1ocal ring)上的变化情况。图 3(a)为 

，7认知多样性 ，图 3(b)为 ，7速度多样性 ；图 3(c)为 ，1。位置 

多样性 ，图3(d)为 厂1。速度多样性。解空间维数 D：50，适应 

度计算 500000次，对于，7函数，此次运算global结构最优值 

min(-厂7)一0．001694；local ring 结构最优值 rain( )一 

0．027210，采用global结构取得最优值略小于 local ring结构。 

对于 -厂1o函数，此次运算 global结构最优值 rain(̂ 。)= 

2．886579E-14；local ring结构最优值 min(．̂o)一1．506794E-12。 

Local ring结构获得的最优值稍小于 global结构。 

(a)f7认知多样性 (b)l厂7速度多样性 

(c)fl0位置多样性 (d)fl0速度多样性 

图 3 群体多样性在粒子群采取不同拓扑结构时的观测 

函数求极值的过程需要在多样性的观测中得到正确的反 

映，-厂7函数采用global结构的极值略小于采用local ring结构 

时的极值，表现在多样性上 ，即为速度多样性趋势大概相同， 

且 global结构速度多样性值略小于 local ring 结构 ，而认知多 

样性的观测值明显小于 local ring结构。对于函数 厂1o，采用 

local ring结构时获得的极值稍小于 global结构 。这也在多 

样性的衡量中得到明显的表征。Local ring结构的位置多样 

性数值稍大于 global结构 ，且速度多样性在计算末期陡然下 

降，导致粒子群丧失继续探索最优值 的能力，陷入了局部最 

优。 

通过上面的讨论可以看出，新的基于L 范式的多样性观 

测方式可以正确地表征同一问题在不同粒子群结构上的变化 

情况。 ’ 

3．4 多样性在不同粒子个数上的观测 

图 4显示了多样性在不同粒子数 目(P=50或 P一100) 

上的变化情况，图 4(a)为 ，7速度多样性 ，图 4(b)为 ，lo位置 

多样性，图 4(c)为 -厂1o速度多样性。当解空间维数 D：50，适 

应度计算 500000次，P一 50时，rain(厂7)=0．001694，rain 

(̂ o)一2．886579E-14；P一100时，min(，7)一0．002555，min 

(̂ o)一1．465494E-14。 

(a)f7速度多样性 (b)A0位置多样性 

(c)flo位置多样性 

图 4 群体多样性在粒子群算法不同粒子个数时的观测 
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粒子群算法在不同粒子数 目时，得到的极值不同，表明算 

法的求解过程存在着差异，而多样性的观测要能够正确地表 

征这种信息。 

采用不同的粒子个数，_厂7函数的最优值处在同样的数量 

级 ，5O个粒子的情况稍好于 100个粒子，反映到多样性的变 

化上 ，如图4(a)所示。算法在不 同粒子个数上，认知和速度 

多样性变化趋势基本相同，5O个粒子时多样性的最终数值略 

小于 100个粒子的情况。而对于 函数，100个粒子时的最优 

值稍小于 5O个粒子的情况，对应到多样性的变化上 ，如图 4 

(b)、(c)所示，100个粒子时位置和速度的多样性收敛也稍早 

于 5O个粒子。 

通过以上讨论可以得出，新的基于L 范式的群体多样性 

观测可以正确地反映粒子群优化在不同粒子数 目上的运行信 

息。 

结束语 在本文中，分析了不同的群体多样性定义方式 

的优缺点，提出了一种新的观测方式 ；并通过实验观测粒子群 

算法在不同解空间维数、不同粒子群拓扑结构和不同种群大 

小上的多样性变化情况，验证了新的群体多样性观测表征粒 

子群算法运行状态的准确性和新的观测方式的通用性。新的 

观测方式减少了已有方法的计算量 ，并提供了变化范围更广 

泛的观测值，从而可以更清晰地观测粒子群算法执行过程中 

粒子的运动。 

通过多样性的观测，分析粒子群体在算法执行过程中位 

置、速度和认知变化信息，进而找出有效地间接或者直接的控 

制多样性的方法，就可以动态地改变粒子群的“探索”或“开 

发”的阶段和能力，从而取得更好的优化效果。 
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