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摘 要 函数式程序语言 Haskell中的 Monads理论在描述上下文依赖计算等方面存在一定的不足。作为 Monads 

的范畴论对偶概念，Comonads理论可以有效地提高 Haskell对上下文依赖计算的描述能力。首先给出Comonads的 

范畴论定义和性质，以及 Comonads在 Haskell的具体实现；接着探讨Comonads的 CoKleisli三元组和CoKleisli范畴． 

通过实例说明如何将其应用于上下文依赖计算的描述和推理中；最后进一步研究 Comonads与 Monads之问的分配 

律 ，指出如何通过分配律将效果计算与上下文依赖计算有机地融合起来。 
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Abstract Monad theory in functional programming language Haskell has soIile disadvantages in describing the COlllexl 

dependent computations．As the categorical dual notion of monads，comonad theory Call effectively improve Haskel l’ 

description ability of context dependent computations．Firstly，we gave the categorica1 definitions and properlies of 

Comonads，as well as thei
．

r implementations in Haskel1．Secondly，we discussed the CoKleisli triple and CoKleisli catego— 

ry，and used some examples to demonstrate how to apply them into the descriptions and reasoning of context dependent 

computations．Finally，we also discussed the distributive laws between Comonads arid Monads．and showed its USeS 1n 

merging the effectful computations and context dependent computations． 
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1 引言 

作为函数式程序语言 Haskell中的一个非常重要的基础 

理论及核心库，Monads理论[ ～ 为 effectful函数的计算效果 

(例如异常、确定性行为、概率计算、非确定性行为、状态转换、 

连续性等)提供了一种统一的数学表达和推理方式 ，并使得值 

和对值的计算能够显式地分离开来，从而提高程序的模块化、 

灵活性和隔离性。但 Monads并不适合描述所有 的 impure 

函数 ，特别是涉及到上下文依赖的计算。某些计算不仅仅是 

产生了计算效果，而且可能消耗了值以外的因素，比如值的上 

下文。这一类的计算通常被称为上下文依赖计算。例如，在 

数据流计算中，一个流的输出值可能不仅取决于当前的输入 

值，还依赖于过去或未来的输入值。也就是说，流的输出值依 

赖于当前的输入值及其所处的上下文。 

作为 Monads的范畴论对偶概念，Comonads理论近年来 

才引起计算机科学工作者的注意，并逐渐成为共代数(Coal 

gebras)领域和范畴论的一个研究热点。Monads上的自函子 

可以视为是对值的某种计算，而 Comonads上的自函子则口I 

以看作某种上下文环境，这就为描述上下义依赖计算及 与效 

果计算 的融合 提供 了一 种新 的 途径 和 思路。洲 如，由 

Comonads所得到的 CoKleisli范畴可以 观地描述上下文依 

赖计算，其中 CoKleisli箭头表示上下文依赖计算函数，而箭 

头之问的组合关系对应着函数之间的映射关系。 此，将 

Comonads应用于 Haskell不仅能够有效地提高 Haskell对各 

种 impure计算的描述能力，并且 由 Monads和 Comonads问 

的分配律可将效果计算的副作用与上下文依赖计算有机地融 

合在一起。另外，Comonads是以范畴论为理论基础的，这 也 

为研究各种上下文依赖计算提供了一个统一和抽象的数学理 

论框架 。 

近年来，一些学者开始对 Comonads理论进行研究，主要 

侧重于 Comonads的范畴论性质 ，例如 Comonads与Monads 

的对偶 性、共 独异 点结 构、Comonads与 伴 随 函子、自由 

Comonads及其共代数等。而 R I3．Kieburtz，J．R．Lewis和 

T．Uustalu等人则对 Comonads在程序设计中的应片j进行 厂 
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研究1 。但总的来说 ，目前对 Comonads的研究仍处于起步 

阶段 ，尚未引起足够的重视。Comonads要在程序设计语言中 

推广还面临着许多理论和应用方面的困难，仍需要很多研究 

工作。我们认为Comonads将对程序设计语言中的行为和计 

算描述产生积极的影响，并且可以促进人们对共递归程序、终 

结共代数和共代数共簇(Covariety)等的研究。 

本文的主要目的是从范畴论的角度探讨 Comonads及相 

应 的 Cokleisli三 元 组 和 CoKleisli范 畴 性 质，并 给 出 

Comonads在 Haskell中的详细实现和应用。本文第 2节给 

出Comonads的范畴论定义和性质；第 3节给出 Comonads的 

Cokleisli三元组及其范畴的定义，并对其性质进行分析；第 4 

节探讨了 Monads与 Comonads之间的分配律和在融合效果 

计算及上下文依赖计算方面的应用 ；第 5节对当前一些相关 

研究进行分析 ；最后是总结并给出下一步的工作 。 

2 Comonads的范畴论定义 

限于篇幅，本文不介绍 Monads理论和范畴论的相关知 

识，请另行参考文献[1—4]。 

Comonads可以看成是 Monads的范畴对偶概念，其定义 

如下： 

定义 1 范畴C上的 Comonad定义为一个三元组(D，E， 

u)，其中D：C—C为C上的自函子 ，E：D=>Id和 u：D D2为 

自然转换，且满足图 1所示的图表交换。 

图 1 Comonads的图表交换 

上述的两个定律(1)eD。u—De。u一 D和(2)Dr。o=vD。u 

也称为Comonads的一致性性质(Coherence Properties)。￡和 

U分别称为 Comonad(D，￡，u)的共单元 (Counit)和共乘(Comul— 

tiplication)，可看成是 自函子 D上的额外结构。eD。u—I 和 

De 。u一 。分别称为 Comonads的左共单元定律和右共单元 

定律。 
一 个 Comonad可以看成是范畴c 上的一个共独异点 

(Comonoid)。 

利用 Haskell给出 Comonads的具体实现如下： 

class Comonad d where 

counit"： ＆ 口 

cobind"：( n—’．6)—} — 6 

cmap：：Comonad 一> (日—+6)— 以 6 

emap： l：cobind(}。counit) 

cmap将一般的纯函数，：口一6提升为df：da---~db，其提 

升过程通过应用 counit和 cobind来实现： counit=f：口一6． 

counit： 日一 6。 

例 1 假设C为某个 Cartesian封闭范畴(例如 Set)，下面 

给出一些典型的 Comonads例子： 

(1)积 Comonad(也称为流 Comonad) 

DX一 X×E，其中E为 Set上的某个固定对象。 

共单元 ￡x—d，X×E— +X 

共乘 一d，x×E (x E)×E 

显然，积 Comonad与 Monads中的指数 monad TX=Xz 

一 一 对应，即两者是等价的。 

(2)指数 Comonad 

DX=dfS=~X，其中(S，e，m)为范畴C上的一个独异点， 

e：1一S为单位元， ：S×S一+S为满足组合律二元操作符，则： 

共单元 ￡x= s X 一(s X)×1 

(s x)×s 

共乘 UX一 A(A(ux )) 

其中， 

一 ，(S X)×S×S ： (S X)×(SXS) 

(s x)×s x 

例 2 例 如独异点 (S，e， )=dr(Nat，0，+)，则指 数 

Comonads表示自然数与集合 X之间的一个函数关系 -厂：Na 

X。例如对于 DX=( o，．72 “，217n)，有 ： 

((xo，_z1，⋯，Iz ))一勘 

UX (( ，z1，⋯， )， ， )一 (( ，z1，⋯ ， )，( + ))一 

-厂( 十 )，其中i，JENat且 0≤H— ≤n o 

(3)共状态 Comonad 

DX=(S X)×S，其中 S为范畴C上的一个对象。 

ex—dr(S X)×S X 

一  ( x)×s ( (( x)×s))×s 

例 3 流函数 StrFun：(N口 X)×Nat可看作共状态 

Comonad的一个实例，即 S为自然数 Nat。对于 厂：N 一X 

和S rX一( 0， 1，⋯， )，有： 

共单元 ￡x(( o， “，_7C )， )一，( )，即 (-厂， )卜厂( ) 

共乘 ∽r((zo， 1，⋯，-z )， )一(aj．(，， )， )，即： 

(_厂， ) Qj．(-厂， )， )，其中 ，jENat且 i， ≤ 。 

下面分别给出上述各个 Comonad在 Haskell中的具体实 

现 ： 

(1)积 Comonad DX=A×X 

data Stream a一口：< Stream a 

instance Comonad Stream where 

counit(a：<
一

)一n 

cobind k @(一：< as)=kd：< cobind k as 

nextS：：Stream a a 

nextS：：( ：<(a ：< ))一＆ 

(2)指数 Comonad DX=S X 

data Prod s — ：& s 

instance Comonad(Prod s)where 

counit(x：&
一

)一lz 

cobind k @ (一 ：& s)=kd：& S 

askP：：Prod S 32— z 

askP(：& )一 

localP：：( )—'-Pr0d S-z— Prod S z 

localP：：g(1z：& s)一(-z：& g s) 

(3)共状态 Comonad(设 S为整数类型 Int) 

data StrFun z一(Int--~x)：@ Int 

instance Comonad StrFun where 

counit(f．．@ i)一，i 

cobind k(f：@ )一(＼i 一是(，：@ ))：@i 
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f}1 Comonad可定义两个 Comonads之间的态射。 

定义 2 范畴e上的两个 Comonads(DI，￡l，u1)和(D2， 

ez。u。)之间的射可以看成是两个 子之间的一个 自然转换 p： 

D。 D。，并且满足图 2所示的图表交换。 

D 

D —— D： 

I 
D D12——  —— D2 

罔 2 Comonads态射的图表交换 

并不是所有的 Comonads都存在态射。直观来讲，D 和 

D 之间存在态射 p：D 一 的前提条件是 D．的结构要能够 

嵌入到 D。中。若 10存在 ，则可以利用 J0将具有 D 的计算结 

构转换为具有 的计算结构 ，同时保持原来的状态空间及 

计算行为。 

3 CoKleisli三元组及其范畴 

下面给出 Comonads的另一种等价定义，称为 CoKleisli 

一元组 。 

定义 3 范畴e j：的一个 CoKleisli三元组表示为(D，￡， 
～ 一  ’)，其中 D：【C【一le【，使得对于任意的对象 X∈lc l有 

E ：DX—X，埘于函数 厂：DX—y有 ， ：DX~-DY，并且满足 

以下等式： 

(1)￡ 一 ld 脒； 

，l 

(2)对于甬数 l，：Dx—y，有等式 l，。；e-y一．，’，即 DX— 一 

DY ，Y一}； 

(3)对于／：Dx—y和g：Dy—z，有复合关系 ；g”一 

(f̈ ； )”。 

定理 1 CoKleisli_二元组和 Comonads之间存在⋯ 埘 

应灭系。 

证明：给定一个 CoKleisli互元组(D，￡，⋯ )，则对应的 

Comonad为(D'E．u)，其中D是函数D到自函子的扩展，即对 

于 l，： —y有 D，一(￡x；，) ，且 UX— 。相反地，给定一个 

Comonad(D，￡，u)，对应的 CoKleisli三元组为(D，e，一。)，其中 

D是将函子限制为对象问的函数关系，并且对于 _厂：DX—y，有 
’

：DX— y。 

函数一”可以看成是 一种提升，例如将 ：DX—X提升 

为 Id1)x一 ：DX---~DX，把 f：Dx—Y提升为 ：Dx—DY。 

对于 X∈C，若 ￡ 为满的，则称该 CoKleisli三元组满足满要 

求(Epi Requirement)。对于 厂：D —y和 g：Dy_ Z来说，其 

CoKleisli复合定义为： 

。。，：Dx— DDx一 Dy— -+z 

因此，Df。u有时也记为 _厂 ：D —Dy，称之为 厂的共扩 

展 (Coextension)。 

直观上来看，∈x：Dx—X表示将处于某个上下文环境 

DX中的值x取出，而 ’表示将上下文依赖与值之间的计算 

，’：Dx—y扩展到上下文依赖计之间的函数关系 尸：D — 

DY。事实上，对x的计算与对￡ 的值的计算是一样的。 

为了验证 CoKleisli i元组中的定理，由CoKleisli三元组 

可以进一步定义一个 CoKleisli范畴 CoKI(D)，其中的态射对 

应着上下文依赖计算，态射组合对应着计算间的映射关 系。 

此，CoKI(D)也呵看成是由上下文依赖计算及它们之间的 
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组合关系所构成的范畴。 

定义 4 给定范畴0上的 -个 CoKleisli t元组 (D．￡， 
一  )，对应的 CoKleisli范畴 ( oKl( )定义为： 

(1)CoKl( )中的对象就是G的埘象； 

(2)C0Kl(JD)中从 X到y的态射Co Kl(22,)(X，y)就是 、 

(DX，y)； 

(3)CoKI(D)在 X上的标识雨子为￡ ：DX—X； 

(4)_，∈(：o Kl(j0)(X，y)与 g∈CoKl(- )(y，Z)之问的组 

合是 g。 ：Dx—z，即： 
，f) “ 

g。 ：DX—： Dy—!+Z 

CoKI(D)中的组合可利用 ，”获得直观和简单的解释： 

．72：DX ( )：Y ：DY 髯( )：Z 

：DX (Z以 《二，( ’)ing(y))： 

利用共单元e可以将 pure函数看作是上 卜史依赖计算， 

而共乘 u使 CoKleisli范畴巾上下义依赖计算 J能组合。 

在 Haskell中，Cokleisli箭头可以看作是 Arrow类的 · 

个实例，如下所示： 

newtype CoKleisli d“b=Cokleisli(da— 1) 

instance Comonad 一> Arrow(CoKlcisli )where 

pure f—CoKleisli(，．counit) 

CoKleisli > > > CoKleisli 一CoKleisli(，，cobir~d ) 

First(CoKlcls̈ 是)一{；oKleisli(pair(k．cnlap fst)(snd．COt]nit)) 

对于南C J：的对象标识函子 Id所构成的范畴，容易证明 

存在一个包含 子 _『将其映射到 CoKI( )范畴上，且 _『是定 

义在映射上：对于函数 ／： y，有： 

-『(厂)一 Dx _E、+x — 一y===Dx Dy -％,-y 

则函子 -『仔侄一个左伴随 U：CoKI(： )+-5，使得 UX DX， 
^” 

且对于 ＆：DX一+Y，有 U是硼-DX 一-I)Y。 

将 CoKleisli范畴作 为 impure汁箅的范畴的A 观 义 

是：将 _厂：X—y看成是 pure丽数的范畴， D表示』- ‘文． 

DX表示将类型为 X的值放入到一个上 F文环境中，通过对 

D进行实例化就町以定义各种不问的上下文环境(例如数据 

流、标签树)。函数 ￡ 一DX~-X表尔将上下义环境 DX中的 

值 X取出，变成不依赖于上下文的标识函数。_『(／’)：DX+y 

表示由一个一般的 pure函数 ／：X‘一y转换为上下义依赖 一̈ 

算的函数。共扩展函数 k”：DX-+DY表永将 一个 L下史依 

赖计算尼：DX—y扩展为输 出值 也包 含_I：卜文环境的汁算。 

因此，对象为 f：DX~,-Y的 CoN1( )范畴就仃丁以直观地表尔 

上下文依赖计算及其组合关系。 

例 4 数据流 StrA=~X．A×X_几I以采用有序集合的形 

式表示为 StrA—Nat~A，那么数据流之间的丽数关系 ／： 

StrA-~StrB就可等价地表示为： 

，：(Nat~ A)一 (Nn B)兰 (Nat~A)×N“ — B 

容易证明 D (Nat=：>--)×Nat为一个 Comonad 

其中： 

ex—d，(Nnf= X)×N＆￡—+A，即(1，，”)卜 ／ ?。 

ux一 (Nn =：>X)× N以f— (Nn￡=>((Nc f=》X)× N(￡，))× 

Nat，B『J(f，，2)_I (2m．(_，，m)，”)。 

则流函数可以表示为 CoKleisli范畴lf1的射 。在 Haskell 

中，该同构射的具体实现描述如下： 

data Stream a一“：< Stream “ 

一 str2fun函数用于将流映射为自然数与集合之间的两数 

关系 



 

str2fun：：Stream a— Int— 口 

str2funfa：<as)( +1)一str2fun aS i 

— fun2str函数用于将自然数与集合之间的函数关系映射 

为流 

fun2str：：(Int_ )— Stream a 

fun2str}一fun2str f 0 

fun2str’fi— f J：< fun2str’ (i+1) 

例 5 假设有集合{a。，a ”，a }和自然数 0．． ，以及流 

ns一(ao，a1，⋯，a )，则 str2fun函数作用于流 aS一(n0，al， 
⋯ ，n )后可得到一个集合{n。，a 一，a }和 自然数 0．． 问的 

映射关系。而fun2str则将集合{a。，m，⋯，n }和自然数 0．． 

间的函数关系变成一个流aS一(no，a 一，％)。 

例 6 一个表示确定性状态转换系统的函子 FX=1+ 

Act×X的行为由包含有限和无限的行为变迁序列构成： 

一 z  z 1 z 2 ⋯  

式中，xEX，动作 皿∈Act， ∈DX。则 Ex表示取出该抽象 

行为序列的根元素 32，而共乘 凇：DX—D2X将 d 映射为另 
一 个保持相同转换结构的抽象行为，并且其中的每一个状态 

丑都被替换成该状态所对应的全局抽象行为序列d一 

￡x(z zl z2 ⋯)一z， 

ux(z l z2 ⋯ )一dz z1 出 2 

4 Monads与Comonads间的融合 

由于 Monads与 Comonads都可以看作是范畴C上满足 

额外结构的自函子 ，并且在合适的条件下 T与D之间可以构 

成组合函子，因此可以通过 T和D之间的 自然转换 (称为分 

配律)将两者有机地融合在一起。 

定义 5 给定范畴c上的一个 Monad(T，叩， )和一个 

Comonad(D，￡，u)，称自然转换 ：DT=~TD为D对 丁的分配 

律 ，当且仅当满足图 3所示的图表交换。 

class(Comonad d，Monad )一> Dist d t where 

dis：： (td)— z( a) 

newtype cmKleislid t a b— cmKleisli(da-~tb) 

instance Dist d t a b— cmKleisli(da— f6) 

pure{一cmKleisli(return．f．counit) 

cmKleisli k> > > cmKleisli l— 

cmKleisli((>>一Z)．dist．cobind ) 

first(cmKleisli )一cmKleisli(＼ — 

mstrength(k(cmap fst ))(snd(counit )) 

5 相关研究 

最早对 Comonads的研究主要是在范畴论的框架下讨论 

Comonads的各种范畴陛质，并未应用于程序语言及计算描述 

中。后来，S．Brookes等人提出一种计算 Comonads用于研究 

指称语义 的内涵语义 (Intensional Semantics)E]o3。虽然 S． 

Brookes的研究并未直接涉及到一般 的上下文依赖计算，但 

内涵语义实际上就是指称语义的 impure instrumentation的 

一 种形式，同样适合于上下文依赖计算。 

在函数式程序语言的应用方面，R．B Kieburtz最早提出 

在函数式编程中利用 Comonads作为上下文依赖计算的结构 

化描述工具，并给出一些有趣的例子_6]。随后，J．R．Lewis将 

Comonads应用于环境传递计算和隐含函数(Implicit Parame— 

ters)的研究 中ll7]。在 此基 础上 ，T．Uustalu进 一 步利用 

Comonads研究了上下文依赖计算_8]，并对一些重要的内容依 

赖计算进行了分析 ，指出数据流计算 9 (基于 stream的计算) 

和属性评价计算_】l_均可以采用 Comonads给出统一和抽象的 

描述。 

在上述研究的基础上，本文深入地分析了 Comonads的 

范畴论性质，指出CoKleisli三元组和 CoKleisli范畴在描述上 

下文依赖计算方面的应用，并利用 Haskell给出具体的实现。 

同时探讨了Comonads与 Monads之间的分配律及其在融合 

效果计算与上下文依赖计算中的应用。 

结束语 将 Comonads理论引入到 Haskell，其重要意义 

不仅在于它对上下文依赖计算提供了一种新的独特的描述方 

式和数学理论框架，更重要的是可以将终结共代数、共归纳原 

理等关键的共代数概念引入到程序设计中，这可以大大地增 

强程序语言对动态行为及 impure计算的描述和验证能力。 

随着共代数研究的深入和进一步完善，在程序语言中融合共 

代数已经成为未来程序语言发展的一个趋势，而 Comonads 

提供了一种将共代数和范畴论融人到程序语言的有效和可行 

的途径。 

在下一步工作中，我们将继续研究共代数中的 Comonads 

及其性 质，特 别 是共 自由 Comonads及其 共 代 数 范 畴、 

Comonads与伴随函子及其伴随性质等。 
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6．3 静态维度 

固定数据规模 N一800．非确定段长度 Length一12，移动 

埘象遍历路径 Path一3。 

对任意数据点 P，Q，当 d增火时，j两静态维 i， (1≤ 

j≤ ＆& ≠ )使 < ?and rE，> 成立的概率增大，导致 

数据点间存在静态支配的概率减少，产生 event的概率降低， 

表 1验证了上述分析，剪枝后的 event数量与剪枝前相 比大 

大减少 ，体现了剪枝规则的有效性。 

表 1 剪枝前后 event数量比较 

静态维度 event规模 

剪枝前 剪枝后 

同理 ，对任意数据点 P来讲，维度 d的增大导致数据点 

Q使 占<．z 成立的概率降低，则P成为 p-Skyline点的概率 

增大，p-Skyline的规模随 的增大而不断增大，图 5(a)验证 

了上述分析。产生 event的概率降低，算法 的平均处理时间 

减少，图 5(b)、图 5(c)验证了上述分析。 

(a)p-Skyline规模 (b)U CPSCRN算法运算时间 

网的建模方式 ；然后提出了各数据点问支配概率和 Skyline概 

率的表示方式 ，并定义了两类可能引起 p-Skyline集合变动的 

event事件，提出了对不确定移动对象进行连续概率 Skyline 

计算的动态增量算法框架 U—CPSCRN和埘 比的静态算法 u 

SPSCRN；最后利用大量的实验分析 ，从数据规模、路径数量、 

静态维度等几个方面论证了 U_cPSCRN算法的有效性。 

[1] 

[2J 

[3] 

[4] 

[5] 

[6] 

r7 

[8] 

[9] 

(c)u SPSCRN算法运算时间 

图 5 静态维度对算法的影响 

结束语 针对道路网络环境下不确定移动对象的连续概 [1o] 

率 Skyline计算问题进行了研究。首先选择路段模式作为路 
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