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摘 要 无向图是图论中的基本概念，图半群是 1991年提出的一个概念，形式语言与自动机理论是计算机科学与技 

术科学的重要基础理论。借助无向图和图半群 ，提出了无向图语言的概念，并研究了无向图语言的一个子类——平面 

图语言，给出了如下结论：一个无向图语言是平面图语言当且仅当它不包含 K5语言或 K3．3语言的剖分 图语言。另外 

提出了几个开问题，其中之一是无向图语言与正则语言、上下文无关语言、上下文有关语言以及短语结构语言有何关 

系? 
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Undirected Graph Languages 
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(College of Mathematics and Information Science，Northwest Norm al University，Lanzhou 730070，China) 

Abstract Undirected graph is a elementary concept of graph theory．Graph semigroup is a concept proposed in 1991．A 

concept of undirected graph language was proposed with undirected graph and graph semigroup．Furthermore，a sub— 

class of undirected graph language，plane graph language was studied．It is proved that a graph lang uage is a plane graph 

language if and only if it contains no subdivision graph language of K5 language or K3，3 language,In addition，four open 

problems were proposed．One of them：what is the relations between undirected graph language and regular language， 

context free language，context sensitive language，phrase structure language，respectively． 
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1 引言 

形式语言与自动机理论是计算机科学与技术学科的重要 

基础理论 。对语言的研究包括 3个方面，即语言的表示 、语言 

是否存在有穷描述以及语言的结构。用文法作为相应语言的 

有穷描述 ，不仅可以描述出语言的结构特征，而且可以产生这 

个语言的所有句子_】 ”]。Petri网是德国学者 C A Petri于 

1962年在其博士论文中首次提出的一种自动机模型。由Pe- 

tri网产生的一类形式语言称为 Petri网语言。Petri网语言是 

Petri网络理论的重要组成l4 。图是 图论的一个基本概 

念_6]。它是 为证 明 图 的重 构猜 想 而 提 出 的一 个 概 

念[2,3,6-9,12,14]，图半群把无 向图和半群联系了起来__2 ]。本文 

通过图半群这座桥梁把无向图和语言联系起来。由无向图借 

助于图半群产生的语言称为无向图语言。无向图是无向图语 

言的一种有穷描述，不仅可以描述无向图语言的结构特征 ，而 

且可以产生相应无向图语言的所有句子。研究了无向图语言 

是平面图语言当且仅当不包含Ks语言或K 语言的剖分图 

语言。本文第2节介绍无向图语言；第 3节介绍平面图语言； 

最后是结束语。 

2 无向图语言 

为了给出无向图语言的概念，我们先介绍图半群的概 

念_2 ]。本节最后提出几个开问题。 

2．1 无向图与图半群 

定义 1 无向图是一个二元组(V，E)，其中集合 称为 

顶点集，集合 E是V中元素组成的某些无序对的集合，称为 

边集 。 

下面给出图半群的概念。 

定义 2_2 ] 设 是非空有限字母表，Fv是 上的自由 

半群， 表示 上的自由幺半群， 一{“ ∈Fv l U，u∈V}， 

E ，且若 UV∈E， —y2一E，Fv关 于理 想 F F 的 

Rees同余记为 ，则称商半群Fv／ 为有顶点集V和边集E 

的图半群，简称图半群，记为 Fv 。V中字母称为图半群 

Fy／ 的顶点，V称为Fv／ 的顶点集，E中元素称为F ／ 

的半边。若 U73∈E，则称 {U73，UU}为 Fv／ 的边 ， 和 

CardE分别记为Fv／ 的顶点数和半边数。 

命题 1 E。 设 Fv／ 是图半群，则 E一 一 ，且 Fv／pE也 

是有顶点集 V和边集E的图半群。 

称Fv／pE是Fy／ 的余图半群，显然Fv／10￡也是Fv／pE的 

余图半群。 

定义 3嘲 一个拟简单图G是一个二元组( (G)，E 

(G))。其中V(G)是非空有限集，E(G)是V(G)中某些元素 

的无序对组成的有限集。 (G)中的元素称为 G的顶点，E 
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(G)中的元素称为 G的边。 

定义 4E印 称图半群 Fv／t~是拟简单图G 的图半群，如 

果 V—V(G)且 E一{ u ∈FvI( ， ，)∈E(G))。 

定义5_3] 称拟简单图 G是图半群 Fv／ 的图，如果 V 

(G)一V且E(G)一{(vl， ，)l ∈E)。 

命题2E。] 图半群和拟简单图是相互唯一确定的。 

特别地 ，若 E—D(0为空集)，则称 Fv／ 是平凡图半群。 

若 E—V2，则称 Fv／ 为拟完全 图半群。若 Fv／ 是非拟完 

全图半群，那么存在 口，∈ ， ，所在同余类记为 0，显然 

OEFv|睨 

性质 1[3] 设 凡 ／ 是非拟完全图半群，则 Fv／ 中，有 

0，且对任意，( )∈F ／ ，有 of(pE)，一，( )O—O。 

2．2 图半群语言和无向图语言 

下面引入图半群语言和无向图语言的概念。 

定义 6 设 Fv／t~是图半群，则称语言{fE Fv lf(pE)∈ 

Fv／~B_f(pE)So}为图半群语言，记为 L(Fv／t~)。 

定义 7 设 G是拟简单图，Fv／ 是G的图半群，则称图 

半群语言L(Fv／pE)为无向图语言，记为 L(G)。V和E分别 

称为无向图语言L(G)的顶点和半边集；CardV和CardE分 

别称为L(G)的顶点数和半边数 ，无向图G称为 L(G)的图形 

表示。 

下面举几个图语言的例子。 

例 1 G为 个顶点的空图，V(G)一{1，2，⋯， }，E(G)一 

D，G的图半群Fv／ 一{1( )，2( )，3(pE)，⋯，n(gt)，0)，L 

(G)一{1，2，⋯， }，称为空图语言。特别地， 一1时，G为平凡 

图，设 (G)一{1)，那么E(G)：0，则G的图半群为Fv／ 一 

{1( )，0}，无向图语言 L(G)={1}，称为平凡图语言。 

例 2 G为有一个顶点和一条边(有环)的图，即 (G)一 

{1}，E(G)一{(1，1)}，则 G的图半群为 Fv／ 一{1(pE)，1 

( )，1。( )，⋯}，无向图语言 L(G)一{1 lnEN}，其中』＼，为 

自然数集。 

例 3 K5为 5个顶点的完全无向图，V(K5)一{1，2，3，4， 

5}，E(K5)一{(i，J)l i，J∈V(Ks)且 iS )，则无向图语言 L 

(Ks)称为 Ks语言。L(Ks)的图形表示如图 1(a)所示。 

例4 Ks．。为 6个顶点的完全无向二部分图({1，2，3}， 

{Ct，b，c})，无向图语言 L(K )称为 K3l3语言。L(Ks．s)的图 

形表示如图 1(b)所示。 

例 5 两个顶点的完全无 向图 K2， (K2)一 {1，2)，E 

(K2)={(1，2)}，K2的图半群为F ／ 一{0，1( )，2(pE)， 

(12) ( )，(21) (pE)，(12) 1( )，(21) 2(m)lm， ，P，qEN)， 

无向图语 言 L(／(2)一 {1，2，(12) ，(21) ，(12) 1，(21)q2 I 

m， ，P，g∈N}。L(K2)的图形表示如图 1(c)所示。 

(a) (b) 

I 
(c) 

图 1 无向图语言的有穷描述 

显然，图 1(a)，(b)，(c)分别是无 向图语 言 L(Ks)，L 

(K。，。)，L(Kz)的有穷描述。 

命题 3 顶点集为{1，2，⋯，n)的无向图语言共有 

2专 种 。 

1 

证明：该无向图语言的边有如下百1 ( +1)条： 
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11，12，13，⋯ ，l72 

22，23，⋯ ，2 

组成无向图语言的边集时，每条边有两种可能：要么选人 

这条边，要么不选这条边。故组成的边集共有÷ ( +1)种， 

选人这条边用1来表示，不选这条边用0来表示，而÷ (n+1) 

这条从左到右确定了吉 (，z+1)个位置。吉 ( +1)位二进 
制数从低位到高位，每一个二进制数决定一个边集，故共有 

2专 科”种语言分别用这个二进制数来表示。 

推论 1 顶点集为{1，2)的无向图语言共有8种，具体如 

下 ： 

L000 1 o 0 2 

LO01 2 0 

L010 1 o-———————__0 2 

L01 1 0I．————— 

Ll00 2 o 

L101 2o 
。

。

—  

⋯  —  

我们提出两个开问题 ： 

开问题 1 无向图语言与正则语言、上下文无关语言、上 

下文有关语言以及短语结构语言有何关系? 

开问题 2 无向语言与有限状态机 、栈 自动机、线性界线 

自动机以及图灵机有何关系? 

3 平面图语言 

定义 8 一个图半群 Vv／t~称为是平面图半群，如果 Fv／ 

的图能画在平面上使得它的边仅在端点相交。 

定义 9E ] 一个无向图称为是平面图，如果该无向图能 

画在平面上使得它的边仅在端点处相交。 

命题 4 i)如果 G是一个拟简单图，凡 ／ 是 G 的图半 

群，则 凡 ／ 是平面图半群当且仅当G是平面图； 

ii)~ll果gv／~t是一个图半群，G是F ／ 的图，则 ／ 

是平面图半群当且仅当G是平面图。 

设R／冈是一个平面图半群，G是F ／ 的图，则G一定 

是平面图，G的面数 (G)称为 gv／m的面数，记为 中(Fv／ 

)。显然，O(Fv／p~)一 (G)。 

定义 10 设 Fv／ 是一个图半群，L(Fv／p~)是 gv／t~的 

语言，如果Fv／ 是平面图半群，则称 L(Fv／~)为平面图半 

群语言，记为LP(Fv／ )。 

设 Fv／ 是一个平面图半群，G是Fy／ 的图。Fv／ 的 

面数O(Fv／~)称为平面图语言LP(Fv／t~)的面数，记为 

(LP(Fv／p~))。显然， (LP(F ／J口￡))= (Fv／ )一 (G)。 

定义 11 设G是一个拟简单图，如果G是平面图，则称 

图语言 L(G)是平面图语言，记为 LP(G)。 

易知，推论 1中描述的 8种语言均是平面图语言。 

命题5 设G是一个拟简单图，如果 Fv／ 是G的平面 

图半群，则图半群语言L(Fv／m)是平面图半群语言当且仅当 

无向图语言L(G)是平面图语言。 



 

设 G是一个平面图，则G的面数称为平面图语言LP(G) 

的面数 ，记为 (LP(G))。显然 ，中(LP(G))一 (G)。 

定义 12[。 设 F~／pe是一个图半群，对任意 “， ∈V，称 

U和口在Fv／ 中连通，如果存在f(pE)∈Fv／p~满足： 

i)，( )一 1 ⋯ ( )，其中 ，EV，／=1，2，⋯，是； 

ii)f(pE)4：0(如果 Fv／ 中有 0)； 

iii)v~1 “， 一 。 

进而称 ( )为 Fv／ 中的(“， )连通元。 

定义 13 设 Fv／ 是一个图半群，如果对任意 Vi， ∈ 

V，让和 ，在 F 中是连通的，则称 Fv 为连通 的图半 

群。 

命题 6c。 设 G是一个拟简单图，Fv／ 是G的图半群， 

则 Fv／ 是连通图半群当且仅当G是连通图。 

定义 14 设 Fv／ 是一个图半群，如果 Fv／10￡是连通的 

图半群，则称图半群语言L(Fv／~)为连通图半群语言，记为 

LC(Fv／pE)。 

定义 15 设 G是一个拟简单图，如果 G是连通图，则称 

图语言是连通图语言，记为 LC(G)。 

由命题 6知 ： 

命题7 设G是一个拟简单图，Fv／~~是G的图半群，则 

称图半群语言L(Fv／~)是连通图半群语言当且仅当无向图 

语言 L(G)是连通图语言。 

定理 1 c。 设 G是一个平面图，则 

—e+ 一2 

式中， ，￡和 分别是G的顶点数、边数和面数。 

由定理 1 E 、命题5、命题 6以及命题7可得： 

定理2 设G是简单连通平面图，则图语言L(G)是简单 
1 

连通平面图语言，Card 一÷CardE+~(L(G))一2。 

式中，CardV，CardE和 (L(G))分别称为L(G)的顶点数、半 

边数和面数。 

定理 3[6] 如果 G是 一个 简单平 面 图，G 的顶 点 数 

≥3，则 

￡≤3 一6 

式中，e是G的边数。 

由定理 3、命题5、命题 6以及命题 7立即可得： 

定理 4 如果 G是一个简单平面图，则无向图语言 L(G) 

是简单平面图语言，且CardE~2(3CardV--6)。 

式中，CardE和 Card 分别是 L(G)的半边数和顶点数。 

证明：设 和e分别为简单平面图G的顶点数和边数， 

CardV和 CardE分别为简单平面图语言 L(G)的顶点数和半 

边数，则 CardV=口，CardE=2e。因此 

CardE：2e≤2(3 一6)一2(3CardE一6)。 

定义 16[。] 设 Fv／~e是一个图半群， ∈V，则 口的度 F 

( )就是 Card{7．ZOi 1 7J'Oi∈E)，其中Card{VT．／i l 7．17Ji∈E)就是集合 

{"U'Ui l硎 ∈E)的基数。 

我们记 △F和 分别表示Fv／ 中顶点的最大度和最小 

度。 

定义 17 设G是一个拟简单图，L(G)是 G的无向图语 

言，F~／pE是 G的图半群，则L(G)的顶点 72的度 d ( )定义为 

R，／ 的顶点 的度dF( )。 

我们记 △L和乩 分别表示L(G)中顶点的最大度和最小 

度，△和 分别为G的最大度和最小度。 

命题 8 设 G是一个简单图，L(G)是G的无向图语言， 

Fv／俺是G的图半群，则 

i)△』J一△F △； 

ii)赴 一 一 。 

定理 5E 设 G是一个简单平面图，则 ≤5。 

由定理5[6]及命题6，我们有： 

定理 6 i)如果Fv／ 是一个简单平面图半群，则 ≤5； 

ii)如果 L(G)是一个简单平面图语言，则 &≤5。 

定理 7[ ] K5是非平面图。 

由命题 4及命题5知： 

命题 9 设 G是一个拟简单图，L(G)是 G的无向图语 

言，则无向图语言L(G)是平面图语言当且仅当G是平面图。 

由定理 7及命题 9知： 

定理 8 K5语言 L(Ks)是非平面图语言。 

定理 9E。] K。，。是非平面图。 

由定理 9及命题 9知： 

定理 1O K 语言 L(K。，s)是非平面图语言。 

定义 18_6] 设 e是无向图G的一条边，e称为被剖分，是 

指删去它，并换上一条连接它的两个端点而长为 2的路，该路 

的内部顶点是一个新顶点，如图 2所示。 

图 2 一条边的剖分 

定义 19E。 无向图 G的一个剖分图是指把G 的边进行 

一 系列剖分而得到的一个图。 

K 的一个剖分图在图 3中给出。 

K4的一个部分 

图3 K4剖分图 

定义 20 设L(G)是一个无向图语言，一个无向图语言L 

(G，)称为 L(G)的剖分图语言，如果 G，是 G的剖分图。 

定理 1 1 E。] 一个无向图是平面图当且仅当它不包含Ks 

或 K。．。的剖分图。 

由定理 11及定义 2O知 ： 

定理 12 一个无 向图语言是平面图语言当且仅当它包 

含 Ks语言或 K 语言的剖分图语言。 

平面图语言作为一种语言，它与乔姆斯基谱系有什么关 

系呢?我们提出以下开问题 ： 

开问题3 平面图语言与正则语言、上下文无关语言、上 

下文有关语言以及短语结构语言有何关系? 

开问题4 平面图语言与有限状态机、栈自动机、线性界 

线自动机以及图灵机有何关系? 

结束语 对语言的研究 ，主要包含 3个方面： 

首先，如何给出一个语言的表示 。 

第二个问题是，一个给定的语言是否存在有穷描述。 

第三个问题是具有有穷表示的语言的结构是什么样的? 

本文提出了两个概念——图半群语言和无向图语言。这 

(下转第274页) 
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表 2 相同数字不同字体的一维轮廓势能折线图相似度比较 

只对数字不同字体的轮廓势能具有较高的相似度是不够 

的，轮廓势能需要应用到其它领域，还需要进一步的实验证 

明。图 6给出了一组具有 5度偏转幅度的飞机 3D模型，运用 

轮廓势能方法运算得到的图 7(a)一(d)对应轮廓图 6(c)、 

(f)、(i)、(1)具有的轮廓势能折线图。图7展现了具有微小偏 

转的同一目标的势能折线具有极大的相似度。轮廓势能可以 

有效识别出目标图像。 

_  
_  
_  
_  

一 一  
一  

图 7 相似度极大的势能折线图 

结束语 经实验证明，势能理论是一种较好的目标特征 

提取和分类的方法。把势能理论应用到轮廓特征中，能有效 

区分不同种类 目标，又能较好地抵抗由于目标图像发出平移、 

旋转、微偏转等不良因素带来的对识别率的影响。轮廓势能 

方法可广泛应用于航空、医疗、交通、军事领域关于图像处理 

的工作中。一维轮廓势能和二维轮廓势能分别适合应用到哪 

些类型的目标图像中，还有待进一步研究。 

参 考 文 献 

[1] 陈振学，刘成云，常发亮．基于生物视觉显著性的车辆车型识别 

[J]．计算机科学，2010，37(2)：207—208 

[2] Yi—fei Z，et a1．Medical Image Retrieval Method Using Boundary 

Shape Feature[J]．Journal of Chinese Computer Systems，2010， 

31(1)：134—137 

[3] 周涛，张艳宁，袁和金．基于聚类分析和集成神经网络的序列图 

像多目标识别算法口]．计算机科学，2009，36(3)：215 219 

[4] Yu I i，Wang Run—sheng．Shape Representation Based on Mathe 

matical Morphology[J]．Pattern Recognition Letters，2005，26： 

1354—1363 

[5] Yu Li，Wang Run sheng，FanNian H．Shape Detection Based on 

Mathematical Morphology[J]．Optical Engineering，2005，44 

(12)：127—203 

[6] Gonzalez R C，Woods R E，Eddins S L，et a1．Digital Image Pro— 

cessing Using MATLAB．2004[M]．Prentice Hall：NJ，2004 

[7] Xue-zhi W，et a1．Improved Algorithm of Wavelet Feature Ex— 

traction and Its Application[J]．Journal of Chinese Computer 

Systems，2009，30(2)：336—340 

r8] Li Z，Li Y，Xiao L．The character characteristic extraction based 

on projection characterist and wavelet analysis[J]．Journal of 

Shandong Jianzhu University，2007，3(22)：247—251 

[9] Ping Z，Guangyao Q The signal characteristics extraction tech— 

niques based on fractal geometry and their applications[J~．Jour— 

nal ofNavalUniversity ofEngineering，2001，13(1)：1 7 

[1O]Gonzalez R C，Woods R E，et a1．Digital Image Processing(2nd 

ed)EM]．Prentice Hall：NJ，2002 

El1]雷宝权，杨丽华，程咏梅．基于SVM与颜色／纹理组合特征的景 

物识别算法EJ]．计算机科学，2009，36(10)：274—276 

(上接第 261页) 

两个概念在形式语言、图半群、图论以及字组合等学科之间架 

起了一座立交桥 ，以上这些理论通过这座立交桥可以相互渗 

透，共同发展。本文提出 4个开问题，对这 4个开问题的回答 

将会形成新的、有趣的研究课题。 
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