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摘　要　传统单一阈值的邻域粗糙集不能有效降低信息的不确定性.考虑对象已有或预测的类别标签信息,通过引

入类内和类间两种阈值,提出一种新的邻域粒化方法,并构建了一种基于监督邻域的粗糙集模型.该模型是传统邻域

粗糙集的推广形式.通过分析双阈值下的邻域粒子变化规律,给出该模型的粗糙近似质量和条件熵单调性变化定理.
最后通过４个 UCI数据集验证了该模型的性能.实验结果显示,可以通过调节监督阈值参数来改善论域的邻域粒化

效果,并降低信息的不确定性.
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Abstract　Theuncertaintyofinformationcan’tbeefficientlyreducedbytraditionalneighborhoodroughsetwithsingle
threshold．Byconsideringtheexistingorpredictedcategorylabelinformationoftheobject,thispaperintroducedtwo
kindsofthresholds,namely,intraＧclassandinterＧclass,andproposedanovelneighborhoodgranulationmethodstoconＧ
structaroughsetmodelbasedonsupervisedneighborhood．ThismodelisthegeneralizedformofconventionalneighＧ
borhoodroughset．Moreover,thetheoremofmonotonicvariationwithapproximatequalityandconditionalentropywas
presentedthroughanalyzingthechangerulesofneighborhoodparticlesunderdoublethresholds．Finally,theperformance
ofthemodelwasdemonstratedonfourdatasetsofUCI．Theresultsshowthattheeffectofneighborhoodgranulation
canbeimprovedandtheuncertaintyofinformationcanbereducedbyadjustingsupervisedthresholdparameters．
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１　引言

经典Pawlak粗糙集[１]是一种解决不确定性问题的有效

方法,但并不能直接处理数值型数据.针对此问题,Lin[２Ｇ３]于

１９８８年借助拓扑学中内点和闭包的概念,提出了邻域系统的

概念;此后,Yao[４]、Wu等[５]相继深入研究了邻域系统的性质;

Hu等[６]于２００８年提出了一种基于邻域关系的粗糙集扩展模

型.近年来,与邻域粗糙集相关的研究理论和方法被广泛应

用于属性约简、特征选择、规则学习和分类器设计等[７Ｇ１３].
在利用邻域粗糙集模型刻画数值型分类数据的不确定性

和不一致性过程中,邻域阈值的选择是一个关键问题.在已

有的研究中,普遍采用单一的邻域阈值来对论域进行粒化.
如果阈值过大,会导致邻域粒子过大,即粒化过粗;如果阈值

过小,会导致邻域粒子过小,即粒化过细.传统的阈值优化方

法通过分析实验效果来给出经验阈值,但通过调整单一阈值

只能改变对象的粒化粗细效果,并不能有效降低信息的不确

定性.在传统的邻域粒化过程中,通常并不考虑对象的类别

标签信息,因此可以称其为一种无监督的粒化方法.根据对

象已有或预测的类别标签信息,论域中的任意对象与其他对

象间存在类内和类间两种关系,即两个对象在同一类别中时

称为类内对象,反之称为类间对象.当运用邻域关系对论域

进行粒化时,通常期望邻域粒子中包含较多的类内对象和较



少的类间对象.但是,使用单一阈值并不能很好地实现以上

目标.因此,在过程中邻域粒化过程中引入类内阈值和类间

阈值的概念,通过有效控制两个阈值来增大或减小邻域粒子,
使邻域粒子中类对象内的数量增加而类间对象的数量减少.
通过这种有监督的粒化方法,可以大大提升邻域粗糙集刻画

不确定性知识的能力.
为了充分利用监督学习下的类别标签信息,本文提出了

一种基于类内阈值和类间阈值的邻域粒化方法,构建了相应

的监督邻域粗糙集模型;然后给出了该模型下的近似质量和

条件熵这两种不确定性信息度量方式,并证明了以上两种度

量的单调性变化规律;最后通过 UCI数据集验证了该模型的

效果.

２　二元邻域关系

下面简要介绍二元邻域关系的基本概念和性质[６].
给定一个决策信息系统S＝(U,A,V,f),其中U 表示非

空有限的对象集合;A 是非空有限的属性集合,A＝C∪D,

C∩D＝Ø,其中C表示条件属性集,D 表示决策属性集;V＝
∪

a∈A
Va是值域,Va 是对象在属性a 下的所有可能取值;f:U×

A→V 是一个映射函数,表示对象和属性取值的映射关系.
定义１[６](单一阈值邻域)　给定任意的xi∈U 和B⊆C,

定义xi 的δ 邻域集为:

δB(xi)＝{xj|xj∈U,ΔB(xi,xj)≤δ} (１)

其中,Δ是一个距离函数.对于任意的x１,x２,x３∈U,Δ满足

以下性质:

１)Δ(x１,x２)≥０;

２)Δ(x１,x２)＝０,当且仅当x１＝x２;

３)Δ(x１,x２)＝Δ(x２,x１);

４)Δ(x１,x３)≤Δ(x１,x２)＋Δ(x２,x３).
针对 N 维特征空间,下面给出３种常用的距离函数.

Δp(x１,x２)＝(∑
N

i＝１
|f(x１,ai)－f(x２,ai)|P)１/p (２)

其中,当 p＝１ 时,Δ１ (x１,x２)为曼哈顿距离;当 p＝２ 时,

Δ２(x１,x２)为欧氏距离;当p＝∞时,Δ∞ (x１,x２)为切比雪夫

距离.简便起见,本文采用欧氏距离.
基于邻域关系可以得到论域U 的一个覆盖,表示为邻域

粒子族{δB(xi)|i＝１,２,􀆺,n}.用关系矩阵 M＝(rij)n×n来描

述二元邻域关系,其中:

rij＝
１, Δ(xi,xj)≤δ
０, 其他{ (３)

以上二元邻域关系满足自反性和对称性,但不一定满足

传递性.当δ＝０时,二元邻域关系退化为等价关系.

３　监督邻域粗糙集

在传统邻域粗糙集中,单一阈值δ的变化直接影响对象

的粒化效果和属性约简的质量,但仅通过调整阈值δ来改变

数据的粒化结构并不能更好地提升对不确定性信息的刻画能

力.为此,考虑监督学习中已有或预测的对象类别标签,引入

类间阈值和类内阈值的概念来分别刻画类内对象和类间对象

的距离差异,给出一种基于监督邻域的粗糙集扩展模型.
定义２(监督邻域)　给定一个决策信息系统S＝(U,A,

V,f),B⊆C.决策属性D 将U 划分为N 个决策类,表示为

D＝{Dk},k＝１,２,􀆺,N.设类内阈值δI和类间阈值δO 满足

０≤δI≤１,０≤δO≤１,给定任意的xi∈U,则定义xi 的监督邻

域集为:

δB′(xi)＝{xj|xi,xj∈Dk,ΔB (xi,xj)≤δI}∪{xj|xi∈
Dk,xj∉Dk,ΔB(xi,xj)≤δO} (４)

其中,当两个对象属于同一个决策类时使用类内阈值δI,当
两个对象不属于同一个决策类时使用类间阈值δO.

相对于传统单一阈值δ,可以通过合理改变监督阈值参

数δI和δO来降低信息的不确定性.主要有以下两种方法:

１)０≤δO＜δI＝δ≤１,使类内阈值δI等于传统单一阈值

δ,减小类间阈值δO,此时收紧类间对象的距离阈值;

２)０≤δO＝δ＜δI≤１,使类间阈值δO 等于传统单一阈值

δ,增大类内阈值δI,此时放松类内对象的距离阈值.
显然,如果０≤δI＝δ＝δO≤１,那么类内阈值δI和类间阈

值δO均等于传统单一阈值δ,此时监督邻域关系退化为传统

单一阈值的邻域关系.

篇幅所限,只讨论第一种方法.传统单一阈值的邻域关

系并不区分类内对象和类间对象的距离差别,采用单一阈值

调节邻域半径,容易造成类内对象不在同一邻域粒子中而类

间对象却在同一邻域粒子中.因此,考虑监督学习中的类别

标签信息,采用双阈值来分别处理类内对象和类间对象的二

元邻域关系,以优化邻域粒化方法,并降低信息的不确定性.

下面以二分类问题为例,以五角星标记第一类样本,以菱

形标记第二类样本,空心的五角星和菱形表示与对象x存在

二元邻域关系的对象集,即对象x的邻域粒子.在单一阈值

的邻域关系下,以阈值δ为邻域半径,从图１(a)中可以观察到

对象x的δ邻域内既有第一类样本又有第二类样本,且两类

样本的数量接近,此时邻域粒化效果不佳.因此,考虑监督学

习下的样本类别标记信息,把对象间的距离阈值设定为两种

类型,即同一决策类内对象间的类内阈值δI和不同决策类对

象间的类间阈值δO.相对于单一阈值δ,可以通过调节双阈

值δI和δO来进一步改善邻域粒化效果.

(a)单阈值邻域 (b)类内邻域

(c)类间邻域 (d)双阈值邻域

图１　单一阈值和双阈值下二元邻域关系的对比

Fig．１　Comparisonofbinaryneighborhoodrelationbetweensingle
thresholdanddualthresholds
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图１(b)和图１(c)分别描述了运用类内阈值δI和类间阈

值δO对对象x 的类内对象和类间对象进行邻域刻画的过程.

在图１(d)中,假设类内阈值δI与传统单一阈值邻域δ 相等,

即δI＝δ,此时减小类间阈值,使得δO＜δ.可以观察到,与对

象x存在邻域关系的对象数量减少了,即邻域粒子变细了.

对比图１(a)和图１(d)可以进一步发现,减少的对象均与对象

x具有不同的决策类,因此可以得出:监督邻域关系可以得到

更好的邻域粒化效果.下面给出相应的监督邻域粗糙集的

定义.

定义３　给定一个决策信息系统S＝(U,A,V,f),B⊆C,

δB′(xi)为监督邻域集.对于任意的 X⊆U,监督邻域粗糙集

的上、下近似集可以分别表示为:

NX＝{xi|δB′(xi)∩X≠Ø,xi∈U}

NX＝{xi|δB′(xi)⊆X,xi∈U}
(５)

显然,关于X 的边界域可以表示为:

BND(X)＝NX－NX (６)

定义４　给定一个决策信息系统S＝(U,A,V,f),决策

属性D 将U 划分为N 个决策类,表示为D＝{Dk},其中k＝

１,２,􀆺,N.决策D 在监督邻域粗糙集中的上、下近似集可以

分别表示为:

ND＝∪
N

j＝１
NDj

ND＝∪
N

j＝１
NDj

(７)

其中,正域和边界域分别表示为:

POS(D)＝ND (８)

BND(D)＝ND－ND (９)

且POS(D)∩BND(D)＝Ø,POS(D)∪BND(D)＝U.

由此可见,监督邻域粗糙集把论域U 划分成正域和边界

域.正域越大,边界域越小,知识的不确定性就越小.为了深

入研究监督邻域粗糙集对信息的不确定刻画效果,引入邻域

粗糙集中知识粒度、近似质量和条件熵的定义,其中|􀅰|表示

集合的基数.

定义５[１４]　给定一个决策信息系统S＝(U,A,V,f),

B⊆C,则基于属性集B 的知识粒度度量可以定义为:

GK(B)＝ １
|U|２∑

|U|

i＝１
|δB(xi)| (１０)

定义６[１５]　给定一个决策信息系统S＝(U,A,V,f),

B⊆C,决策属性D 关于条件属性B 的依赖度(也称为近似质

量)可以定义为:

γB(D)＝|POSB(D)|
|U|

(１１)

定义７[１５]　给定一个决策信息系统S＝(U,A,V,f),

B⊆C,决策属性D 关于条件属性B 的条件熵可以定义为:

H(D|B)＝－ １
|U|∑

|U|

i＝１
|D(xi)∩δB (xi)|log(p(D(xi)|

δB(xi))) (１２)

其中,p(D(xi)|δB(xi))＝|D(xi)∩δB(xi)|
|δB(xi)|

,D(xi)为包含对

象xi 的决策类.

相对于传统单一阈值的邻域粗糙集,监督邻域粗糙集在

类内阈值等于传统单一阈值,减小类间阈值的情况下,邻域粒

化效果会进一步增强,而且信息的不确定性会明显降低.下

面给出并证明决策属性D 关于条件属性B 的近似质量和条

件熵的单调性变化定理.

定理１　在监督邻域粗糙集中,假设δI
１ ＝δO

１ ＝δ,δI
２ ＝δ,

δO
２ ＜δ,即保持类内阈值不变,减小类间阈值,则决策属性 D
关于条件属性B 的近似质量广义单调增加.

证明:假设一个决策信息系统S＝(U,A,V,f),B⊆C,

∀xi∈U,Dj∈D,|U|＝n,|D|＝N.当双阈值为δI
１ ＝δO

１ ＝δ
时,xi 的邻域粒子表示为δB(xi),γ１

B(D)表示单一阈值邻域粗

糙集的近似质量;当双阈值为δI
２＝δ,δO

２ ＜δ时,xi 的邻域粒子

表示为δB′(xi),γ２
B(D)表示双阈值邻域粗糙集的近似质量.

∀xi∈U,Dj ∈D,由 已 知 条 件 显 然 可 得 δB (xi)⊇
δB′(xi),|δB(xi)|≥|δB′(xi)|,且|δB(xi)∩Dj|＝|δB′(xi)∩
Dj|.因此有:

|{xi|δB(xi)⊆Dj,xi∈U}|≤|{xi|δB′(xi)⊆Dj,xi∈U}|
即|ND１

j|≤|ND２
j|.因此可以得到:

|POS１
B(D)|＝|ND１|≤|POS２

B(D)|＝|ND２|

γ１
B(D)＝|POS１

B(D)|
|U| ≤γ２

B(D)＝|POS２
B(D)|

|U|
定理得证.

定理２　在监督邻域粗糙集中,假设δI
１ ＝δO

１ ＝δ,δI
２ ＝δ,

δO
２ ＜δ,即保持类内阈值不变,减小类间阈值,则决策属性 D
关于条件属性B 的条件熵广义单调减小.

证明:沿用定理１的假设,H１(D|B)为单阈值邻域粗糙

集的条件熵,H２(D|B)为监督邻域粗糙集的条件熵.由定义

７可得:

　H１(D|B)＝－１
U ∑

n

i＝１
|D(xi)∩δB(xi)|log|D(xi)∩δB(xi)|

|δB(xi)|

　H２(D|B)＝－１
U ∑

n

i＝１
|D(xi)∩δB′(xi)|log|D(xi)∩δB′(xi)|

|δB′(xi)|
因为|D(xi)∩δB(xi)|＝|D(xi)∩δB′(xi)|,所以:

H２(D|B)－H１(D|B)

　＝－１
U

(∑
n

i＝１
|D(xi)∩δB′(xi)|log|D(xi)∩δB′(xi)|

|δB′(xi)| －

∑
n

i＝１
|D(xi)∩δB(xi)|log|D(xi)∩δB(xi)|

|δB(xi)|
)

　＝－１
U ∑

n

i＝１
|D(xi)∩δB′(xi)|log|δB(xi)|

|δB′(xi)|
因为|δB(xi)|≥|δB′(xi)|,所以有 H２(D|B)－H１(D|

B)≤０,即有 H２(D|B)≤H１(D|B).定理得证.

从以上两个定理可以看出,相对于传统单一阈值的邻域

粗糙集,根据监督信息合理控制和调整双阈值,能够提高决策

属性D 关于条件属性B 的近似质量,并减小条件熵,从而降

低信息的不确定性.下面选用 UCI数据集来进一步验证和

分析监督邻域粗糙集在研究不确定性信息时的可行性和

效果.

４　实验分析

为了验证所提模型的效果,在 UCI数据集中挑选了４组

数据,具体数据信息如表１所列.
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表１　４组数据(UCI)

Table１　Fourdatasets(UCI)

ID 数据集 样本个数 属性个数 类别个数

１ Wine １７８ １４ ３
２ Sonar ２０８ ６１ ２
３ German １０００ ２５ ２
４ Statlog ２３１０ １９ ７

所有实验都在 PC机上运行,其配置为:Intel(R)Core
(TM)i５Ｇ４２１０UCPU ＠ １．７０GHz,１２GB内存,Windows１０
操作系统,Matlab２０１６a实验平台.为充分验证模型的效果,

采用以下两种方法开展相关实验.方法一:设定监督邻域类

内阈值δI与传统单一邻域阈值δ相等,即δI＝δ＝０．３,选取５

组监督邻域类间阈值δO:０．２５,０．２６,０．２７,０．２８,０．２９,０．３.

把４个 UCI数据集分别按属性数量分成１０个相等的子数据

集,把第一个数据子集作为测试集１,前两个数据子集累加作

为测试集２,以此类推,得到１０个测试子集,对５组监督邻域

阈值在１０个测试子集上分别计算邻域近似质量和邻域条件

熵.方法二:选取１０组类内阈值δI＝０．２１,０．２２,􀆺,０．３,在

每组中设置类间阈值δO分别等于类内阈值的０．５,０．６,０．７,

０．８,０．９,１倍,对４个 UCI数据集分别计算不同双阈值设置

下的邻 域 近 似 质 量 和 邻 域 条 件 熵. 具 体 实 验 结 果 如

图２和图３所示.

(a)数据集 Wine (b)数据集Sonar

(c)数据集 German (d)数据集Statlog

图２　在属性递增情况下的不确定性刻画对比分析

Fig．２　Contrastiveanalysiswithdescriptionofuncertaintyunderadditionofattributes

(a)数据集 Wine (b)数据集Sonar

(c)数据集 German (d)数据集Statlog

图３　在阈值变化情况下的不确定性刻画对比分析

Fig．３　Contrastiveanalysiswithdescriptionofuncertaintyunderchangeofthresholds
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　　在图２中,保持类内阈值与传统单一阈值相等,逐渐减小

类间阈值.可以发现,４个数据集的邻域近似质量单调增加,

而邻域条件熵单调减小,即知识的不确定性下降.另外,随着

属性数量的逐渐增多,４个数据集的邻域近似质量和邻域条

件熵并没有呈现出单调性变化,这是由于在属性变化下采用

了多次归一化的实验方法.通过观察图２发现,监督邻域粗

糙集在粒度变化情况下可以通过保持类内阈值不变而调整类

间阈值来实现对邻域粒化效果和信息不确定性的有效控制.

由图３可知,在不同的类内阈值下,逐渐减小类间阈值.

可以发现,随着类间阈值的减小,４个数据集的邻域近似质量

呈现单调增加的趋势,而邻域条件熵呈现单调减小的趋势,知

识不确定性也有所下降.另外,随着类内阈值的增大,４个数

据集的邻域近似质量单调减小,而邻域条件熵单调增加.通

过图３可以发现,在数据集不变的情况下,通过保持类内阈值

不变而调整类间阈值也能实现对邻域粒化效果和信息不确定

性的有效控制.

结束语　传统的邻域粗糙集使用单一邻域阈值,大大限

制了对论域粒化以及降低信息不确定性的能力.本文借助监

督学习中对象已有或预测的标记信息,引入类内阈值和类间

阈值的概念,提出了一种监督邻域粗糙集.该模型是传统邻

域粗糙集的推广形式,可以通过保持类内邻域不变和减小类

间邻域来优化邻域粒子群.实验结果显示,该模型在粗糙近

似质量和条件信息熵两种度量下均能降低信息的不确定性.

下一步工作将在监督邻域系统下对属性约简开展深入探讨和

研究.
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