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摘　要　图编辑距离是图模式匹配技术中常用的方法之一.基于图编辑距离的匹配方法能够处理多种类型的图数

据,因而受到了学术界的广泛关注.首先介绍了图编辑距离的相关概念;然后简述了基于启发式搜索技术的精确图编

辑距离算法,重点分析了基于二分图匹配的近似图编辑距离算法;最后对现存的一些图编辑问题进行了总结,并对未

来的发展趋势进行了展望.
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Abstract　Grapheditdistanceisoneofthemostflexibleandgeneralgraphpatternmatchingmodelsavailable．This

matchingmethodhasprovokedwideconcernfromscholarsowingtoitscapabilitytohandlemanykindsofgraphdata．

Firstly,therelatedconceptsofgrapheditdistancewereintroduced．Thentheexactgrapheditdistancealgorithmsbased

onheuristicsearchtechnologyweredescribedbriefly,andtheinexacteditdistancealgorithmsofbipartitegraphmatching
wasemphaticallyanalyzed．Finally,someexistingproblemsweresummarized,andthefuturedevelopmenttrendwassimＧ

plydiscussed．
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１　引言

由于图能很好地表示对象的属性以及对象之间的关系,

因此基于图的方法被广泛应用于模式识别领域[１].其中,图
模式匹配技术[２]作为实现图数据上高效查询的重要方法之

一,被广泛应用于如生物信息学[３]、图像分类[４]及计算机网络

分析[５]等各领域的实际问题中.

近年来,研究者们提出了大量的图匹配算法[１,６].其中,

基于图编辑距离[７](GraphEditDistance,GED)的方法因具有

良好的容错性且适用于多种类型的图,如有向图、无向图、属

性图、无属性图等,受到了极大的关注.图编辑距离指将源图

编辑成目标图所需的最小编辑操作代价值之和.其中,每步

操作的代价值通过定义相应的代价函数得出,代价值即距离

值.图编辑距离主要通过度量图之间的不相似度来衡量图之

间的匹配度,而不相似度则是通过距离值进行衡量,距离值越

大则不相似度越大,匹配度越低;反之亦然.根据求解的距离

值是否精确,图编辑距离算法主要可分为两类[８]:精确图编辑

距离(ExactGraphEditDistance)和近似图编辑距离(Inexact

GraphEditDistance).衡量图编辑距离算法优劣的主要指标

是时间复杂度和分类实验的分类精确率.

在使用基于图编辑距离的方法进行图匹配时,仍面临着

以下诸多问题:１)编辑操作的代价函数定义困难.代价函数

反映相应编辑操作作用于底图的变形强度,而对分布于不同

应用领域中的图数据,若相应编辑操作强度不同,其代价函数

的定义也应不同.２)求解精确图编辑距离算法的复杂度较

高.最坏情况下,其时间复杂度随图数据的规模呈指数级增

长,且占用大量计算空间.３)近似图编辑距离算法的精确度

不足.平衡时间复杂度和精确度是近似算法面临的主要

问题.

针对以上３类问题,学者们主要从以下方面展开研究:

１)针对代价函数定义问题,一方面设计了直接定义代价函数

的方法,根据图标签的相关属性进行代价函数的定义;另一方

面提出了众多学习方法,学习训练出代价函数模型[９],自动生

成代价函数.同时,对代价函数进行了大量的聚类研究,有助



于开发新的、更高效的图算法[１０].２)针对精确图编辑距离算

法复杂度较高的问题,采用启发式搜索技术以及相关搜索策

略[１１Ｇ１４]等方法,提高搜索效率.３)针对近似图编辑距离精度

偏低的问题,引入二分图匹配[１５]和 Hausdorff匹配[１６]等思

想,同时采用多种算法及策略[１７Ｇ１８]对其进行进一步优化.目

前,这两种思想得到了广泛的研究,已成为计算近似距离的主

要方法之一.

本文主要回顾并总结了图编辑距离中相关计算算法以及

代价函数的定义.第２节介绍了有关图编辑距离的相关基本

概念;第３节对代价函数的定义及研究进行了总结;第４节和

第５节详细阐述了精确图编辑距离和近似图编辑距离的相关

算法;最后,总结了图编辑距离现存的一些问题,并对未来的

发展趋势做了简要的展望.

２　基本概念

２．１　图的定义

令LV 和LE 分别表示点和边的标签集合,图g表示一个

四元组,即g＝(V,E,μ,υ).其中,V 表示点的集合;E⊆V×

V 表示边的集合;μ:V→LV 表示图中顶点到对应标签的映射;

υ:E→LE表示图中边到对应标签的映射.根据对标签函数的

不同定义,可得到属性图或无属性图.

图的边是由其两端的端点来表示的.令点u和点v表示

同一图g 中的不同两点,两点间的无向边表示为(u,v),此时

点u到点v与点v到点u的标签一致,即υ(u,v)＝υ(v,u);起

点为u、终点为v的有向边表示为‹u,v›,此时υ(u,v)≠υ(v,u).

２．２　编辑操作

标准的编辑操作有６种,即点或边的删除、插入和替换.

假设存在点u,v和空点ε,则点u的删除操作表示为(u→ε),

点v的插入操作表示为(ε→v),点u替换为点v 表示为(u→

v);边的３种操作的表示方法与此类似.此外,编辑操作还有

点的嵌入和分裂[１９],但只适用于部分领域,本文不加以讨论.

２．３　编辑路径

将图g１ 转化成图g２ 所需的一系列编辑操作的序列集合

记为k,ei 表示第i步编辑操作,k＝(e１,􀆺,ei,􀆺,en),则称k
为图g１ 和g２ 间的完全编辑路径.部分编辑路径是序列k的

子集,其只能将图g１ 部分转化.下文提到的编辑路径或路径

都为完全编辑路径.

２．４　图编辑距离

编辑距离的概念是从字符串编辑距离[２０]上延伸、拓展到

树[２１]和图[２２]的数据结构上的.令源图g１＝(V１,E１,μ１,υ１),

目标图g２＝(V２,E２,μ２,υ２).图编辑距离计算的是从图g１

转化为图g２ 所需的变形强度或相异度,衡量的是两个图之间

的不相似性.图编辑距离的定义如式(１)所示[２３]:

dλmin(g１,g２)＝ min
λ∈γ(g１,g２)

{∑
ej∈λ

c(ej)} (１)

其中,γ(g１,g２)表示所有可从图g１ 转化为图g２ 的完全编辑

路径;c(ej)表示编辑操作ej 的编辑代价;λmin表示所有完全编

辑路径中代价和最小的路径.如图１所示,点和边的删除、点

的替换构成了一条完全编辑路径λ,给每步编辑操作定义一

个代价函数,若此时这条路径的代价函数值之和最小,则此代

价值就是图之间的编辑距离.

图１　完全编辑路径λ

Fig．１　Acompleteeditpathλ

３　图编辑代价

在求解图的编辑距离前,需明确定义各编辑操作的代价

函数,代价函数定义的合理性与充分性决定了编辑距离的有

效性.换言之,定义给每种编辑操作上的代价值对图匹配结

果有着重要的影响,在一种代价函数定义下的匹配结果与在

另一种代价函数定义下的匹配结果不一定相同.本文记点的

插入、删除、替换的代价函数分别为cni,cnd,cns;边操作的代

价函数表示与点类似,分别为cei,ced,ces.

３．１　编辑代价函数的定义

大部分情况下,代价函数的定义与图标签距离有关.标

签属性主要有３种:数值型、符号型以及这两者的结合[２３].

数值型标签距离一般可利用基于闵可夫斯基距离[２４]或欧氏

距离等方法计算;符号型标签距离可利用基于字符串编辑距

离[２５]或者狄克拉函数等方法求解;对于数值与符号的结合标

签类型,可以分别采用各标签类型的标签距离求解方法,也可

直接定义一个非负值而不考虑标签属性.

３．１．１　代价函数的直接定义

代价函数的直接定义是指根据图标签定义代价函数或直

接人为设定代价函数.考虑到删除和添加操作是对称的,通

常对这两者的操作代价与替换操作代价分别进行定义.

对于点替换操作代价,一种方式是定义Cns＝{０,Kns},

当两点间的标签距离小于人为设定的某一个阈值时,代价取

值为Kns,否则直接取为０,如文献[２６Ｇ２７]定义Cns＝{０,∞},

在指纹识别[２８]中定义Cns＝{０,１};另一种定义方式是取决于

点上的标签以及一些自定义的参数θ[２９Ｇ３１].边的替换操作与

此类似.对于点和边的删除、插入操作代价,多数情况下都直

接赋予一个常量,但也可以根据标签距离进行定义[３２Ｇ３４].

直接给定代价函数简单方便,但只能部分反映图之间的

属性关系,故其在实验中仍存在少量误差.

３．１．２　代价函数的学习定义

在某些情况下,有关图标签属性的先验知识并不清楚,或

者为获得更准确的代价函数,可以利用自主学习的方式学习

图标签属性,从而训练出代价模型.

文献[３１]中,图编辑过程被看成一个随机上下文过程,其

估算编辑操作的最大似然参数,同时使用最大期望算法学习

相应的变形模型,根据这个模型就可以得到所需的代价函数;

文献[３５]提出了一种基于编辑操作分布估计的代价推理方

法,该方法使用最大期望算法从属性样本图中学习混合密度

来生成编辑代价;文献[３６]提出了使用自组织映射系统来表

示点和边标签空间的距离测量过程,它的学习过程是基于自

组织映射概念的,在学习过程中,它通过使来自相同类的图的

相似性增加而来自不同类的图的相似性减小的方式来适配编

辑代价;文献[３７]采用专家自主定义的方法,并采用人机交互
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和自适应的方法定义图编辑代价.

由学习方法训练出的代价模型相较于直接定义更加准

确,但训练时需要大量样本图,且在面对不同数据集时需重新

训练,因此在具体应用中使用时受到一定限制.

３．２　编辑代价函数的聚类研究

研究代价函数的性质一方面可用于提高现有图算法的效

率,另一方面可以利用其开发出更高效的图算法[１０].对编辑

代价函数进行聚类研究能使相关性质更加直观.编辑代价函

数同属一类,表示编辑代价函数的定义不同但得到的最终编

辑路径相同.

文献[２６]研究了代价函数对图之间匹配结果的影响,并

根据同条件下的最优匹配结果将编辑代价进行分类;其主要

分析了在不同约束条件下编辑距离与最大公共子图的联系、

代价函数间的等价性以及更一般情况下的代价函数的定义等

问题.定义代价函数C＝(cni,cnd,cns,ces),另一种代价函数

C′＝(c′ni,c′nd,c′ns,c′es),当代价函数满足cnd＋cni≤cns和ced ＋

cei≤ces时,求解图编辑距离相当于求解图之间的最大公共子

图[２７];若代价函数满足式(２):

cni＋cnd

cns
＝c′ni＋c′nd

c′ns
ces

cns
＝c′es
c′ns

(２)

则得出结论:

１)在代价函数C 下得出的最优匹配操作序列与在代价

函数C′下得出的最优匹配操作序列一致,即相应点或边进行

的编辑操作完全一致;

２)在代价函数C和C′下得出的最优匹配代价值之间存

在一个比例系数;

３)最优匹配只取决于相关编辑代价的比例,而不是一个

单一的编辑操作代价值.

文献[１０]在文献[２６]的基础上进一步研究了编辑代价间

的相互关系,重点探究了在cnd ＝cni＝Kn,ced ＝cei＝Ke(Kn,

Ke∈R＋ )时编辑代价函数的代价聚类问题.其提出了表示代

价类别的新方法,并给出以下３个特性:

１)在由Kn 和Ke 构成的二维代价空间中,任何代价类的

空间要么为空,要么呈现出多边形形状;

２)任一代价类中,若删除和插入操作的数量分别一致,且

替换操作代价相同,则得到唯一一条编辑路径;

３)随Kn 和Ke 值的增大,编辑距离单调增加.

同时,作者使用相关实验对上述性质进行了验证说明,并

指出,在约束条件过多的情况下探索编辑代价间的关系时,图

之间大量的同构信息并不能被很好地反映出来.进一步的研

究可以在松弛相关约束条件下展开.

４　精确图编辑距离

精确图编辑距离在求解过程中易受到噪声干扰,且其计

算复杂度为指数级,因此只在少量对结果要求无误的应用中

使用.

４．１　基于启发式搜索技术的精确图编辑距离

在精确图编辑距离的启发式搜索求解算法中,基于 A∗

算法的搜索技术[１１Ｇ１２,３８Ｇ４０]使用得较为广泛.A∗ 算法[４１]是一

类避免状态数目爆炸的经典方法,也是解决最短路径等问题

的常用启发式算法之一.

基于 A∗ 搜索技术的基本思路是通过逐个处理图中的

点,使每个点可能的编辑操作都被考虑,动态构建出一个搜索

树,遍历搜索树的过程等同于一个编辑路径求解的过程.搜

索树中的内部节点相当于部分编辑路径,叶子节点相当于完

全编辑路径.算法１给出精确图编辑距离算法的伪代码[２３].

算法１　精确图编辑距离算法

输入:非空图g１＝(V１,E１,μ１,υ１),g２＝(V２,E２,μ２,υ２);其中,V１＝
{u１,􀆺,un},V２＝{v１,􀆺,vm}

输出:从图g１ 到图g２ 的最小代价路径λmin

１．初始化 OPEN集合为空集;

２．对于点 w∈V２,将替换操作{u１→w}插入 OPEN集合;

３．插入删除操作{u１→ε}至 OPEN集合;

４．loop

５．　λmin＝arg min
λ∈OPEN

{g(λ)＋h(λ)},从 OPEN 集合中提取λmin;

６．　ifλmin是一个完全编辑路径then

７．　　返回λmin作为最终结果;

８．　else

９．　λmin＝{u１→vφ１,􀆺,uk→vφk}

１０．　　ifk＜nthen

１１．　　　对点 w,w∈V２\{vφ１,􀆺,vφk}

１２．　　　将λmin∪{uk＋１→w}插入 OPEN集合;

１３．　　　将λmin∪{uk＋１→ε}插入 OPEN集合;

１４．　　else

１５．　　　 将λmin∪w∈V２\{vφ１,􀆺,vφk
}{ε→w}插入 OPEN集合;

１６．　　endif

１７．　endif

１８．endloop

算法１中,两个图的标号随机生成.算法首先初始化一

个空集 OPEN,存储遍历过的所有点的操作及相应的代价

值.第１２行表示点的替换操作,第１３行表示点的删除操作,

这两个操作是同时考虑的,并且这两个操作在搜索树中产生

了大量后继节点.算法第１５行表示在对图g１ 中所有点操作

完成后,插入图g２ 所剩余的点.最终得出图的编辑路径

λmin,并依此得出距离值.

启发式搜索中,最重要的一步是如何选取下一步搜索的

方向,其由算法中的启发函数决定,如算法１中的第５行所

示.A∗ 算法的启发式函数如式(３)所示:

f(λ)＝g(λ)＋h(λ) (３)

其中,g(λ)表示从起始点至目前所在的搜索点λ的累积距离

值,h(λ)表示从目前所在的λ点至终点所估计的距离值.比

较函数f(λ)值的大小,选择函数值最小的点作为下一步的搜

索点.如此迭代循环,直至搜索结束.由此,可以注意到启发

式函数的定义唯一影响算法结果,尤其是估值函数h(λ)的定

义.为确保结果最优,必须保证估值函数h(λ)不大于从目前

所在的λ点至终点的实际距离值h′(λ),即h(λ)≤h′(λ).

４．１．１　基于一般 A∗ 算法的精确图编辑距离

A∗ 算法中,当估值函数h(λ)为０时,其相当于宽度优先搜

索算法,至多需遍历完整个搜索树空间才能得到最优解,因此
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称此搜索方法为PlainＧA∗ 搜索[４２].其时间复杂度为指数级.

４．１．２　基于改进 A∗ 算法的精确图编辑距离

文献[３９]使用BP代价阵框架的启发式函数代替了函数

h(λ),降低了启发式函数的时间复杂度,加快搜索速度的同时

能得出精确解.同时,这种启发式函数的定义方法对于用其

他图表示的多种机器学习或模式识别算法具有潜在的指导

意义.

文献[４０]利用 Hausdorff编辑距离函数作为 A∗ 算法的

启发式函数,其优势在于其启发式函数的计算时间复杂度较

低,为 O(n２).实验结果也证实,相比于 PlainＧA∗ 搜索,其在

保证能得到最优结果的情况下,大幅度减少了耗时.

４．２　基于深度优先搜索的精确图编辑距离

文献[１３]提出了基于上下界剪枝策略的深度优先算法,

称为 DF算法.与一般 A∗ 算法相比,DF算法大幅度减小了

所需拓展的集合空间,减少了算法的计算时间.

文献[１４]在 DF算法的基础上,使用分布式方法解决图

编辑距离问题,称为 DＧDF算法.其基本思路是将大量图数

据分割成子图,再将子图发送到各工作站利用 DF算法求解,

最终汇集结果至主控制站.但算法的缺点在于,由于工作站

执行效率不同会导致部分工作站计算完成后出现空闲,从而

影响整体的求解时间.

５　近似图编辑距离

由于精确图编辑距离复杂度较高,使得精确算法只适用

于小规模图,因此复杂度较低的近似图匹配技术受到学术界

极大的关注.

５．１　二分图编辑距离

文献[１５]提出将图编辑距离问题转化为基于指派的二分

图匹配问题.在将源图g１ 和目标图g２ 边编辑代价整合进点

编辑代价的情况下,不考虑边结构,将g１ 和g２ 中的点视为同

一个新图中的点,图g１ 和g２ 之间点的所有可能指派视为此

新构成的图的边,此时指派代价即为编辑操作代价,模型化出

一个完全二分图,并构建一个二分代价阵框架(BP代价阵框

架).近年来,多数近似图编辑距离问题的求解都是基于 BP
代价矩阵框架进行的.

５．１．１　基于二次指派问题的二分图编辑距离

二次指派问题[４３](QAPs)是一类 NP完全问题.假设存

在两个互斥集合S 和Q,S＝{s１,s２,􀆺,sn},Q＝{q１,q２,􀆺,

qn},二次指派问题指的是在一些边界约束(计算要求)下将集

合S中的元素一一映射到集合Q 中.在完成问题的求解后,

Q中元素重新排序,成为集合φ＝(φ１,􀆺,φn),此时两集合元

素一一映射,即元素s１∈S映射至qφ１ ∈Q,元素s２∈S映射至

qφ２ ∈Q等.但将图编辑距离问题转化为二次指派问题时,需

要解决两个主要的先决条件:

１)二次指派问题中,两集合(如S,Q)中元素基数一致,但

在图编辑距离问题中所涉及的两个图(g１ 和g２)的顶点数或

边数大多数情况下都不同;

２)二次指派问题中,两集合中元素间的映射都为双射,而

图编辑距离问题是一个更加常见的指派问题,因其除了替换

操作,还有删除和添加操作,存在对空点的操作,不能达到映

射为双射的要求.

通过分别对图g１ 和g２ 添加一定数量的空点ε,能同时解

决上述两个问题[２３].令图g１ 的顶点数|V１|＝n,图g２ 的顶

点数|V２|＝m,则可以分别添加空点ε到两个图中,使得:

V＋
１ ＝V１∪{ε１,􀆺,εm}

V＋
２ ＝V２∪{ε１,􀆺,εn}

(４)

图g１ 和g２ 可分别表示为g１ ＝(V＋
１ ,E１,μ１,υ１),g２ ＝

(V＋
２ ,E２,μ２,υ２).

基于以上两图的顶点集合,可建立代价矩阵C[１５]:

其中,cij表示点替换操作(ui→vj)的代价值,ciε表示点删除操

作(ui→ε)的代价值,cεj表示点插入操作(ε→vj)的代价值.

可知,上述代价阵左上角部分元素表示所有点的替换代

价;右上角部分元素表示点删除的代价值;左下角部分元素表

示点插入的代价值;右下角部分元素表示(ε→ε)的代价值,故

全为０.由于每个点只能删除或插入一次,因此右上角和左

下角元素中只有对角线元素为实数,其余元素直接设定为∞.

二次指派问题的图编辑路径公式如下[２３]:

(φ１,􀆺,φ(n＋m))＝ argmin
(φi,􀆺,φ(n＋m))∈ϑ(n＋m)

[∑
n＋m

i＝１
ciφi ＋ ∑

n＋m

i＝１
　 ∑

n＋m

j＝１
c(aij →

bφiφj
)]

其中,ϑ(n＋m)表示图标号序列(１,２,􀆺,(n＋m))所有的(n＋

m)!种可能的编辑排序.

在基于二次指派问题的图编辑距离中,首先对点的代价

进行优化,得出点的最优编辑路径,再根据点最优编辑路径确

定边的编辑路径,并不是动态考虑点和边的匹配,因此其比精

确编辑距离得出的值稍大.

文献[４４]在二分图编辑距离的基础上提出另一种二次分

配模型,其时间复杂度在最坏情况下为 O(n４).实验结果表

明,在处理５００个顶点以内的图时,该模型的结果接近精确解.

５．１．２　基于线性和分配问题的二分图编辑距离

线性和分配问题(LSAPs)类似于二次指派问题,也是对

序列中的元素进行重组的一类分配问题.然而,与二次指派

问题的不同在于,其只对线性项进行重组,即线性和分配问题

只能处理无边界约束条件下的单一代价阵.

但是,在线性和分配问题中,如果未考虑对二次项的求

解,也就意味着没有考虑图中点之间的边结构关系,使得问题

的求解并不完整.因此,对于线性和分配问题中的代价阵元

素,需要添加相应边的编辑操作代价,构建一个新的类似于代

价阵C的代价阵C∗ .对于替换操作代价,对相应点的相邻

边再建立一个类似 BP代价阵的矩阵,先行求解边的最小编

辑距离,再将其加入点替换操作代价值中,构成代价阵C∗ 左
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上角区域的替换代价;代价阵C∗ 中的删除代价表示删除点

及其所有相邻边的代价和;对于插入代价,代价阵C∗ 中则更

新为插入点及其所有相邻边的代价和.即线性和分配问题

中,代价阵元素为[２３]:

c∗
ij ＝cij＋ min

(φ１,􀆺,φ(n＋m))∈ϑ(n＋m)

∑
n＋m

k＝１
c(aik→bjφk

) (５)

可知,线性和分配问题中建立的代价阵与二次指派问题所建

代价阵的结构及元素表示的功能类似,只在元素构建时稍有

差异.

５．１．３　基于二分代价阵的改进矩阵框架

文献[４５]基于 BP代价阵框架,利用指派问题矩阵的一

个性质,即若从指派问题系数矩阵的某行或某列分别减去一

个常数k,得到一个新的矩阵,其与原矩阵具有相同的最优

解,从而构建了一种n×m 阶的新代价阵,称为FBP算法.但

构建此代价阵时,需满足距离量度的４条公理,即:

１)同一点或边的替换代价不大于其删除再插入的代价和

(三角不等式);

２)同一点或边的删除代价与插入代价相等(对称性);

３)在属性图中,替换前后的点或边标签相同,其替换代价

值为零(同一模糊);

４)所有操作的代价值为非负数(非负性).

其使用的求解算法与对 BP代价阵的求解算法类似[４６].

FBP算法构建的代价阵如下:

CFBP ＝n

c１１－(c１ε＋cε１)􀆺 􀆺c１m－(c１ε＋cεm )

⋮ ⋮

⋮ ⋮

cn１－(cnε＋cε１)􀆺 􀆺cnm －(cnε＋cεm )

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

􀮣 􀮥􀮤􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
m

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

文献[４７]基于 BP代价阵提出了一种新的代价阵,其求

解算法称为SFBP算法.算法的前提也是需满足上述距离量

度的４条公理.当m≥n时,新建代价阵如下:

当n≥ m 时,新建代价阵如下:

Cn≥m＝n

c１１ c１２ 􀆺 c１m

c２１ c２２ 􀆺 c２m

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

cn１ cn２ 􀆺 cnm

c１ε c１ε 􀆺 c１ε

c２ε c２ε 􀆺 c２ε

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

cnε cnε 􀆺 cnε

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

􀮣 􀮥􀮤􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
n

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

其中,各项元素的含义与线性和分配问题中的元素含义一致.

文献[４８]基于代价阵C∗ 提出了效益矩阵的概念.此时,

矩阵框架中的元素并不是代价值,而是对矩阵框架中行和列

的元素分别进行以下处理:

rowＧutilityij＝rowＧmaxi＋rowＧmini－２c∗
ij

rowＧmaxi－rowＧmini

colＧutilityij＝
colＧmaxj＋colＧminj－２c∗

ij

colＧmaxj－colＧminj

(６)

其中,rowＧmaxi和rowＧmini分别是代价阵C∗ 中第i行的最

大元素和最小元素;列元素的定义与此类似.新建的效益矩

阵中的第i行第j列的元素是(rowＧutilityij＋colＧutilityij).

此方法提出的目标在于提高选择一个更好的点编辑操作的可

能性,其采用的求解算法与 BP代价阵的求解一致.通过实

验将其与基于C∗ 代价阵的BP算法和基于C∗ 代价阵的贪心

算法进行比较,结果表明基于效益阵的方法能在提高距离精

度的同时几乎不对算法的计算时间产生影响.

此外,文献[１７]提出并比较了８种构建 BP代价阵元素

的方法,囊括了从最简单的、只包含点信息的元素的构建,到

最复杂的、包含整团或特征向量结构信息的元素的构建方法.

实验证明,针对不同数据类型采用不同构建元素的方法,匹配

结果最为有效.

５．１．４　二分图编辑距离求解算法及策略

对于匹配问题,存在众多的求解算法[４９].将 BP代价阵

及其改进矩阵框架的求解算法统称为 BP算法(BipartiteAlＧ

gorithm).文献[５０]基于代价阵C∗ ,分别从理论与实验上比

较了 Hungarian算法[５１]、Munkres算法[５２]、VolgenantＧJonker
算法[５３Ｇ５４]的计算效率,尽管理论上三者的时间复杂度同为

O(n３),但 VolgenantＧJonker算法能同时适用于稀疏图和稠密

图,且实验结果表明其效率要优于其他两种算法.文献[５５]

提出了基 于 贪 婪 指 派 问 题 的 算 法,其 算 法 时 间 复 杂 度 为

O(n２);同时针对计算时节点的排序对结果的影响问题提出

了３种规则,对贪婪指派算法加以改进,优化出４种改进算

法,实验表明其精确度相较于BP算法依然保持良好.

文献[５６]使用了６种搜索策略对代价阵进行求解,它们

分别是迭代搜索、浮动搜索、遗传搜索、贪婪搜索、基于交换方

法的遗传搜素、束搜索等.使用这些搜索策略能大大提高计

算精度.

表１总结了以上部分算法的计算复杂度.

表１　相关算法的时间复杂度

Table１　Timecomplexityofrelatedalgorithms

Reference Algorithm Time
文献[１５] BP O(n＋m)３

文献[４５] FBP O(max(n,m))３

文献[４７] SFBP O(max(n,m))３

文献[５５] GreedyＧbased O(n＋m)２

文献[４８] BasedonUtilityMatrix O(n＋m)３

５．２　上下界方法

图编辑距离上界是指算法得出的距离值比精确图编辑距

离稍大;同理,下界指算法得出的距离值稍小于精确距离.上

下界方法利用生成距离的上下界来逼近精确编辑距离.使上

界尽可能小、下界尽可能大,是上下界方法面临的主要问题.

文献[５７]将图编辑距离问题视为二次线性规划问题,但

只能处理无向无标签图,其生成上下界的时间复杂度分别为

O(n７)和 O(n３).

文献[５８]基于BP代价阵提出时间复杂度为 O(n３)的计
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算上下界的方法.求解二次指派问题的方法可直接作为求解

上界的方法,此时二次指派得出的编辑距离可写为dψ(g１,

g２)＝C‹V›
ψ ＋C‹E›

ψ ;下界值为dψ′(g１,g２)＝C‹V›
ψ ＋C‹E›

φ /２,其中,

C‹E›
φ 是由线性和问题求解得出的所有边的操作代价和.此

时,精确图编辑距离dλmin(g１,g２)满足:

dψ′(g１,g２)≤dλmin(g１,g２)≤dψ(g１,g２) (７)

５．３　基于Hausdorff匹配的图编辑距离

５．３．１　Hausdorff距离

Hausdorff距离[５９]是描述两组点集之间相似程度的一种

量度,也是两个点集之间距离的一种定义形式.令有两组集

合A＝{a１,􀆺,am},B＝{b１,􀆺,bn},则这两个点集合之间的

Hausdorff距离定义为:

H(A,B)＝max(h(A,B),h(B,A)) (８)

其中:

h(A,B)＝max
a∈A

　min
b∈B

‖a－b‖

h(B,A)＝max
a∈B

　min
b∈A

‖a－b‖
(９)

其中,‖􀅰‖表示点集A 和点集B 间的距离范式(如欧氏距

离等).H(A,B)称为双向 Hausdorff距离,是 Hausdorff距

离的基本形式,它度量了两个点集间的最大不匹配程度.

h(A,B)和h(B,A)则分别指集合A 到集合B 和集合B 到集

合A 的单向 Hausdorff距离.

５．３．２　基于 Hausdorff编辑距离的匹配

通过对 Hausdorff距离进行变形,文献[１６]就图编辑问

题提出一种考虑了所有最近邻距离的距离函数,称为 HausＧ

dorff编辑距离(HED).类似于在一个度量空间使用 HausＧ
dorff距离,Hausdorff编辑距离是将源图的每个元素与目标

图的每个元素分别进行比对.

类似于指派问题,基于 Hausdorff距离的分配也是由两

部分构成,每个图的点都包含一条指派边;但不同之处在于,

基于 Hausdorff距离的指派是有向的,且存在对一个点的多

种指派,而指派编辑距离中的指派是无向的,且点的指派是唯

一的.其指派图如图２、图３所示.

图２　基于指派编辑距离的分配

Fig．２　Allocationbasedonassignmenteditdistance

图３　基于 Hausdorff距离的分配

Fig．３　AllocationbasedonHausdorffdistance

定义图g１,g２ 中的点集分别为u∈V１,v∈V２,代价函数

为C,则其间的 Hausdorff编辑距离如下:

HED(g１,g２,C)＝ ∑
u∈V１

　 min
v∈V２∪{ε}

C∗
n (u,v)＋

∑
v∈V２

　 min
u∈V１∪{ε}

C∗
n (u,v) (１０)

因 Hausdorff距离是双映射且有向的,故对于替换操作,

其每项代价函数的定义各取一半,而插入和添加操作只会在

上式中的一项出现,因此其代价函数可全取,即点的代价函数

定义为:

C∗
n (u,v)＝

Cn(u,v)
２

Cn(u,v){ (１１)

不同于分配编辑距离,Hausdorff编辑距离对边也一一进

行 Hausdorff距离比较,其代价函数的定义与边类似.

概言之,分配编辑距离遍历寻找的是所有相连点的最优

分配,而 Hausdorff距离遍历寻找的则是所有独立点的最优

分配.当一个点的最优分配是删除或插入时,Hausdorff距离

比分配编辑距离能更准确地确定操作;当是替换操作时,即替

换操作代价值的一半还小于删除或插入操作代价值,HausＧ

dorff编辑距离则只能估算相应的边代价且小于真实的代价,

故 Hausdorff编辑距离计算值不大于精确图编辑距离.

文献[１８]将基于 Hausdorff编辑距离的匹配方法与贪心

分配算法结合使用,提出一种新的时间复杂度为 O(n２)的生

成上界的方法.实验结果表明,其计算精确度不低于 BP算

法得出的精确度,甚至在某些情况下更优.

５．４　其他近似算法

除了上述近似算法,还存在其他一些时间复杂度为多项

式的近似算法.如,概率松弛标签方法[６０Ｇ６１]从贝叶斯概率公

式出发,迭代应用编辑操作以提高最大后验准则;文献[６２]提

出基于遗传算法的优化方法,这种方法比 A∗ 搜索更有效,但

只是在搜索空间中逐步寻找局部最优解,最终得出次优解;文

献[６３Ｇ６４]通过初始映射的随机构造,再结合局部搜索求解编

辑路径距离.

文献[４２]提出了对 A∗ 算法中启发式函数的两种改进,

一是对估值函数h(λ)限定搜索步数而不是直接搜索到终点,

这样可大大减少遍历时间;二是重新将启发式函数定义为:

f(λ)＝
g(λ)＋h(λ)

t|λ|
(１２)

其中,人为设定的参数t＞１,|λ∣表示从起始点到目前所在点λ
所形成的路径中编辑操作的数量.实验证明,上述改进方法

能有效加快计算速度并得到次优解.

结束语　图编辑距离作为度量图相似性的一种有效且灵

活的方法,在模式识别和图像检索领域有着广泛的应用.近

年来,基于指派问题的近似图编辑距离方法得到了极大的关

注,通过实验也验证了这种方法的适用性及优良性.

在基于图编辑距离的方法中,研究方向和方法主要集中

于两点:

１)代价函数的定义.代价函数定义的优劣直接决定了图

相似性比较的最终结果.目前有关定义代价函数的方法具有

一定的局限性,或者有一定的约束要求.随着深度学习与机

器学习的不断发展,如何构建更加高效的代价模型值得关注;

同时,在给定更少的约束条件下,代价函数的聚类问题也值得

进一步研究.

２)编辑距离的求解.模式匹配存在精确和非精确匹配,

现有大量匹配算法致力于降低精确匹配的复杂度,提高非精

确匹配的精确度.但如何更好地表征源图与目标图之间的相

关性,尤其是图中边之间的相关性,值得进一步探究.同时,
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如何针对大数据环境下出现的大规模图数据,运用各种算法

和策略,在降低算法复杂度的同时稳定地提高匹配精确度也

是下一步值得探究的方向之一.
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