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一 个新的多项式光滑支持 向量机 

袁华强 涂文根 。 熊金志 刘婷婷 

(东莞理工学院工程技术研究院 东莞523808) (华南理工大学计算机科学与工程学院 广州510006) 

摘 要 光滑支持向量机(SSVM)是支持向量机(SVM)的快速求解模型，拥有更快的求解速度和训练效果。基于光 

滑的分段多项式函数和插值思想推导出一个新的光滑函数，从而可以更好地逼近正号函数 。通过所得到的新光滑函 

数改进多项式光滑支持向量机模型(PSSVM)，得到了更新的光滑支持 向量机模型。还给出了新光滑函数的逼近性能 

和精度分析以及新模型的收敛性证明和最优解的逼近上限。数值实验表明，所提 出的新光滑支持向量机模型性能优 

于 PSSVM 模 型 。 
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New Polynomial Smooth Support Vector M achine 

YUAN Hua-qiang TU Wen-gen · XIONG Jiwzhi ’ IAU Ting-ting ’ 

(Engineering＆．Technology Institute，Dongguan University of Technology，Dongguan 523808，China) 

(School of Computer Science& Engineering。South China University of Technology，Guangzhou 510006，China)。 

Abstract Smooth Support Vector Machine(SSVM)。which has better advantage than Support Vector Machine(SVM)， 

is a model of SVM for quick solving．W e got a new smooth function for approximating the plus function by inlerpolation 

base on smooth piecewise polynomial functions．W e found a new model of Smooth Support Vector Machine by impro～ 

ving the model of Polynomial Smooth Support Vector Machine using the new smooth function．Performances of ap～ 

proaching and approximate error were given for the new smooth function，as well as the study of convergence and the 

approximation limit of optimum for the new mode1．Obviously numeric experiment shows that the new model has better 

performance than PSSVM． 

Keywords Pattern recognition，Polynomial smooth support vector machine，Spline polynomial，Smooth technology 

1 引言 

光滑支持向量机(Smooth Support Vector Machine，SS— 

VM)是支持向量机(Support Vector Machine，SVM)的快速求 

解模型，由 Lee等人于 2001年提出【r ，使用式(1)定义的 Sig— 

moid函数的积分函数对正号函数( ) 作光滑处理。 

1 

p(x， )一 +-K 1og(1+s一“)，七>O (1) 

式中，e是 自然对数的底，k是光滑因子。获得了SSVM模型： 

min号I fp(e--D(A --eY)，忌)I Il+÷( + ) 
(∞， )∈R 十 】 厶 

(2) 

式中，u是平衡经验风险和置信区间的因子 ，矩阵A 表示 

m个 维样本的数据集 ， × 相应地为m个样本所属类型的 

对角矩阵Ⅲ，e为任意维的单位向量，(∞，y)为所求的分类面。 

还给出数值实验，证明了使用普通无约束优化算法的 SSVM 

比SOR算法嘲、SMO算法 以及 SVM ’ 算法 。 有更好 的 

求解效果。 

2005年，袁玉波等 ]在 SSVM 的基础上研究了多项式光 

滑支持向量机(Polynomial Smooth Support Vector Machine， 

PSSVM)，给出了一阶光滑多项式 函数 以及二阶光滑多项式 

函数。一阶光滑多项式函数如式(3)定义 ： 

r ， z≥1／k 

，(z，是)一{{ +专-z+ ， 一1 <z<1 (3) 
l0， ≤一1／k 

式中，忌>0是光滑因子 。获得了 PSSVM模型为： 

min 告l If(e--D(A --eT)，愚)1 l；+专( + ) 
(∞，y)C-R 千 

(4) 

证明了 PSSVM模型的收敛性 ；给出了多项式光滑函数 

的逼近精度，与 Sigmoid函数 的积分函数做了相关 比较；用 

BFGSE 和 Newton-Armijo算法 分别训练 SSVM 和 PSS— 

VM，得出了 PSSVM有更好性能的结论。 

基于 PSSVM，熊金志等[33研究了 PSSVM 的一般模型 ； 

用插值方法导出了一个重要的递推公式(5fi ]： 

一  

：  一  (2d--1)k2 一。， ≥2 —l — 二广一 一— — 』 一2，d声z 

(z，忌)一adI 1(k (5) 

根据式(5)及光滑性能够得到一类形同式(3)的多项式光 

滑函数；对所获得的多项式光滑函数进行了逼近精度分析和 
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比较 。 

以上提到的 SSVM：【l和 PSSVMF。】分别基于 sigmoid函 

数的积分函数和多项式光滑函数，但是都还不能够很好地逼 

近正号函数，还有很大的改进空问[14 16]。本文用间接的方法 

获得了一个新的光滑 函数：先用插值 方法逼近正号 函数 

( )+，获得一个多项式函数，再对其进行改进，得到了一个新 

的可应用于 SSVM 的光滑函数。本文证明了新函数的光滑 

性；给出了逼近性能分析。通过所得的新光滑函数改进 PSS— 

VM，得到了新模型，证明了新模型的收敛性；收敛上限表明 

其相比PSSVM，新模型拥有更好的收敛性，同时数值实验也 

表明其有更佳的求解效果。 

为方便理解给出符号说明，向量没有经转置 ，，作用的为 

列向量 ，向量 和 的内积为 Y，{l 22 5 l 为oT的P一范数，正 

号函数(z)+一nlax(0， )。k!是 k的阶乘，{ } 为点集 

{z ， z，⋯⋯．17)。fE ( ≥O)代表函数 厂有 阶光滑性 ， 

-厂为厂的一阶导函数， ／ ( ≥1)是函数 厂的m阶导函数。 

给定 ，_厂的水平集定义为L (．，)一{L rl／ ( )≤ }。 

2 样条 PSSVM模型 

2．1 样条多项式 

样条函数是函数逼近中一个十分活跃的分支[12_]，适用范围 

广，类型多。一般都假设插值点把区问分成Ⅱ： < -<⋯< 

Xn <z ，去掉两边界点 zo和 ，在点集{ } }上构造 次 

样条基本元函数集合 ： 

』 n--1 (6) l 
m! J，一I ⋯  

式中，操作符(·) 的定义如下： 

(“) 一』 ' “>o (7) 
l0， “≤ O 

从而得出 k次样条多项式函数的基本形式m]： 

s(z)一n。4．a1．r+⋯+ak．T~k+n善wl (8) 

结合式(7)可以将式(8)化为分段的形式： 

f∑ z 
1 l= 0 

I k 

Sk(z)一 ∑n，o27 
l f—O 

I 

l∑n 
、f=O 

奎 ， ∈( m ]k 
， 

! ’ 。 、。” 

， ∈( ，+。。 k ! ’ 。 “ ” 

(9) 

式中，1≤ ≤n--2，样条多项式函数式(9)有如下性质。 

性质 1 志一1次光滑，即 S(．z')∈ -̈。 

证 明 ： 

(1)显然，根据插值点的函数值可以判定 (z)在(一cx。， 

+co)上是连续的。 

(2)对其进行求导，可以获得在 一1个插值点处的 m(1≤ 

m~k--1)阶导数都存在的结论。 

综上所述，可知 ( )在节点{ } f上都是尼一1次光滑 

的，即 Sk(z)∈ ～。 

2．2 逼近(x)+的三阶样条多项式函数 

对于本文 2．1节提到的 是次样条函数，根据性质 1可知 

当 一3时就可以得到二阶光滑的样条多项式函数： 
一

】 

Sa( )一a0+d1 +Ⅱ2 +＆3 +∑G( —z ) (10) 
I__1 
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展开后 为 

I∑n 
J _J0 

I 
I 3 

(z)一 ∑ 
I f 0 

l 3 J∑a
f 

＼ = o 

+
J妻1 ， 0： 

兰二 墨 。 
3 1 ’ 

∈( ， +1] 

∈(z 一1，+∞) 

(11) 

式中，1≤ ≤ 一2，要确定式 (10)的 4+( 一1)一，z+3个系 

数 ，需要相同个数的插值条件。原点两侧的两对称点( o一一 

{,Yo—o)，和(X2一 ,Y2一百1)，其中屉>o，~nJalgA( 一 
0，Y1=max@， )一O)，以 3个点来插值得到 S3(z，志)及一阶 

光滑条件，即厂( 。)一Ss (-zo)和／( )一s3 (Xn)，于是式 

(10)可以改写为： 

S3(z，五)一以o+nl +Ⅱ2 +Ⅱ332。+ ∑G(x--xj) 

一＆o+nt + ＆2．T2+ ＆3 2g34-C1(x-- z1) 

一

a0 +a ~x+a 2xa+a a

，

x a
,

a as aT C 羹 z ， 1z ， > l 
通过计算可以得到一阶光滑的样条函数为： 

Sa( ．志) 

O， ≤一i1 

1 12 3+ +丢 ， 一 < ≤0 
—  

1 k2

2c3+ +丢 ，o< < 
， ≥÷ 

式中，k>O。 

正号函数的逼近效果如图 1所示。 

图 1 逼近正号函数的抽值 函数 曲线 

性质 2 S(z， )为式(13)定义的 3阶样条多项式函数， 

(z)+为正号函数，则有 ： 

(1)S3(z，尼)关于 一阶光滑； 

(2) ( ， )≤ ( )} ； 

(3)有(z)+一s。( ，走)≤ 2
，在 z一± 相等 

(4)v S。(一 1
， )一o， ss( ，是)一1。 

证明 ： 

(1)可直接验证在 一0和 一±专处满足条件： 

fs。(一 1，尼)一o， s。(一 1，是)一o 

ls3 百1，k)_--1， S 1，走)一1 
同时根据性质 1也可以直接得到结论。 

(2)S。( ，是)一(z)+的分析如下： 

S (z。 )一 ( )+ 一 



式 甲 ，七> O。 

(3)样条多项式(13)在区问(一专，o]满足条件s( ， )≤ 

( -)一o，且先减后增，在z一一壶处取得最小，满足( ) — 
s。(z，五)≤ s。(x,-- )一 2

。 

在区间(o，})有o≤s3( ，尼)≤( )}。我们令．)．( )一 

(z)+一s。(z，是)一专忌 一是,T2+ 1 ，X,t y( )求导 一 3 
k2x2--2k 十 1

一  

1(是 
～ 1)(3k～1)，最大值在 一 处 ， 

( )一 ( )+一5。( ，点)一 2
。 

(4)可以直接根据定义求解得证。 

2．3 应用于 SSVM 的样条多项式函数 

根据性质2将S。( ，是)整体上移赢，在区19(一∞， 
一  ]和[ ，+。。)依然取正号函数 ，可得到一个~g／Si(z)+ 

的新光滑样条多项式函数式(14)，其中是>O。 

fo， ≤一 1 

l 1 1 2-3+kx2+— 1 + ， 一 <z≤0 
“  一

1 专 抖 + 2， < 
l ， z≥壶 

．  

(14) 

定理 1 ( ，志)为式(14)定义的 3阶样条多项式函数， 

(z)+为正号函数，则有 ： 

(1) ( ，忌)关于 -z一阶光滑； 

(2) (z， )≥( )+≥O； 

(3)任意 和是有 ( ，是) 一( ) ≤ 。 

证 明 ： 

(1)可以根据性质 1直接得到，也可以直接根据定义验 

证 。 

(2)根据性质 2有(z) 一S。(-，，，晟)≤ ，而 ( ， )是 

Sa( ，是)整体上移 ，因此有： 

(z)t～ ( ， )一(( )t— ( ， ))一赢≤o 
所以 ( ， )≥( )十。 

(3)根据性质 1，／ (z， )在区间(～ ，0]满足： (z， ) _ 

(z) ≤ (o， 一( ) <志 。N(o， )有s。(z， 一 

(z) 一(一专是 + +专 + 2) ～ ，令n一 ，有 

(n)一 (一专n。+n。十 1 n+刍)。一等，可以求得 一 
o．o751时 取得最大值 ， 此有 (z，足) 一( 、) ≤ 

(O_o751)一 <志 一 。 
2．4 新光滑支持向量机模型 

光滑支持向量机的核心内容是使用光滑函数逼近正号函 

数( )+=max(0 )，从而将模型式(15)中的非光滑部分光滑 

化 。 

rain 告I l(e--D(A --ey))}I Il+÷( + 
( ．y)fir f 

(15) 

式(15)为无约束的强凸性最优化问题。但是，由于 目标 

函数中存在正号函数，是非光滑的，无法使用基于梯度的快速 

算法来求解 ，为此，文献[1]提出使用光滑函数来逼近 目标函 

数中的正号函数部分。我们使用本文 2．3节得到的样条多项 

式函数式(14)代替正号函数，可以得到新的光滑支持向量机 

模型： 

min 号I【 ( —D(Aw—P)，)， )I l；+专( + ) 
( ．y)∈ R⋯  

(16) 

3 性能分析 

3．1 逼近效果分析 

样条多项式函数(14)对正号函数的逼近效果可以分析其 

在区间(一1／k，1／ )的逼近程度。首先可以得出以上提到的 

几个光滑函数(1)、(3)和(14)在此 区间对正号函数(z)+的逼 

近效果比较图。图 2所示是在光滑因子 七一30时以上所提到 

的光滑函数的比较。 

图 2 光滑函数(1)、(3)和(14)的逼近性能比较 

引理 ] 
．厂( ，是)是式(3)表示的函数，( )+为正号函 

数，则有 ： 

(1)f(x，是)关于 一阶光滑； 

(2)f(x，七)≥( )+； 

(3)任意 和 有 Jr( ， )。一( ≤ 一 。 

对于 Sigmoid函数的积分函数(1)，文献[2]证明了其明 

显比式(3)差。这里主要比较多项式函数(3)和样条多项式函 

数(14)对正号函数的逼近效果。根据定理 1和引理 1可以知 

道两者都是一阶光滑的，明显样条多项式函数(14)的逼近精 

度上限 比多项式函数(3)的逼近精度上限 塑要小 

一 个数量级。另外 ，从图 2也可以明显看出哪个逼近效果要 

更好。因此可以预测模型(16)的求解效果将优于模型(4)。 

3．2 模型的收敛性 

可以证明模型(15)的最优解能够逼近原来模型(14)的最 

优解。定理 2给出了相关证明。 

定理 2 假设 A∈ ，6∈ ，实函数 ( )：R”一R，g 

( ， )： × 一R定 义如下 ： 

( )一_专_f l(Ax--b)一 +寺f f 

g(x， )一÷l l (Ax--b， ) +寺l l 
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式中，S。( ，是)为函数(13)，则有如下结论： 

(1)厅( )和 gQ-，k)都是强凸函数； 

(2)优化问题rniN~( )和ming( ，矗)都存在唯一解，分别 

记为 和 “ ； 

(3)对任意的 k都有 i I靠 一 i l≤ 成立。 

证 明： 

(1)由I l·f I；的强凸性很明显可以得到 矗( )和 g(x，是) 

都是强凸函数的结论； 

(2)证明mip／~( )和ming(x， )解的存在。根据定理 1知 

S3(z，忌)≥( )̈ 对任意 水平集L ( (z))和 L (g( ，是))有 

L (g(z，足)) L ( (z)) {-，，I÷l j ≤ }，因此水平集 

( ( ))和 L (g( ，足))都是 中的紧子集，所以最优化问题 

mi (z)和ming( ，尼)的解都存在，加上(1)的强凸性，解的唯 

一 性结论得证。 

(3)由于一阶最优条件和(1)的强凸性，有 ： 

(z )一h(x )≥ h(x )Cc；一z )+ 1 I I — } 

Il一÷ l l 一 

g(x ，走)--g(x；，志)≥vg(x；， )( 一 )+去 l lx／ 

一z l J；一÷ f l ～z f I； 

将两式相加 ，并应用定理 1，有： 

l I 一 J l；≤g( ，尼)一h( )一(g( ，k)一h 

( )) 

一g(z ， )--h(x ) 

一  l f (A —b，是)f l；一 1 J I(Ax一 

6)十1 1； 

≤赤  
3．3 模型最优解分析 

引理 2[ 假设 AE ，bER ，实函数 h(z)：R 一 

R，g(x， )：R ×～一R定义如下： 

(z)一百1 l 1(A3C--6)} +百1 l 1 
厶 厶 

g( ，是)一 I If(Ax一6，是) + l l； 

式中， f(x， )为函数(3)，则有如下结论： 

(1) ( )和 g(x， )都是强凸函数； 

(2)优化问题minh( )和ruing( ， )都存在唯一解，分别 

记为 和 ； 

(3)对任意的k都有I i 一 I J≤麦 成立。 
以上所提模型(2)、(4)和(16)都源于模型(15)，模型(2) 

在光滑因子趋于无穷大时的求解性能最好。文献[2]已经证 

明模型(4)的性能优于模型(2)。本文主要比较模型(16)和模 

型(4)的求解性能，对于相同的数据规模 和相同的七而言， 

模型(4)的最优解和原模型(15)的最优解的逼近上限为 ， 

而模型(16)可以达到 ，明显要更好 。 

4 数值实验 

实验采用文献[2]的设计，自动随机生成训练样本和测试 

样本数据，比较 SSVM模型(2)、PSSVM模型(4)和模型(15) 

的求解 结果。由于使 用的光滑 函数都一阶光滑 的，采 用 

BFGS方法l7 ]进行训练。比较的数据有训练正确率、测试 

正确率、算法结束时的目标函数值 opt、算法结束时下降方向 

的模 ”g和算法结束时下降方向的步长steplength；算法的停 

机条件有两个：其一是 目标 函数的梯度模满足 ”．g<10～，另 

外一个是一维搜索的步长满足 steplength~10 。，满足停机 

条件一结束的训练也满足停机条件二 ，反过来满足停机条件 

二结束的训练往往都不满足第一个停机条件，因此满足停机 

条件一结束的训练视为完全训练，而只满足停机条件二结束 

的训练是不完全的训练；在完全训练的条件下，训练正确率和 

测试正确率表现了训练结果的好坏。训练正确率越高，说明 

经验风险越小；测试正确率越高，说明泛化能力越好。训练样 

本(M，N)表示 M个 N维的样本集，测试样本个数为 1000，测 

试样本属性个数和训练样本相同也为 N，光滑因子取 5，算法 

的初始化点为(N+1)维空间的零点。保持样本属性 ～不 

变而改变训练样本数 目 M 的数据结果 如表 1所列 ，保持 

训练样本数 目M 不变而改变样本属性 N的实验结果如表 

2所列 。 

表 1 训练样本变化是不同模型的实验结果 

(每栏数据为训练正确率、测试正确率、算法结束时的目标函数值 opt、算法结束时下降方向的模 ng和算法结束时下降方向的步长steplength) 



 

表 2 样本属性变化时不同模型的实验结果 

(每栏数据为训练正确率、测试正确率、算法结束时的目标函数值 opt、算法结束时下降方向的模 g和算法结束时下降方向的步长steplength) 

根据以上数值实验分析可以得出： 

从每栏数据的 ng值可以看出以上数据都是在算法完全 

训练的情况下得到的，对于不同规模 的问题使用 Sigmoid函 

数的积分函数(1)、多项式函数(3)和样条多项式函数(14)的 

SSVM 都可以很好地解决问题。不管是从训练样本 M 还是 

样本属性 N 的改变来看，模型(2)、模型(4)和模型 (16)都有 

很好的适应能力和扩展性能。 

比较表中的 ng值，可以看出模型(16)的训练结果都明显 

小于模型(2)和模型 (4)，而且从 目标函数值来看也是样 条 

(16)最小 ，模型(4)次之，而模型(2)最大 ， 此样条模型(16) 

拥有最好的优化效果。 

另外 ，从表 1和表 2的训练正确率和测试正确率两个方 

面不难看出模型(2)、模型(4)和模型(16)呈明显的递增趋势， 

因此模型(16)iJH练得到的分类器拥有较好的性能。 

结束语 为了很好地保持正号函数 中原点的信息，本文 

提出使用样条多项式函数来逼近正号函数并做二次处理的新 

方法；通过改进逼近正号函数的光滑样条多项式函数(13)给 

出了一个新的应用于 SSVM的光滑样条多项式函数(14)；对 

正号函数的逼近程度表明相比而言其有了很大改进。提出了 

新模型(16)，在理论上给出了收敛性证明，并分析了求解性能 

的表现以及比较，理论分析和实验数据都表明样条模型(16) 

的求解效果更优越。 

SVM已经在模式识别领域得到了广泛的应用，而 SSVM 

和 PSSVM都是 SVM 的快速求解方案。相比而言，从理论分 

析和数值实验的角度可知本文提出的新的多项式光滑支持向 

量机有较好的性能表现，因此在数据挖掘和模式识别的相关 

领域有着广泛的应用前景。 

本研究方向还存在很多有待进一步研究的课题，包括求 

解更高阶光滑的样条多项式函数和训练算法的改进和创新、 

将光滑的样条多项式函数应用于光滑支持向量机的回归问题 

等。 
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