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仿高阶矩的结点不变量及其组成的图不变量

江顺亮　葛　芸　唐祎玲　徐少平　叶发茂

(南昌大学信息工程学院　南昌３３００３１)
　

摘　要　借鉴高阶矩的方法,采用层序的计算框架,依据结点的连接距离和层序信息定义了２０种结点不变量.这些

结点不变量体现图整体的上下偏分布特性、整体不均匀性和整体平滑性,结点不变量中的每层结点度数平方之和反映

了层内结点度数的分布情况.通过比较这些结点不变量的可区分结点数,发现每层结点度数平方之和明显改善了结

点不变量的细分能力.把排序后的结点不变量组成一个矢量后作为图的不变量.计算结果表明,共有９种图不变量

可以区分所有结点数 N＜２５的非同构树和 N＜３４的非同构同胚不可约树(没有度数为２的树),对于更多结点的树,

还没有发现非同构树有相同图不变量的例子;把这些图不变量应用到非同构图(N＜１０),区分结果好于文献[８]中列

出的２２种图不变量的１９种,而且文中９种图不变量的简并度不大,提高了随机图的同构测试性能.
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NodeInvariantsbyImitatingHighＧorderMomentsandTheirGraphInvariants
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Abstract　BythewayofhighＧordermomentsandthelevelＧordercomputingframework,twentykindsofnodeinvariants

weredefinedwiththeconnectiondistanceandlevelＧorderinformationofnodes．Thesenodeinvariantsreflectoverallbias

distributioncharacteristics,nonＧuniformityandsmoothness,whilethesumofsquaresofnodaldegreereflectsthedistriＧ

butionofthenodaldegreesinthelevel．Bycomparingthenumberofdistinguishablenodes,itisfoundthatthesumof

squaresofnodaldegreesobviouslyimprovestherefiningabilityofnodeinvariants．Thenodeinvariantsareorderedto

formavectorasthegraphinvariant．ThecalculationresultsshowthatthereareninegraphinvariantsthatcandistinＧ

guishbetweenallN＜２５nonＧisomorphictreeandN＜３４nonＧisomorphicirreducibletree(no２Ｇdegreetree)withoutinＧ

stancebeingfoundsofarfornonＧisomorphictreewiththesamegraphinvariantsfortreeswithmorenodes．ThedistinＧ

guishedabilityofninegraphinvariantstononＧisomorphicgraphs(N＜１０)exceedsthe１９resultsof２２graphinvariants

inreference[８],andthedegeneracyofninegraphinvariantsissmall,thusimprovingtheperformanceofrandomgraph

isomorphismtesting．

Keywords　Graphisomorphism,Nodeinvariants,Graphinvariants,Treeinvariants

　

１　引言

图同构问题是计算机科学复杂性理论中的重大问题[１].

芝加哥大学的LászlóBabai教授于２０１５年宣称发现了一个

拟多项式的图同构算法[２],引起了计算机学术界的广泛关注.

但有学者怀疑这种算法在实际应用中的价值,真正的应用价

值或许在未来才能得以体现[１].目前获得广泛认可的图同构

方法是 Nauty[３],该方法充分利用结点细分、结点不变量和群

变换理论,在算法实施方面进行了精致的处理,从而获得了良

好的实际效果[３].结点不变量在各种图同构方法中显得非常

重要,它不仅可以对结点进行细分从而提高图同构算法的效

率[３Ｇ４],还可组合形成图的不变量从而进行图同构的判断[５Ｇ８].

寻找更好、更充分的图不变量仍是一个开放的研究问题[７].

Dehmer等[８]比较了２２种图不变量的区分力,并把其中一些

不变量组合成了一个超级指数(SuperIndices),对于结点数

N 小于１０的图获得了良好的效果.寻找更好、更充分的图不

变量也可以针对某种类型图进行,因为对所有非同构图都能

区分的完备图不变量也许不存在,或者虽存在但因复杂度过



高而失去了实用价值.树是图的一种,目前已经有了高效的

树同构算法[９Ｇ１０],但是利用树不变量来进行树同构测试还未

实现[５,１１Ｇ１２],而树的不变量和非同构问题在分子结构、汉字识

别等领域有着重要的意义[４,１１Ｇ１３].

侯爱民对几种常见的结点不变量及其“异或距离”进行了

初步比较[４],基于几个例子分析了结点不变量的细分能力,但

这种分析还不够系统.针对很多结点不变量,系统地进行结

点不变量细分能力的比较和分析的研究还较少.

本文仿照高阶矩概念提出了一系列结点不变量,并把排

序后的结点不变量组成一个矢量作为图的不变量.针对非同

构自由树数据,利用可区分结点数比较了这些结点不变量的

细分能力.已有计算结果表明,共有９种图不变量对非同构

树的区分没有出现反例,而且对非同构图的区分性能较好.

２　系列结点不变量

图结点不变量主要有结点的度数、最短距离、路径数目、

简单回路数目、包含于三角形的数目等[４],以及由这些不变量

衍生出来的各种不变量[５Ｇ８].这些不变量中,有的反映了图的

局部特征,有的反映了图的某些拓扑特性,但少有能反映图的

整体特性的不变量.真实物体的高阶矩能够反映物体的整体

特性,比如一阶矩反映了重心、二次矩是旋转惯量.离散刚体

系统的k阶矩公式如下:

Mk＝∑mixk
i (１)

其中,mi 是离散刚体系统的第i组成部件的质量,xi 是其与

原点之间的距离.本文借鉴高阶矩的方法,从一个结点出发,

按层序,依据结点间的连接距离来计算各种高阶矩,mi 取为

结点的各种局部信息.

结点不变量的计算是从第一个结点Start出发,依据连接

层序,逐 层 累 加,如 图 １ 所 示.图 １ 中 包 括 当 前 扩 展 层

FRONT、连接距离h(第一个结点的连接距离为１)、当前扩展

层的结点数w１(可以看成局部宽度)、当前扩展层的结点度数

平方之和S１.新扩展获得的结点属于 NEW_FRONT层,结

点数为w２,结点度数平方之和为S２.将每层结点度数的平

方之和作为主要变量,因为它能体现结点度数的分布.每层

数据累加时,将距离h,h２,h３ 作为权,２０个不变量的定义如

表１所列,表１中用到的变量在图１中有示例.

图１　结点不变量层序计算示意图

Fig．１　Diagramofcalculatingsequencenodalinvariants

表１　２０种不变量的定义

Table１　Definitionof２０invariants
不变量/代号 不变量定义 不变量/代号 不变量定义

I１/D di I１１/w１w２hhh ∑w１w２h
３

I２/W W I１２/w２w２hhh ∑w２w２h
３

I３/L L I１３/w１S１h ∑w１S１h
I４/w１w１ ∑w１w１ I１４/w１S２h ∑w１S２h
I５/w１h ∑w１h I１５/w２S１h ∑w２S１h
I６/w１hh ∑w１h

２ I１６/w２S２h ∑w２S２h
I７/w１w１hh ∑w１w１h

２ I１７/w１S１hh ∑w１S１h
２

I８/w１w２hh ∑w１w２h
２ I１８/w１S２hh ∑w１S２h

２

I９/w２w２hh ∑w２w２h
２ I１９/w２S１hh ∑w２S１h

２

I１０/w１w１hhh ∑w１w１h３ I２０/w２S２hh ∑w２S２h
２

表１中的累加符号是指按层累加.设计２０种不变量的

原因在于:１)方便计算,所有结点不变量可以用一个算法进行

一次性计算;２)不同不变量能不同程度地反映图的整体连接

特性.第一个结点不变量只是结点的局部信息;第二个和第

三个结点不变量是从结点出发层序遍历图的长度和宽度,它
们只是图的整体初级信息;后面１７个结点不变量用到了３种

信息:层的宽度w１ 和w２、层中结点度数平方之和S１ 和S２ 以

及结点的距离h.距离h,h２,h３ 可以认为是层的权,高阶权的

不变量能体现图形整体上下的偏分布特性,结点越集中在图

形的远端,不变量越大.结点不变量公式中如果只有一个层

的宽度,则实际是对所有结点进行累加,因此第五个结点不变

量(代号 w１h)可以表示图形的重心,第六个不变量(代号

w１hh)是图形的二次矩(与物理意义上的旋转惯量对应).相

同层的同一个参数相乘(如 w１ ∗w１)或不同参数相乘(如

w１∗S１)可以反映图形的整体不均匀性,比如层宽为２/２/２
的计算结点不变量会小于层宽为１/３/２的.不同层之间的两

个变量相乘可以反映图形层间变化的平滑性,平滑性越好,不
变量越大,这是因为如果顺序多个数的和相同,把两两相邻的

数相乘然后累加,当大数与大数相邻、小数与小数相邻时,这
个累加值会更大,比如４个数(１,１,４,４)的１∗１＋１∗４＋４∗４
大于(１,４,１,４)的１∗４＋４∗１＋１∗４.

图２　结点不变量的计算流程图

Fig．２　Flowchartofcalculatingnodalinvariants

１０３第８期 江顺亮,等:仿高阶矩的结点不变量及其组成的图不变量



综上所述,如果结点不变量包括h及 FRONT和 NEW_

FRONT两层的数据,这些不变量就可以体现图形整体的上

下偏分布特性、整体不均匀性和整体平滑性,尤其是S１ 或S２

还可以反映层内结点度数的分布情况.有些结点不变量的差

别不大,但由于要与其他不变量进行组合,为了选出更好的组

合,保留了一些差别不大的不变量.

对于结点不变量,采用单源最短路径的计算框架,并用广

度优先的层序计算方式进行计算,具体算法流程如图２所示.

３　结点不变量的结点细分能力比较

本文所指的“树”是自由树,即树的根结点未指定而且子

树没有顺序的树,所说的“图”是指简单连通无向图.

只针对树进行结点不变量的结点细分能力比较,是基于

以下原因:１)非同构图的数量巨大且不够完整,目前只有结点

数 N≤１０的所有非同构简单图数据,且 N＝１０的所有非同

构简单图有１１７１６５７１种,虽然可以产生 N＝１１的所有非同

构简单图数据[３],但其数量太大,共拥有１００６７００５６５种;２)由

于图同构问题的复杂性,如何一次性地快速获取系列结点不

变量是亟需解决的问题;３)非同构树的数据比较完备,互联网

上比较容易获取结点数 N≤２２的所有非同构树数据[１４],N＝

２２时共有５６２３７５６种非同构树,此网站上还有 N≤３０的所有

非同构同胚不可约树(HomeomorphicallyIrreducibleTrees)

的数据;４)虽然对于树同构问题已经有高效的算法[９Ｇ１０],但还

没有较好的结点不变量可以用来进行树同构的测试,因此针

对树同构,寻找更好的乃至完备的结点不变量很有研究价值.

一种结点不变量对结点的细分能力一般是有限的,利用

多种结点不变量来区分结点是比较常用的方法[３,５Ｇ６,８],因此

比较某种结点不变量时不仅需要考虑这种结点不变量对结点

的细分能力,还需要考虑它与其他结点不变量结合时的结点

细分能力.一个结点的多种结点不变量组成一个矢量,所有

结点的多种结点不变量组成矢量的矢量,对这个矢量进行矢

量排序后可以看成图的特征矢量,排序时将一个结点的矢量

看作是一个固定的量,排序后结点的顺序发生了改变,而结点

的多种结点不变量的相对顺序未改变.

生成图的不变量后,可以对图的结点进行划分.划分时,

如果某个结点的不变量矢量与前后结点的不变量矢量不等,

划分的结果就是该结点单独形成一个子集,意味着它是已经

被区分的结点,此类结点被称为“可区分结点”.属于多个结

点子集的结点就是不可区分的结点,即子集内所有结点的不

变量相同.针对低阶的所有非同构图,统计所有可区分结点

的数量,并将其作为该类特征矢量区分度的比较依据,可区分

结点的数量越多时区分度越好.

用结点数 N≤１７的所有非同构树(０个和１个结点的树

除外)进行结点不变量的细分能力比较,共有２０５００３种非同

构树,总计３５５３６７８个结点.比较依据的原始数据是区分结

点总数,折算得分最好为１００,最差为０,其他按线性比例计

算,具体得分如表２所列.表２中的“组合２”指某个结点不

变量与其他一个结点不变量组合进行结点划分,把所有组合

计算获得的区分结点数累加,然后用这个累加数进行折算得

分;同理,“组合３”指某个结点不变量与其他两个结点不变量

组合进行结点划分.“Top１５％次数统计”指找出所有组合的

Top１５％的结果,统计某个结点不变量出现的次数,依据最好

为１００、最差为０、其他按线性比例的方法折算得分.将所有

得分进行平均后作为该结点不变量的细分能力比较依据,数

据越大越好,这个数据不是绝对指标,而是与其他结点不变量

进行比较后的相对指标.

表２　利用树数据的结点不变量比较结果

Table２　Comparisonresultsofnodalinvariantsbytreedata

结点

不变量

代号

区分结点总数

累计折算

组合３ 组合２ 单个

Top１５％次数

统计折算

组合３ 组合２

平均

D １７．１ １４．７ ６．９ ０．０ ０．０ ７．７
W ０．０ ０．０ ０．８ ０．０ ０．０ ０．２
L ２．１ ９．２ ０．０ ０．０ ０．０ ２．３

w１w１ １７．６ ４５．１ ４８．１ ０．０ ０．０ ２２．２
w１h ７１．６ ８２．６ ７８．０ ９．６ ０．０ ４８．４
w１hh ８３．９ ９６．０ ９６．９ １９．２ １４．３ ６２．１

w１w１hh ８７．２ ９８．１ ９８．９ １９．２ １４．３ ６３．５
w１w２hh ８６．９ ９７．７ ９８．３ １７．８ １０．７ ６２．３
w２w２hh ８７．１ ９８．０ ９８．７ １９．２ １０．７ ６２．８
w１w１hhh ８８．１ ９８．８ ９９．９ ４１．１ １７．９ ６９．２
w１w２hhh ８８．２ ９８．８ ９９．８ ３９．７ １７．９ ６８．９
w２w２hhh ８８．１ ９８．８ ９９．８ ４１．１ １７．９ ６９．１
w１S１h ９８．５ ９８．７ ９７．６ ４１．１ １４．３ ７０．０
w１S２h ９８．１ ９７．９ ９６．７ ８０．８ ３５．７ ８１．８
w２S１h ９８．１ ９９．０ ９８．４ ４６．６ １４．３ ７１．３
w２S２h ９８．８ ９８．７ ９７．７ ４５．２ １４．３ ７０．９
w１S１hh １００．０ １００．０ ９９．９ ７８．１ ８２．１ ９２．０
w１S２hh ９９．８ ９９．８ ９９．８ １００．０ ９２．９ ９８．５
w２S１hh １００．０ １００．０ １００．０ ５７．５ ８９．３ ８９．４
w２S２hh ９９．９ ９９．９ ９９．９ ４６．６ １００．０ ８９．３

依据２０个结点不变量的比较结果,可以把这２０个结点

不变量大致分为４档:差、及格、中、良.前５个结点不变量为

差,I６ 到I９ 为及格,I１０到I１６为中,后４个为良.从数据的整

体趋势看,结点不变量的细分能力与阶次有关,具体是０阶和

１阶的结点不变量细分能力较差.从I６ 到I９ 的比较结果来

看,提高局部宽度w１ 的阶次并没有改善结点不变量的性能.

从整体来看,S１/S２ 的加入明显改善了结点不变量的性能.

４　图不变量在树同构测试中的结果分析

本文的目标是寻找一种结点不变量,由它组成的图不变

量对非同构树的区分是完备的,或接近完备的,而对非同构图

的区分性能较好.把一棵树所有的结点不变量排序后组成一

个矢量,这个矢量可以看成树的不变量,用这个树不变量进行

同构测试.

对结点数 N≤２２的所有非同构树进行同构测试,令G 为

非同构树的集合,计算G 集合中的所有非同构树的树不变

量,这些树不变量构成集合VA.令|G|表示集合G的元素个

数,如果G中的所有不同构树可以获得不同的树不变量,则

|G|＝|VA|;如果有非同构树获得相同的树不变量,则|G|＞

|VA|,而且相同树不变量的非同构树越多,两者的差值就越

大,因此用nd＝|G|－|VA|表征该不变量的同构测试性能

(本文称其为不变量欠量),nd＝０意味获得最佳的测试性能,

nd越大则性能越差.结果如表３所列,其中Ig
i 是由结点不

变量Ii 排序后组成的图不变量,它们的代号相同.
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表３　不同图不变量计算获得的不变量欠量

Table３　Numberofdeficiencycalculatedfromdifferentgraphinvariants

N Ig
１ Ig

２ Ig
３ Ig

４ Ig
５ Ig

６ Ig
７,Ig

９ Ig
８ Ig

１０,Ig
１２ Ig

１３－Ig
２０

６ １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
７ ４ ２ ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
８ １２ ８ １０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
９ ３２ ２１ ２６ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１０ ８４ ５８ ７２ １ １ ０ ０ ０ ０ ０
１１ ２０５ １４６ １８０ ３ １ ０ ０ ０ ０ ０
１２ ５０９ ３７９ ４６２ ８ １４ ０ ０ ０ ０ ０
１３ １２４５ ９９１ １１５７ １３ １１ ０ ０ ０ ０ ０
１４ ３０８２ ２５７７ ２９２６ ３０ １３３ ０ ０ ０ ０ ０
１５ ７６４０ ６６５６ ７３６４ ５３ １３２ ０ ０ ０ ０ ０
１６ １９１８５ １７３２３ １８７１０ １２０ １１６１ ４ ０ ０ ０ ０
１７ ４８４５３ ４４９６１ ４７６４２ ２５９ １１４２ ２ ０ ０ ０ ０
１８ １２３６３６ １１７０１５ １２２２７０ ５６９ ９２４１ ４３ ２ ２ ２ ０
１９ ３１７６５８ ３０５２９６ ３１５３７１ １２６８ ９７０２ ３７ ２ １ １ ０
２０ ８２２６８０ ７９９８０７ ８１８８８４ ２７９３ ７２６８１ ３５９ １３ １２ １２ ０
２１ ２１４４０１５ ２１０１６５５ ２１３７７４０ ６６２２ ８０００６ ３５７ １１ ８ ８ ０
２２ ５６２３１２９ ５５４４７３９ ５６１２８１０ １５６７５ ５５０３４７ ２６５３ ９９ ８８ ８６ ０

　　表３中前５个结点不变量(代号分别为 D,W,L,w１w１,

w１h)的数据表明:树的单一简单特性对树的区分度不好,但

图不变量Ig
４(w１w１)明显好于其他４个图不变量,它能反映树

的整体不均匀性,结点在某层越集中,该不变量越大;图不变

量Ig
５(w１h)反映了树的重心,虽然对树区分度的性能不如图

不变量Ig
４(w１w１),但相比前３个图不变量(结点度数、树长

度、树宽度)有实质提高.

图不变量Ig
６(w１hh)是树的二次矩,相当于旋转惯量,可

以反映树的上下偏分布,性能优于前５个图不变量,次于后

１４个图不变量.由于结点不变量是按层累加的,结点不变量

公式中一个w１ 或w２ 可以看作是对所有结点的累加,其余的

w１ 或w２ 可以看成是１阶的,S１/S２ 由于是层中结点度数的

平方之和,可以看成是２阶的,因此后１４个图不变量是３阶

或４阶的,性能好于前６个图不变量是合理的.层中结点度数

的平方之和S１/S２ 可以反映不同度数结点在层中的分布,度数

越大的结点在某一层越集中,不变量越大,因此后８个图不变

量对于结点数N≤２２的所有非同构树具有完全的区分度.

根据表中的数据,可以获得不同图不变量对树区分度的

性能 排 序:(D,W,L)＜w１h＜w１w１ ＜w１hh＜ (wiwjhh,

wiwjhhh)＜(wiSjh,wiSjhh),其中i和j 取１或２.现有文

献中这方面的数据较少,可以从文献[５]中获得树的不变量欠

量nd＝|G|－|VA|,当 N＝１４,１５,１６,１７时文献[５]的结果

分别为１,３,１３,３５;本文后１５个结点不变量的结果明显好于

文献[５]的结果.侯爱民分析了多种不变量对树的区分情

况[４],认为“最短距离”不变量强于“异或距离”不变量、“同或

距离”不变量、“顶点的邻接点度数序列”不变量等的细分能

力.实际上,与本文的其他不变量相比,“最短距离”不变量

(本文的I３/L)的细分能力较弱.

为了进一步测试Ig
１３到Ig

２０这后８个图不变量JP２,首先

生成N＝２３和N＝２４的所有非同构树,生成方法是对 N＝２２
的每一棵树在每个结点上增加一条边和一个结点形成一棵

N＝２３的树,每生成一棵新的 N＝２３的树,就判断在已有的

N＝２３的树中是否存在与之同构的树,如 果 没 有 则 加 入 到

N＝２３的树中,如果有则抛弃.同构测试只需用图不变量Ig
１８

(w１S２hh)排序后形成的树不变量进行比较,实践证明该树不

变量可以区分所有结点数 N＜２５的非同构树和 N＜３４的非

同构同胚不可约树(HomeomorphicallyIrreducibleTrees).

生成所有 N＝２３的树之后,同理可以生成 N＝２４的树.

由于 N ＝２３ 和 N ＝２４ 的 树 数 量 较 大 (１４８２８０７４ 种 和

３９２９９８９７种),对计算机内存和计算时间需求较大,因此采用

分类生成的方法,N＝２３的树采用结点最大度数和叶子数进

行分类,N＝２４的树采用结点最大度数、叶子数和度数为２的

结点数进行分类.采用类似方法可以正确生成 N＝３１,３２和

３３的所有非同构同胚不可约树.生成 N＝３１的所有非同构

同胚不可约树要用到 N＝２９和３０的所有非同构同胚不可约

树,方法是对每个 N＝２９的同胚不可约树在叶子结点上增加

两个结点和两条边形成一个 N＝３１的同胚不可约树,对每个

N＝３０的同胚不可约树在非叶子结点上增加一个结点、一条

边形成一个 N＝３１的同胚不可约树.N＝３３的同胚不可约

树采用结点最大度数、最大度数的结点个数和度数为３的结

点数进行分类计算.

有了 N＝２３和 N＝２４的非同构树和 N＝３１,３２和３３的

非同构同胚不可约树的数据后,可以计算图不变量Ig
１３－Ig

２０

的不变量欠量nd＝|G|－|VA|,结果发现这８个图不变量计

算的不变量欠量全部为零(nd＝０),即它们对这些非同构树

具有完全的区分度.但这８个图不变量对应的结点不变量的

细分能力是有明显区别的,主要原因应该是细分是比较同一

个图中的不同结点的不变量,而两树之间的区分是比较不同

树对应结点的不变量,只要存在一对对应结点不变量不相等,

两个棵树就被区分开了.因此,树不变量区分非同构树的优

良性能并不要求对应的结点不变量拥有极强的细分能力,只

需较好的细分能力即可.这样的结论是否可以推广到图还有

待研究.

为了进一步寻找最小完备的树不变量(此处“完备”是指

对非同构树具有完全的区分度),限定图不变量Ig
１３到Ig

２０定义

中的部分变量.分３种情况:１)消去层宽度,令 w１＝w２＝１;
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２)降低S１ 和S２ 的阶数,令S１ 为 FRONT 层的结点度数之

和,而不是结点度数平方之和,同理令S２ 为 NEW_FRONT
层的结点度数之和;３)消去距离,令h＝１.３种情况下的计算

情况如表４所列.

表４　部分变量限定情况下计算获得的不变量欠量nd

Table４　Numberofdeficiencycacluatedundervariableconstraint

N
w１＝w２＝１

Ig
１３

,Ig
１６ Ig

１４ Ig
１５

,Ig
１７－Ig

２０

S１,S２＝sumdi

Ig
１３－Ig

１６ Ig
１７－Ig

２０

h＝１
Ig
１３－Ig

２０

１４ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１５ ０ ０ ０ ２ ０ ０
１６ ０ ０ ０ １３ ０ ０
１７ ０ ０ ０ ４２ ０ ０
１８ ２ ２ ２ １５６ ０ ０
１９ １ ２ １ ４６９ ０ ０
２０ １４ １３ １２ １４９２ １ ０
２１ ８ ８ ８ ４５３０ ０ ０
２２ ８８ ８９ ８６ １３６１４ ５ ０

情况１)和情况２)存在不变量欠量nd＞０的情况,即存在

非同构树有相同不变量的情况,这些树不变量是不完备的.

对于情况３),消去距离,令h＝１,从８种树不变量(Ig
１３－Ig

２０)

中可以获得４种结点不变量(依表１中“代号”定义的方式,代

号分别为w１S１,w１S２,w２S１,w２S２).

进一步计算 N＝２３的非同构树,获得树不变量 w１S１,

w１S２,w２S１,w２S２ 的nd 分别为２,０,１,２.因此,树不变量

w１S１,w２S１,w２S２ 是不完备的.然后,对树不变量w１S２ 进行

深入计算,它可以区分所有结点数 N＜２５的非同构树和 N＜

３４的非同构同胚不可约树.由于与树不变量w１S２ 非常类似

的树不变量w１S１,w２S１ 和w２S２ 是不完备的,本文对“树不变

量w１S２ 是完备的”持谨慎态度.与之对应,本文对“树不变

量Ig
１４(w１S２h)是完备的”持乐观态度,而且针对非同构树的

计算表明树不变量Ig
１４在８种树不变量(Ig

１３－Ig
２０)中具有最小

的数值.对更多结点数的树进行随机测试.取 N＝１００的１０
组１０万棵随机非同构树,数据是用 Nauty２．６中的genrang
生成并用shortg确保了１０万棵树是相互不同构的.树不变

量(Ig
１３－Ig

２０)和树不变量w１S２ 对这１０组数据都具有完全的

区分度.

依据现有的测试结果,本文猜想树不变量Ig
１４(w１S２h)是

最小完备的树不变量,若要从数学上严格证明这个猜想,还需

要进行大量的研究工作.

５　结点不变量在图同构测试的结果分析

树是一种特殊的连通图,本文已经找到９种图不变量,它

们在所有测试的树数据上都获得了完全区分度.这些不变量

包含结点度数、距离、连接层序的信息,但并不包含一般图具

有而树不具有的信息,比如路径数、回路数、同层之间的连接

数等,而这些信息对图同构测试非常重要.文献[８]列举了

２２种图不变量对结点数 N∈[５,９]的所有非同构图的测试结

果.文献[８]的数据是不可区分图的数量,不可区分图是指与

其他不同构的图具有相同图不变量的图,本文的计算结果与

文献[８]中２２个结果中最好的３个结果如表５所列.

表５　用图不变量计算的不可区分图数量

Table５　Numberofindistinguishablegraphscalculated

withgraphinvariants

N Top３in２２Results[８]

Top１ Top２ Top３
w１S１h w１S２h

w１S１h＋
cm

w１S２h＋
cm

５ ６ ２ ２ ０ ０ ０ ０
６ １６ ５ ２３ ８ ４ ０ ０
７ ３４ ７ ９６ ７１ ７７ １２ １２
８ ３８５ ４８２ １７０１ １９３８ １９５２ ４９７ ５２９
９ ６００９ ２７０３０ ５８２０２ ８２５９４ ８３０６７ ３２２０３ ３３２０２

表５中的代号“w１S１h”和“w１S２h”与表１中的相应结点

不变量的代号相同,表中的“＋cm”是指用图的补图(CompleＧ

mentaryGraph)计算图不变量,然后联合原图的不变量对图

进行同构测试.本文计算结果的所有数据优于文献[８]中其

他１９个结果,因此这１９个结果没有在表５中呈现,这１９个

结果的 平 均 值 (N＝５,６,７,８,９)分 别 为 ９,６４,５８４,８９８３,

２３１８０９.

９种图不变量(Ig
１３－Ig

２０和w１S２)计算获得的不可区分图

数量的差别较小,而且用不同的不变量组合成的矢量作为图

的不变量,计算获得的不可区分图数量与表５中的结果的区

别也较小,比如３个不变量(w２w２hhh,w１S２h,w１S１hh)包含２
层５种信息(w１,w２,S１,S２,h),用它们组成的图不变量计算

获得的结果(N＝５,６,７,８,９)分别为０,４,７１,１９３６,８２５９４.但

是,用原图与补图的结点不变量联合组成原图的不变量进行

计算时获得的结果有较大的改进,具体见表５中的“w１S１h＋

cm”和“w１S２h＋cm”的结果.主要原因是这９种图不变量较

好地反映了类似树的图特征,而对于边数较多的图,它们的补

图也类似于树或森林,因此把补图的不变量加入到同构测试

中会明显改善结果.

为了探讨不变量对不同密度图(边数的疏密度)的区分情

况,对不同边数的结点数 N＝１０的图进行了同构测试.N＝

１０的非同构图共有１１７１６５７１种,边数E＝２０~２５的非同构

图都超 过 １００ 万 种,其 中 E＝２３ 的 非 同 构 图 最 多,共 有

１３４８６７４种.用 不 变 量 w１S２h 计 算 的 不 变 量 欠 量 总 数 是

３９９９２３２,百分 比 为 ３４．１３％,其 中 E＝２４ 的 最 多,数 值 为

５５４６１２;如果 按 百 分 比 计 算,则 是 E＝２７ 的 最 多,数 值 为

４９．６９％.把补图的不变量加入到同构测试中,极大地改善了

边数较多的结果,同时总体不变量欠量百分比从３４．１３％降

为１６．６７％,数值和百分比最多的都在E＝２３处.因此,当图

及其补图的边数都较多时,９种图不变量计算的结果都不

理想.

对结点数 N＝１５的图进行随机测试.取边数E＝４０~

４９的１０组１００万个随机非同构图,数据是用 Nauty２．６中的

genrang生成并用shortg确保了１００万个图是相互不同构

的.用５种图不变量(代号分别是L,w１hh,w１w１hh,w１S２,

w１S２h)对这１０组数据进行了不变量欠量的计算,结果如表６
所列.其中,图不变量w１S２ 和w１S２h对总共１０００万个图只

有不变量欠量各为１,这意味着各存在一对图是不可区分的.

对于性能良好的图不变量,存在比较少的不可区分图是图同

构的特点[１５],而且找出这样的图例也是非困难的[１５].针对

这两个不变量的具体情况,原因可能是大部分不可区分的图
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是成对、成三或以非常小图群的形式出现.为了分析这个原

因,计算了图不变量的简并度(Degeneracy),结果如表７所

列.简并度指一个不变量对应非同构图的数量,对应２个非

同构图时简并度为２,对应３个非同构图时简并度为３.

表６　N＝１５时不同边数的不变量欠量

Table６　NumberofdeficiencyfromgraphswithN＝１５

E L w１hh w１w１hh w１S２ w１S２h

４０~４２ ９９９８９２ ＞１９２０００ ＞１９２０００ ０ ０
４３~４５ ９９９９１９ ＞４０６０００ ＞４０７０００ ０ ０
４６~４８ ９９９９４７ ＞６１２０００ ＞６１２０００ ０ ０

４９ ９９９９６２ ７６１０２７ ７６１１８３ １ １

表７中的数据不包括只对应一个图的不变量.不变量

w１S２ 的简并度与不变量w１S２h的简并度相差较小,因此表６
中没有列出不变量 w１S２ 的简并度数据.从表６中可以看

出,如果一个不变量 w１S２h对应几个非同构图,一般对应２
个或３个非同构图,也许随着结点数的增加该数据会相应增

加,但与表中其他不变量的数据相比,这个数据应该是比较小

的.另一方面,非同构图数量巨大,比如 N＝１５,E＝４０的非

同构图有１２４２６２４７８４５１７９４７６０之巨,远超１００万,因此在很

多个非常小的图群中出现２个图在１个图群的概率较小.但

是,不变量L,w１hh,w１w１hh的简并度比w１S２h的简并度更

大,增长很快,而且这种图的总数量比例较高,因此在１００万

个非同构图中会出现很多具有相同不变量的非同构图,故计

算的不变量欠量比较大,不变量L 的不变量欠量占比几乎为

１００％,不变量w１hh和w１w１hh的不变量欠量占比为１９％到

７６％不等.这也说明,９种图不变量(Ig
１３－Ig

２０和w１S２)对非同

构图的区分性能远远超过本文的其他不变量,而且对随机图

的区分性能非常好.

表７　简并度大于１的简并度统计

Table７　Statisticofdegeneracy(＞１)

N InvariantCode |G| |VA|
Degeneracy

Average St．Dev．

８

w１S２h １９５２ ８２７ ２．４ ０．８
w１hh ８２９６ １４５７ ５．７ ８．９

w１w１hh ８５２６ １４２９ ６．０ ９．０
L １１１１３ ３６ ３０８．７ ６５８．３

９

w１S２h ８３０６７ ３０４３８ ２．７ ３．６
w１hh ２３５０４２ １９４４６ １２．１ ４８．８

w１w１hh ２３７６３４ １７４３９ １３．６ ５３．０
L ２６１０７６ ６０ ４３５１．３ １０７７０．９

结束语　仿照高阶矩概念,依据结点的连接距离和层序

信息定义了２０种结点不变量,这些结点不变量可以采用单源

最短距离的层序计算框架进行一次计算.这些结点不变量体

现了图整体的上下偏分布特性、整体不均匀性和整体平滑性.

利用可区分结点数比较了这些结点不变量的细分能力,发现

结点不变量包含每层结点度数的平方之和,明显改善了它的

细分能力.把排序后的结点不变量组成一个矢量作为图的不

变量.计算结果表明,共有９种图不变量可以区分所有已经

测试的非同构树,至今没有出现反例;把这些图不变量应用到

非同构图(N＜１０),区分结果好于文献[８]中列出的２２种图

不变量的１９种,而且由于这些图不变量的简并度较小,因而

提高了随机图的同构测试性能.
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