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近似空间的笛卡尔积粗集模型及其可分解性 

吴明芬 曹存根。 

(五邑大学计算机学院 江门529O2O) (中国科学院计算技术研究所 北京 100190)。 

摘 要 为处理人工智能中不精确和不确定的数据和知识，Pawlak提 出了粗集理论。之后粗集理论得到拓广，A-q1 

提 出了许 多新的粗集模型。拓展的方法主要有两种，一种是减弱对等价关系的依赖，另一种是把讨论问题的论域从一 

个拓展到两个。Y_Y．Yao提出了一种基于两个论域的粗集模型。现研究基于两个近似空间的笛卡尔积粗集模型，给 

出了积近似空间的概念，刻画了可分解集合的上(下)近似、近似精度和粗糙度。最后研究了笛卡尔积粗集模型的可分 

解问题 ，给出了一个近似空间积可分解的充分必要条件。 
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Cartesian Product Rough Mod el of Approximation Spaces an d Decomposability 
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Abstract Pawlak proposed the rough set model，in order to processing data and knowledge which are imprecise or un— 

certainty in artificial intelligence．Then，the rough set model has been extended and many new rough set models have 

been put forward．There are two main methods of extension，one method is to weaken the dependence of equivalence re— 

lation，the other is to expand the domain from one to two，and Y．Y．Yao ever proposed a rough set model of two-do— 

main．In this paper，we made some research for cartesian product rough models based on two(finite)approximation 

spaces，and gave the concept of product approximation space．Afterwards，we described the upper(1ower)approximation 

of decomposable subsets of a cartesian product，and the approximate precision and roughness of decomposable subsets． 

Finally，we studied the decomposable problem of cartesian product rough models，and obtained the sufficient and neces— 

sary conditions of decomposition of a product approximation space． 

Keywords Cartesian product，Product approximation space，Decomposable sunset，Roughness，Decomposable approxi— 

marion space 

1 引言与准备知识 

1982年 ，波兰学者 Pawlakl1]提出的 Rough集理论是一 

种用来处理不完备、不精确数据的数学工具 ，该理论已在数据 

挖掘、机器学习和人工神经网络等诸多领域得到了非常广泛 

的应用。近年来粗集理论和应用两个方面都得到迅速发展， 

粗集的概念也有了各种各样的推广。粗集模型的推广一直是 

粗集理论研究的主流，如，Y．Y．Yao[3]给出了一类基于两个 

论域(称泛集)的粗集模型，主要在两个有限论域 U，W 上考 

虑问题。设 R是 U到 w上的任意二元关系，通常三元组(U， 

W，R)称为近似空间。文献E4—9]对该模型进行 了深入研究， 

有理论推广、算法实现及应用，获得了一系列有价值的研究成 

果。考虑两个或多个论域的情形，是希望考虑问题的范围尽 

可能地大些，以便有更大的应用范围。 

多论域的粗糙集模型的另一研究角度是它们的笛卡尔 

积。文献[Io一12]就是从这个角度考虑的，并给出了一些基本 

概念和基本性质。文献[13]将 Pawtak粗糙逻辑中的公式扩 

展到 ”个论域的笛卡尔积上 ，并对 元公式进行 了研究。文 

献[14]是笛卡尔积运算的一个应用。根据以上的分析，本文 

主要研究 Pawlak粗糙集模型的笛卡尔积运算 ，我们称之为积 

近似空间，研究它的一些基本性质、积空问中可定义集的分解 

问题及积近似空间的可分解条件等。这种思想来源于将复杂 

系统分解成简单系统的合成。这个主题的研究有助于将现实 

生活中多维对象元组的数据处理问题用一维 Pawlak粗糙模 

型进行合成处理，以有效地提高计算效率和降低计算复杂性。 

本文用到粗集的有关知识，其基本概念、基本结论及术语 

不再详细解释，可参考文献[1，2]。 

设 U为论域，若 R是 U上的一个等价关系，则全体等价 
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类的集合为 ~7／R．-{L ] ∈U}。它是 u上的一个划分，可 

以得到由u到 U／R上的自然映射： ：【 一+u／R， ( )一[ ]R。 

粗糙集模型可以看成是在较粗的粒度上，即在商空间中对问 

题进行处理，此时的粒度等级是按等价关系来划分的。一般 

说来，粒度的选择与划分与问题所属领域的知识密切相关。 

对于每一个子集 X U，X的R上近似集和R下近似集分别 

为 ] 

R (x)一{ l ∈U，[-]尺nx≠ } 

R
一 (X)一{．／7lz∈U，[z]R X} 

P(∽ 是 U的全体子集组成的集合，即U的幂集。 

2 近似空间的积空间 

下面采用构造性的方法对经典粗糙集模型进行推广．把 

单一论域的粗糙集模型推广为双(有限)论域的情形，作论域 

的笛卡尔积运算，并确定其上的等价关系，拓宽了应用的范 

围。此时的二元关系就成为多个论域笛卡尔乘积到笛卡尔乘 

积的一个二元关系。 

设 U，V是两个非空的有限集合 ，R ，Rz分别是定义在 

U， 上的等价关系，则 ，V的笛卡尔乘积记为 U× 一{( 

)Iz∈U，yEV}。约定U×声一U× 一声×U一 × 一声，则 

有 

P(U×V)三 { ×yl X U，y 三 } 

但是等号不成立。 

如设 U一{1，2}， 一{l，2}，那么有 U× 一{(1，1)，(1， 

2)，(2，1)，(2，2)}，lP(U×V)l一16。{X×YIX U，y V} 

一 { ，{{1}×{1)}，{{1}×{2}}，{{1)×{1，2})，{{2}×{1}}， 

{{2}×{2})，{{2}×{1，2)}，{{1，2}×{1}}，{{l，2}×{2}}， 

{{l，2}×{1，2))}，所以I{X×YlX U，y }I一10。 

定理 1 设论域 U一{ 1， 2，⋯， }， 一{ l， 2，⋯， 

}，则lU~V1一，z× ，I P(U× )I一2 ，I{X×Yl x U， 

y V}【一1+(2 一1)×(2 一1)。 

为了方便描述相关的结果，我们在两个集合之间引入一 

种“积”运算 。 

定义 1 在任意的两个非空集合 U，V之间规定运算⑧ ， 

记为u 一{{ }×{ }lz∈u，yEV}，P(u)oP(V)一{x× 

ylX∈P(U)，yEP(V)}。 

对有限个集合A ， 一1，2，⋯n，规定oA 如下： 
z— l 

A 一AQA。 ⋯QA 

一 {{z1}×{ 2)×⋯×{z )1 1∈A1，⋯，'z ∈A } 

定 理 2 (1)U —u×V； 

(2) A 一{( 1，2r2，⋯，Xn) l∈A1，⋯ ，cC, ∈A }=A1× 
z— l 

n 

A2×⋯ ×A 一 ×A ； 
。= 1 

(3)如果 U一{z1，z2，⋯， }， 一{yl，y2，⋯， }，则 P 

(U)OP( )(二二P(U×V)，且 IP(U×V)I一2 ，IP(U)oP 

( )I一(2 一1)×(2 一1)+1。 

证明：(1)．(‘2)显然。 

(3)P(U) P(V)一{X×YlX∈P(【，)，YEP(V)}，而 IP 

(∽ l一2 ，l P(V)l一2 ，及 X× 一~XY--：声×≠一 ，所以有 

lP(U) P( )I一(2一 】)×(2一一1)一}一l 

定义 2 设 U，V是两个非空的有限集合，R ，R 分别是 
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定义在 U，V上的二元关系，记 

R1ⅡR2一{(( ， )，(cc ， ))l( ， )∈R1，( ，y )ER2， 

， EU， ， ∈V} 

称 R IIR 为关系 R 与 R2的积，是笛卡尔积 U× 上的一 

个二元关系。 

定理 3 (1)如果 R-，R。分别是 U， 上的等价关系，则 

R ]IR。是 U×V 上的等价关系。(2)对任意(z， )∈U×V， 

贝4r(z， )]R IIR，一[ __ ×[ ]R，，而且 

(U~V)／R1 II尺2一{[z]R×[ ]如{z∈U，yEV} 

一 {[ R ~Ey~R I[z]R EU／R1，[3 R2∈ 

v／R } 

一 u／R1 ／Rz 

证明：从定义 1、定义 2及等价关系的定义可以直接验证 

结论。 

此时，我们称近似空间(U×V，R ⅡRz)为近似空间 (U， 

R )，( ，R )的积近似空问。很 自然地可以推广至有限个近 

似空间的情形。 

设(Uf，R )， 一1，2，⋯ 为近似空间，即 R 是论域 上 

的二元关系，记 

R11IR2Ⅱ⋯ ⅡR 一1IR 一 {(( l，z2，⋯ ， )，( 1 ，z2 ， 

⋯

， ))l( ， )∈R ，2C ， EUi， 

一1，2，⋯ ，危) 

定理 4 (1)如果 R 是 Ui，i一1，2，⋯， 上的等价关系， 

则ⅡR 是笛卡尔积 U ×U ×⋯× 一×Ui上的等价关系。 
f一 】 一 l 

(2)对任意( l，．r2，⋯， )∈×U ，贝0[(z]，z2，⋯， )]A R．一 
— l ! J 

 ̂

×[z ]R．，而且× ／IIR 一 (Ui／R )。 
2一 l ‘ i— l I— I 2一 I 

 ̂  ̂

此时，称近似空间 (×Ui，儿R )为 志个近似空间 ( ， 

R)， 一1，2，⋯ 的积近似空间。 

3 积近似空间的性质 

本节中研究积近似空问中集合上、下近似的基本性质(以 

两个近似空间的积为例)。 

定义3 在积近似空间 (UXV，R IIR。)中，对任意M 

U~V，则M 关于等价关系R ⅡR 的下、上近似表示为 

(R1ⅡR2)一(M)一{(z， )I[( ， )]R llR， M，xEU，yE 

} 

一 U{[(z， )]R ⅡR2 I[(z， )]R1ⅡR2 M， 

z∈U， ∈V} 

(R1ⅡR2)一(M)一{( ， )I[( ， )]R IIR，nM≠ ，xEU， 

∈V} 

一 U{[(z，．y)]R11lR2 l[(z， )]RlIIR2 nM≠ 

， ∈U，yEV} 

定理 5 设 M三U×V，如果存在 XEP(U)，YEP(V)， 

使得M—X×y。则 

(1)(R nR2)一(M)-_(R ⅡR2)一(X×y) 

一  U一  

[ ]R ×Eye．， 
r]R ∈R IX)／R1，r ]R ER2 (y)，R2 

= =  U A 
A∈N】 ( ， R1( 一R2 Lr)／R2 

(2)(R IIR )～(』Ⅵ)==(Rl_r【R )一(XXy) 



 

一  U [ R ×[ ]心 
R，∈ (X)／R1，M  ∈R (Y)／R2 

一  U A 
AERi(X)／R1 (Y)／R2 

证明：(1)据定义 3， 

(R1ⅡR2)一(M)一(R lIRz)一(XXY) 

一 U{[( ，y) IIR， [( ，3，) IIR， 

X×Y，z∈U，y∈V} 

由定理 3(2)，有[ ，-y]尺 IIR，一[ x Ey]k cXXY，所 

以[z]R X，EY]R2 cy，因此[z] R1一(x)，[ ]R2 R2 

(y)。故[ ]品6RJ_J(x)／尺 ，[ ] 6R2一(y)／R ，即[ ]B× 

E．ylR ∈R 一(X)／R 尺z(y)／R ，所以 

(R ⅡR，)一(X×y) 

一 U{[(z，y)lR IIR，l E(z， )]R Ir M，z∈U，y6V} 

ER 
M RI× 

1 (X)／R1 Ey]g ER2 (Y)／R2 [ ]R 一 ， 一 

一

E．：IR R1 (y】 1
× 

2

1 

一  U A 
AE R1— — (X)／R1~R2——(Y)／R2 

反之，对任意A∈(尺 ～(X)／Rt) (Rz一(Y)／Rz)，则存在 

Ex]R ER ～(X)／R1 三u／R1，[ ] ∈R2～(Y)／R2 三V／R2，使 

得A一[ ×[ ，[1『] x，[ R2 y。所以A一[ ] x 

[ ]R，一E(z， )]K_iiR x×y，故 

A=[Cx， )] IlR2 (尺】ⅡR2)一(XXy)=(兄 ⅡR2)一 

(M ) 

综上所述， 

(RlⅡR2) (M)一(R】ⅡR2)～(XXy) 

(2)由定义 3， 

(RlⅡR2) (M)一 (RlⅡR2) (x X y)一 U {[(z， 

) “马J[Cr， ) IIR2 N(XXy)≠ 

， ∈U，y6V} 

由定理 3(2)，我们有[ ，y]R IIR2 NM一([ ]R ×[ ] ) 

N(XXY)≠ ，所 以[z]R Nx≠声，Ey]R，)×y≠ ，因此有 

[ ] 三R (X)，[ ] 三R (y)，故[ ] ∈R__(X)／R】， 

[ ]％∈R (y)／Rz，即 

[(z， )]R IIR2一[z]R ×[ ]R2∈(Ri一(X)／R ) (R 

(y)／Rz) 

所以 

(R】ⅡRz) (X×y) 三 U [z] × 
Ex]R

l
∈R ‘x ／Rl_l ]R

2
∈R (Y)／R2 

[ ]岛 U A 
A6Ri(x)， 】 

反之，对任意 R ：，存在 

[ ， 

∈R z。 

使 一[ ]R ×[ ] 。因此[z] 。 x≠声，[ ]R ny≠ ，所 

以 

([ ] 1×[ z) =[( ， )]R。nR2 (xxy)≠ 

由定理 3(2)及定义 3 

A一[( ， )]R．fcn (R1 nR2)一(x×y)一(RI 2)一 

(M )。 

综上所述， 

(RlⅡ 2) (M)-_(R1 2)一 

一  U A： (尺 一 ) 
(x) l 0 

(y) 2) 

注意：当 不能分解为M—X× 时，可能对任 

意的X U，y ， 

(R1Ⅱ 一(M)≠ 
(y 

A 
A∈ 1一 ( 1 R， (y 

：
垒U(R1一 1) (R2(y)／R2) 

(R Ⅱ ：) (M ) 

1 

尘 (x) 1) (R (y) 2) 

例 1 设 U一{ 1，2， 3， 4，z5， 6，z7， )， 一{ 1，2， 

3 ， ， 5 }，及 U／R1一 {{z1，．r2}，{ 3，z6， }，{ 4， }， 

{z )}， z={{ ，。}，{ z， )，{ }}，取 M一{ ， )， 

( 1，3)，( 2， )， ， )， ， 2)，(z3， )，( ， )， ， 

5))。 

则对 V U，Vy ， ，且 

(R ⅡRz)一(M)≠
∈ ．．( ) R， (̈ ，

A 
∈ l_(x) 1圆R0 (y) 0 

(R1Ⅱ 2)一(M)≠ 
0R 

因为，由M 的形式知， X U， Y ， 。 

由定义 可知 

(R】Ⅱ 2) (M)一([ J]R ×[ ] ) ([j’3]R × 

[ 5]R2) 

(R1ⅡR2)一(M)一 1] [ 1]R，) ([_．，3]R × 

[ 5]如) ([ ]R ×[ 2] ) 

所 以对 A U／Rl， V／R2，(R1Ⅱ 2) (M)≠ (A B)， 

(R1Ⅱ 。)一(M)≠ (AoB)。 

即对 X U， y 三 ，(R1Ⅱ 2) (M)≠ (R1一(X)／ 

一 (y)／R )，( ) (M)≠ U(R (X) R 

(y) 2)。 

定义 称 u／R 中的元素为积近似空间 (U× 

，R Ⅱ 。)的基本知识， M U× ，M 关于R ⅡRz上 、下 

近似是积近似空间中基本知识的并集。 

在积近似空间 ， Ⅱ 。)中，关于 儿R 的上、下 

近似的基本性质显然是成立的。在实际应用中，很多时候我 

们对 可分解的子集 一 × 更加有兴趣，即集合 P 

(U) )一{ lx∈P(U)，y∈P(V)}中的元素。下面 

进一步研究它们的性质。 

定理 (1 是R。ⅡR 一可定义的，当且仅当 X 

是 R 可定义的，且 y是R 可定义的。(2)M一 是尺 1I 

R。一粗糙的，当且仅当x是 R 粗糙的或 y是R z粗糙的。 

证明：(1)M—X× 是尺 ⅡR 可定义的，当且仅当(R 

ⅡR2) y)一(R1兀 2) (X×y)。由定理 5知，(R1丌 

2)一 y)一 ，(RlⅡ 2) (X×y)一 
A∈ R (x) RI( R2 (y)，』 2 

U A。由R1一(X)／R1 一(X)／R1，R2(y)／ 
0尺 

R2 三R ( ) 2及 U 一 
0R2 A∈R 圆R (y)， 

A。 

当且仅当 

R (X) 】一R (X)／R。，R2～(Y) 2一 (y)／R2 

即 X是R 可定义的，且 y是R 可定义的。 

· 227 · 

卜 

A 

R 驯 

、， 

R 

U  
一 垒 



 

(2)由(1)可得结论。 

定义 5 在积近似空问 (U×V，R IIR )中，VM u× 

V，M关于R ⅡR 的近似精度为 

~R1fIR2(IV1)-- 

反映了上、下近似对集合 M 的近似程度。 

定理 7 在积近似空间 (U×V，R IIR )中，如果 M 是 

UXV的可分解子集，即 X U，y ，使得 M—X×Y，则 

口尺 IIR。(X×y)一 (X)·OIR (y)。 

证明：因为 M—XXY，由定理 5， 

(R1 Rz 一 x×y 
-rlJR m ／ LYJR

。 
( 

[z] ·× 
1
一 l 、 ⋯ 1 n一 2一 ⋯ ／ 2 

[ ]如 

(R ⅡR2)一(XXY)一 U Ix] × 
Ix]R

1
∈R (x Ey]R

2
∈R (Y)／R2 

[ 如 

而 

R (x)一
一 一  U Ix] [ 

ERl (X)／R1 

R (X)一 U Ix]R， 
∈R (X)／Rl 

R_卜 ‘y 
㈤  

[ ]Rz 

R (y)一 U [ ]R。 
[ ]R ∈R (Y)／R2 

所 以 

l(R1儿R2)一(X×y)l 
一  

，一 。

IIx]
ER1 (X)／R1 ER (Y)／R 

×[ [ ]
R ．『 ]R 2— 2 ⋯  

一  

JR 一 
[z]RlI‘[ ] z [z：

1 一  
-『 ]R 

I一⋯‘。 I⋯ 一 I
6R1 (X)／R1 ER2 (Y)／R2 

l(R ⅡR )一(XXY)f 

一  ∑ l[ ]晶x ry]凰l 
[ ] ∈R__‘x ／R1，MR2∈R ‘ ／R2 

一  ∑ l[z]飓1．1[ ]如l 
[ ]R

1
∈R ‘x ，[y]R

2
∈R (y 

IR 一(X)I一 ∑ 1Ix] 1 
[T]R ∈R1 (X)／R1 

lR (X)l一 ∑ lIx]见l 
M R

，

∈ ‘ ／Rl 

IRz一(y)I—M I I
ER2 (Y)／R2 [y]R 一 ⋯  

IR；(y)I一 I Ey]R I 
[ ]R ∈R (Y)／R2 

因此 

f(R1ⅡR2)一(XXY)l 

—

M R 一 
I IX] I·I 。I

(X)／R1 ER2 (Y)／R2 [ ]
，
∈R1 ，[y]R 一 一 

一  

IIX 一 暮 ⋯。 z l 
一 jR 一(X)I·IRz一(y)l 

l(R ⅡR2) (X×y)J 
一  ∑ }Ix] 1．1[ ] 。l 
[ ] ∈R ‘x ／R1，『 ]R

2
∈R ／R2 

一( ∑ l[ ]R_1)·( ∑ l[ ]R，1) 
Ix]R

1
∈RT‘x’／R1 [ ]R2 ER2‘y’／R2 

一 lR (X)l·IR (y)l 

所 以， 

0／R1I]R2 cx 一 

一  } 罟}_÷ 一 cx · cy， lR (X)l·IR (y)l l 2 
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定义 6 在积近似空间 (U×V，R IIR )中，VM U× 

V，M 关于R ⅡRz的粗糙度为 

／ORl IIR2 c 一 坚  

定理 8 在积近似空间 (U×V，R1II忌 )中，如果 M是U× 

的可分解子集合，即 X U，y V，使得 M—X×Y，则 

1IIR2(XXY)一 l(X)+ 2(y) l(X)’P尺2(y)。 

证明：因为 ]IIR2( 一1--O~R1 HR2(M)，根据定理 7及等 

式 Va，6∈[O，1]，有 

1一曲一(1--a)+(1--b)一(1--a)(1--b) 

因此结论成立。 

由此可见 ，可分解集 M=XXY在积近似空间(UXV，R1 

ⅡRz)上的粗糙度取决于 X，y在各 自的近似空间(U，R )， 

(V，Rz)Jc的粗糙程度。 

4 可分解的积近似空间 

上节讨论的双论域上的粗糙集模型是由单论域上的粗糙 

集模型诱导出的，即考虑的是论域 U， 上的等价关系R ，R： 

诱导出UXV上的等价关系R ⅡRz。现在研究问题的逆 ，即 

对 UXV中的任一等价关系R，可否找到对应的 R。，Rz，使得 

R—R1 IIR2 7 

定义 7 设R是 UXV上的等价关系，如果存在 U， 上 

的等价关系R ，R ，使得近似空间(ux V，R)一(U×V，R II 

Rz)，则称近似空间(【，×V，R)是积可分解的，也称等价关系 

尺是积可分解的。 

设 R是 UXV上的一个等价关系，定义 Rl，R2如下： 

Rl一{(z，32 )fz， EU， (z， )，(z ， )EUXV，((z， 

)，(z ，y ))ER) 

R2一{( ， )l ，Y EV， ( ， )，( ， )EU~V，(( ， 

v)，( ，y ))∈R} 

显然R ，Rz分别是U， 上的二元关系。 

定理 9 如果 R是 U× 上的等价关系，则 R ，R 分别 

是 U，V上的等价关系，而且 RC_R IIRz。 

证明：(1)Vz∈U，yEV，因为R是 自反的，所以((z， )， 

( ， ))ER，由R ，Rz的定义可知，R ，Rz是自反的。 

(2)因为 R是对称的，所以R ，Rz是对称的。 

(3)如果 z，32 ， ∈U，( ，z )，(Jr ， )∈R1，则存在 

( ， )，(z ， )，( ， )EU×V，使得 ((z， )，( ，y ))， 

(( )，( ， ))∈R。 

因为R是传递的，所以((-z， )，( ， ))ER。由 R 的 

定义可知 是传递的。同理可知 Rz是传递的。 

(4)对任意(( ， )，( ，Y ))ER，由R ，Rz的定义可知， 

(z，z )ERl，( ，y )∈R2。再由 RlⅡR2的定义 2，((z， )， 

( ，y ))ER IIR 。所 以 R Rl17R2。 

下面举例说明，定理 9中的等号未必成立。 

例 2 设 U一{z ，zz， 。)，V一{Y ，Y2，y3，y4}，(uxv)／ 

R一 {{(Xl，y1)，(xl，y2)，(x2，y3)，(x2，y4)}，{(xl，y3)，(xl， 

y4)，( 2，Y1)，(x2，yz)}，{(xz，y1)，(／3，yz)，(x3，yz)，(x3， 

y )})。 

则 U／R1一{{z】， 2}，{x3}}， ／R2一{{yl，y2，y3，y4}}，且RC 

R1ⅡR2。 

因为 
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(U× )／(R1ⅡR2)一{{(z】，y1)，( 1，y2)，( 2，y3)，(z2， 

y4)，(Xl，y3)，(2171，y4)，(372，y1)， 

(x2，y2)}，{( 3，y1)，( 3，y2)，(z3， 

y3)，(x3，y4)}} 

一 {{z1，：c2}X{yl，y2，y3，y4}，{．223)× 

{yl，y2，y3，y4)} 

所以R R1ⅡR2，但是 R≠R ⅡR2。 

定理 10 R是 U× 上的等价关系，则 R是积可分解 ， 

即R=R ⅡR2充分必要条件是[( ， )]R一[z] ×Ey]R。， 

V EU，VyEv。 

证明：(1)根据定理 3(2)，必要性显然成立。 

(2)由定理 9，只要证明 R ⅡRz R，从而充分性成立。 

以下是证明过程。 

对任意((z， )，(z ，y ))ER1IIR2，有 (z，37 )ER1，( ， 

)ER2。所以37，z E[ ]R ，y，y EIs]如，贝0(z， )，(-z ， 

)，( ，y )，( ，y )E[ ]RJ×[ ]如。 

由条件[( ， )]R一[z]马x Es] ，我们有 

(z， )，(z ， )，(z，y )，( ，y )E[(-z， )]R 

即(( ，y)，( ，y ))ER，故 R1ⅡR2一R。 

定理 11 R是 UxV上的等价关系，则 R不是积可分解 

的充分必要条件是存在Xl，x2， ，-zz2∈U，y1，y2，y1】'Y22 E 

，使得(( I，y1)，( ，ye)) 尺，但(( l，yI1)，(x2，y22))∈R， 

((Xll，y1)，(x22，y2))∈R。 

证明：(1)充分性，只需证明RCR IIR2即可。R ，R2的 

定义及由条件可知( 1，x2)ER1，( 1，ya)∈R2，从而 1，x2E 

[z1] ，y1，y2∈[ 1]R'，故(z2，y2)E[-z1]R ×[ 1] ，但(-z2， 

y2) [( ，y )]尺。由定理 1O知 ，R不是积可分解的。 

(2)由 R不是积可分解的，则 RCR ⅡR2。故存在 z ， 

．1：72∈U， l，y2EV，使((z1，y1)，(xa，y2))∈RlⅡ ，但是((固， 

y1)，(x2，y2)) R，由 R ，R2的定义 可知，存在 ，3722 E 

U，yn，y22 E V，使得 (( l，Y1】)，( 2，y22))E R，((zl1，y1)， 

(z22，Y2))∈R。因此结论成立。 

推论 1 R是 【，×V上的等价关系，则 R是积可分解的 

充分必要条件是如果 1， 2，．27⋯ 22 EU，Y1，yz，Y11’Yz2 EV， 

使得((z ，y )，(zz，y ))∈R，((Lz ，y )，( ，Y ))∈R， B 

么 ((．271，Y1)，(x2，y2))ER。 

结束语 粗糙集的理论研究有两条途径：一条是从论域 

上的二元关系出发构造各种粗糙集模型，称之为构造性方法； 

另一条途径是把上、下近似作为基本概念，利用一个公理集来 

刻画上、下近似算子 ，揭示公理集性方法。本文对不同论域上 

的近似空间进行笛卡尔合成，得到有限个近似空间的积近似 

空间，研究了它的一些基本性质，特别对可分解子集的上、下 

近似进行 了刻画，研究了它的近似精度和粗糙度与分解式的 

关系。进一步地考察了一个笛卡尔积上的近似空间的可分解 

性。后期的研究可以从 以下几方面展开，继续完善本粗糙集 

模型及其扩展：研究笛卡尔积粗糙集模型的公理化刻画及具 

体算法实现，结合文献[13，14]等研究这种推广模型的应用。 

由于我们的讨论是基于两(有限)个互不相同的论域，因而使 

得构造性方法在实际中具有更广泛的应用领域。 
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