
第 38卷 第 1期 
2011年 1月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．38 No．1 

Jan 2011 

反馈集问题的研究进展 

王建新 江国红 李文军 陈建二 

(中南大学信息科学与工程学院 沙 410083) 

摘 要 反馈集问题是经典的NP难问题，在电路测试、操作系统解死锁、分析工艺流程、生物计算等领域都有重要应 

用，按照反馈集中元素类型可分为反馈顶点集(FVS)问题和反馈边集(FAS)问题。A4rl利用线性规划和局部搜索等 

技术设计 了一 系列关于 FVS和 FAS问题的近似算法，并基于分枝一剪枝策略和加权分治技术提 出了FVS问题的精确 

算法。随着参数计算理论的发展 ，近年来参数化反馈集问题引起 了人们的重视，并取得了很大突破。目前已经证明了 

无向图和有向图中FVS问题和 FAS问题都是固定参数可解的(FPT)。利用树分解、分支搜 索、迭代压缩等技术，对 

无向图 FVS问题提出了一系列FPT算法。针对某些特殊的应用，人们开展 了对具有特殊性质的图上 FVS问题的研 

究，提 出了一些多项式时间可解的精确算法。现首先介绍了在无向图中关于 FVs问题的近似算法与精确算法，然后 

具体分析 了FVS问题的参数化算法。进一步阐述了关于有向图和特殊图上 FVS问题的研究现状，介绍了 FAS问题 

的研究成果。基于对反馈集问题研究现状的分析，提 出了今后 FVS问题研究中值得关注的几个方面。 
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Algorithms for Feedback Set Problems：A Survey 
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Abstract Feedback Set problems are classical NP problems。which include Feedback Vertex Set(FVS)and Feedback 

Arc Set(FAS)problems．There are important applications of these problems in many fields，such as circuit testing， 

deadlock resolution，analyzing manufacturing processes and computational biology．People have designed many different 

approximate algorithms based on linear programming and local search approaches，and have found exact solutions by 

Branch-Prune and Measure-and—Conquer techniques．Recently，Parameterized Feedback Set problems have received con— 

siderable attention．The development of parameterized complexity motivates the studies on parameterized Feedback Set 

problems，especially on parameterized FVS problem．A chain of dramatic improvements on FVS problem in undirected 

graphs were obtained using different methods，such as tree decomposition，branch-and-search，iterative compression．In 

this paper．the approximation algorithms and parameter algorithms about FVS problem in general undirected graphs 

were introduced firstly．Then the research on the FVS problem in directed graphs and specia1 graphs were presented． 

Moreover。the FAS problems were also discussed．Finally，some future researches with considerable attention on FVS 

problems were proposed by analyzing the researches on feedback set problems． 

Keywords Feedback vertex set，Feedback arc set，Approximation algorithm，Exact algorithm，Parameterized algorithm 

1 引言 

反馈集(Feedback Set)问题是一个经典的组合优化问题， 

在电路测试、操作系统解死锁、分析工艺流程、同步系统、人工 

智能和生物计算等领域都有重要应用[1]。按照反馈集中元素 

的类型，反馈集问题可划分为反馈顶点集(Feedback Vertex 

Set，简称 FVS)问题和反 馈边集 (Feedback Arc Set，简称 

FAS)两个问题。图G的FVS是一个由G中一些顶点构成的 

集合，从图 G中删除该集合中的所有点后，图中不含圈，即图 

G中的每个圈至少有一个点在 FVS中。类似地，FAS是指由 

G中一些边构成的集合 ，从图G中删除该集合中的所有边后， 

图中不含圈。如果图G为带权图，即给每个点(边)分配一个 

非负实数的权值，那么 FVS(FAS)的权值是 FVS(FAS)中所 

有顶点(边)的权值之和。 

一 般图的最小 FVS问题(权值最小或所含顶点数最少的 

FVS)和有 向图的最 小 FAS问题都是 经典 的 NP-完全 问 

题 ] 本文重点介绍 FVS问题的研究成果，包括：无向图、有 

向图和特殊图的最小FVS问题和参数化FVS问题的相关算 
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法，同时也介绍了有向图中FAS问题的研究进展。以下给出 

反馈集相关问题的具体定义。 

图 G一(V，E)为一个含有 个顶点的图，V是G 的顶点 

集，E是边集 。设 w ，GEW]一(w，Ew)为由顶点子集 w 

导出的图G的子图，其中边集合 一{(“， )f“， ∈W 且(“， 

)∈E}。V(G)表示图 G的顶点集合。 

定义 1(含顶点数最少的 FVS，简称 MFVS) 给定一个 

含有 n个顶点的图G，求一个含顶点数最少的 FVS。 

定义 2(权值最小的 FVS，简称 MWFVS) 给定一个顶 

点带权的图 G，求一个权值最小的FVS。 

一 般图上的 MFVS和 MWFVS问题的前期研究主要集 

中在近似算法和精确算法。近年来 ，人们将 FVS问题的研究 

转移到对该问题 的参数化求解 ，参数化 FVS问题的定 义如 

下。 

定义 3(参数化不带权 FVS，简称 PFVS) 给定含有 T／个 

顶点的图 G和一个非负整数k，能否在图 G中找到一个含顶 

点数不超过 k的 FVS。 

如果一个参数化 NP难问题在时间 ( )1"l‘ ”内可解，其 

中．厂(忌)是仅关于 k的一个函数，那么称此问题是固定参数可 

解的(Fixed—Parameter Tractable，简称 FPT) 。文献[3，4] 

证明了无向图中 PFVS问题是 FPT问题 ，文献[5]证明有向 

图中PFVS问题也是 FPT问题 。 

对于参数化带权 FVS问题，对参数 k有两种选取方式， 

一 种是 k为 FVS的权值，一种是 k为 FVS的大小 ，定义分别 

为 ： 

定义 4(参数为 FVS权值的带权 FVS，简称 PW-FVS) 

给定含有 T／个顶点的带权图G和非负实数 k，能否在图 G中 

找到一个权值不超过k的 FVS。 

当顶点权值为不小于 1的实数时，Raman等提出无向图 

中 PW-FVS问题的 FPT算法，并证明顶点权值为任意实数 

时，PW-FVS问题不是 FPT问题[6]。 

定义 5(参数为 FVS中顶点数 目的带权 FVS，简称 PW- 

MFVS) 给定含有 个顶点的带权图G和一个非负整数 k， 

能否在图 G中找到一个权值最小的含顶点数 目不大于 k的 

FVS。 

Chen等证明了无向图中 PW-MFVS问题是 FPT问题， 

并提出了其 FPT算法[7]。 

对于 FAS问题也有类似于 FVS问题的以上各类定义。 

MFAS和 MWFAS分别为边数最少的 FAS问题和权值最小 

的 FAS问题，PFAS为边数不超过 k的 FAS问题，PW-FAS 

为权值不超过 k的 FAS问题，PW-MFAS为边数不超过 k的 

权值最小的 FAS问题。 

本文第 2节介绍无向图中最小 FVS问题的研究现状 ；第 

3节给出了无向图中 PFVS问题的研究现状；第 4节主要描 

述有向图中 FVS的研究现状；第 5节主要介绍特殊图中 FVS 

问题的研究现状；第 6节讨论了 FAS问题的研究现状 ；最后 

给出了今后 FVS问题研究中值得关注的几个问题。 

2 无向图中的MFVS和 MWFVS问题 

本节主要介绍无向图中 MFVS和 IVlWFVS问题 的研究 

成果，主要有近似算法和精确算法。 

(1)近似算法 

由于 FVS问题是 NP完全问题 ，除非 NP=P，否则 FVS 

问题不可能有多项式时间算法 ，因此前期人们对最小 FVS问 

题(包括 MFVS和 MWFVS问题)研究主要集中在多项式时 

间可解的近似算法。近似算法在最差情况下找到的近似解与 

最优解的比值为算法的近似度，近似算法主要以近似度作为 

算法的衡量指标。关于 MFVS和 MWFVS问题近似算法的 

研究成果比较见表 1，对于MwFVs问题，近似算法的近似度 

为近似解与最优解的权值的比值，对于 MFVS问题，近似度 

为近似解与最优解所含顶点数 日的比值。 

表 1 FVS近似算法的近似度比较 

Erd6s和 P6sa早在 1962年就提出了无向图 MFVS问题 

的近似度为 logn的近似算法_8]。他们得出性质：对于顶点度 

数大于 2的图，图中最短圈的长度不超过 21ogn。算法首先将 

图G简化为度数大于 2的图 ，找出图 G，中最短圈C，然后 

把 C中点全部加入 FVS，并从图 G 中删除，重复以上过程直 

到图中不含有 圈，这 样得到 近似度为 21ogn的近似算法。 

1981年 ，Monien和 Schulz在 Erdos和 Posa的算法基础上进 

行了改进，提出无向图 MFVS的近似度为 10 的近似算 

法 。 

Bar-Yehuda等对 MWFVS利用原始对偶算法 (primal— 

dual algorithm)提出了近似度为 min(2A ，41ogn)的近似算 

法，其中 △为图G中顶点的最大度数；对于 MFVS问题提出 

近似度为 4的近似算法 。 

Becker和 Geiger利用贪心法，提出无 向图 MWFVS和 

MFVS近似度为 2的近似算法口 。Bafna将点覆盖的近似算 

法中所用的“局部近似”理论一般化 ，对无向图 MWFVS和 

MFVS提出了近似度为 2—2／(2A--2)的近似算法 ，其中△为 

图G中顶点的最大度数l】 。Chudak等从原始对偶方法的角 

度解释了文献E11，12]的近似算法口 。 

(2)精确算法 

近似算法只能得到近似解而无法得到精确解 ，甚至许多 

问题很难求得近似解。于是，人们开展了对 FVS精确算法的 

研究。很明显 ，通过找 个点的 2”个子集就可以找到最小的 

FVS。 

由于 MFVS问题与最大导出森林(MIF)问题等价 ，不在 

图的 MIF中的点集构成 图的 MFVS，即通过求图的 MIF可 

以求得 MFVS。Razgon等用分枝一剪枝策略(Branch--Prune) 

找MIF，算法时间复杂度为O(1．8899 )，其中 是G中顶点 

数 目r】 。在 Razgon等算法基础上，Fomin等通过改进算法 

的分支过程 ，利用加权 分治(Measure and Conquer)技术对 

MFVS提出了时间复杂度为 0(1．7548 )的精确算法[1 。 

3 无向图中的 PFVs问题 

在实际应用中，图比较复杂且图中顶点数 往往比较大， 

FVS的所有精确算法都无法应用于实际。但在很多实际应 

用中，FVS的大小k比 小很多，而且有些应用不一定要找最 

小的 FVS，而只要求小于某个值的 FVS，于是人们将 FVS问 
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题参数化。以下介绍参数化 FVS问题的算法。 

人们对无向图参数化 FVS问题进行了大量的研究 ，FVS 

问题的FPT算法主要研究成果比较见表 2。 

表 2 FVs的参数算法比较 

Downey和 FellowsF ，Bod1ae11de 】证 明了无 向 图 中 

PFVS问题是 FPT问题。其 中文献[4]指出：如果从图 G中 

可以找到k+1个点不相交的圈，那么罔 G的 FVS肯定大于 

k；如果找不到图G的 k+1个点不相交 的圈，那么可以在 () 

(”)时问内找到一个宽度不大于 12(是+1) 一27( +1)+16 

的树分解。如果把 k看作常数，利用动态规划技术，可以在线 

性时间内找到一个最优的 FVS，由此得出 PFVS问题是 FPT 

问题 。 

文献E16—18，6]中的 FPT算法均采用了分支搜索技术。 

首先找出图中最短圈(罔中最短圈可在 ()(rain{ ”， })时间 

内找出， 为求两个 维矩阵乘积的时间 J)或近似最短的 

圈 C(最短圈的长度加 1的圈，在 ()(T／ )时间内可以找出这样 

的圈_1 )，然后对圈 C上的点进行分支，即选取圈 C上各顶点 

，将 加进 FVS并将实例简化为(G＼ ，k一】)，最后求实例 

(G＼ ，是一1)的 FVS，算法时问复杂度取决于最短罔的上界。 

Do wney和 Fellows得出结论 ：对于度数不小于 3的图，如果 

存在一个含 k个顶点 的 FVS，则图中最短圈的长度不超过 

2 ，并据此结论提出了一个时间复杂度为 O((2k+1) )的 

FPT算法 】̈ 。Raman等得出结论 ：对于度数不小于 3的图， 

当是≤f 且最短圈的长度大于 12时，图G的FVS大于 k；当 

k>c 时，图中最短圈的长度不超过 41gk。由此可知，冈中 

最短圈的长度不超过 rain{12，41gk}，从而提出了一个时间复 

杂度为 O(max{12 ，(41gk) } )的 FPT算法[17]。基于文献 

[17]的研究工作 ，Kanj等利用极值图理论得出以下结论 ：对 

于一个顶点度数至少为 3的图 G，假设 FVS最少含 r个点， 

n≥3，则图G存在一个长度不超过nlax{21gr~17，2Ig 一1O}的 

圈；如果图G中所有圈的长度大于 lnax{12，lgn}，则 1印≤lgr+ 

lglgr+l3，由此提出了一个时间复杂度为 ()((21gk+121glgk 

+18) ”。)的 FPT算法[”]。文献[6]中得出结论：如果图 (； 

中顶点的度数至少是 3，且最小 FVS的大小为 r／ ／8，则图 G 

中存在一个长度不超过 6／e的圈(1／2≤e≤1)，从而提出一个 

时间复杂度为 0((121ogk／loglogk+6)kn )的 FPT算法。同 

时文献E6]中对PW-FVS(权值不大于k的FVS问题)也进行 

了分析 ：对于顶点权值都为大于 1的实数的带权无向图 G，如 

果图G中顶点的度数至少是 3且 MFVS的大小为 ／8，则 

图G中存在一个长度不超过 12／e的圈(O<￡<1)，从而得到 

PW-FVS问题的时问复杂度为 ()((241ogk／loglogk+12) ) 

的 FPT算法；对于顶点权值都为一般实数的带权无向图 G， 

除非 P—NP，否则 PW-FVS问题不存在 FPT算法。 
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随着迭代压缩技术的提出，人们开始将迭代压缩技术应 

用于 FVS问题 ，具体 『1『描述为：首先考虑 由图 G中一部分点 

导出的子图G。，F为图G。的 k大小的 FVS，然后往 G0中添 

加一个 (G)一V(Go)中点 ，GD—G[ (Go)U{u}]，则 F—F 

U{ }为图 的 k+1大小的 FVS。基于 F找图G。中不大 

于 k的 FVS F ，接着继续往图 添加新点，重复以上过程， 

直到 等于 G且找到了图G的不大于k的 FVS。如果对于 

某个 找不到不大于 k的 FVS，停止算法并说明图 G不存 

在不大于k的 FVS。给定一个图G(V，E)和图G的大小为k 

+1的 FVS F，图G中不大于 的FVS F 可以看成由F的子 

集 F 和 —F的子集 F 的并集构成 ，即 F N F—F ，F N 

( F)一F2。F．可通过穷举 F的不大于k的子集找到，如 

果某个子集 是图 G的 FVS与F的交集，则 F被划分为两 

个子集 F 和 s(S—F—F )，且 F-是图 G[F]的 FVS，GES] 

是森林，可知图 G[V—F ]的 FVS与 Fl的并集将是图 G的 

FVS。由此可知 ，找图G的不大于是的 FVSF 的问题可以转 

化为找图G[ F ]的不大于 Is 一1的 FVs 的问题，其 

中 F2是 F的子集。文献[2o，21]都是通过穷举 —F所 

有不大于 l SI一1的子集找图 G[V一 ]的 FVS Fz。其中，文 

献[20]证明 『 —FI≤14I SI≤14k十14，求得算法H~IN为 () 

((37．7) 。)；文献[21]证明出IV—Fl≤4是，求得算法时间为 

()((10．567) ”。)。Chen等在利用迭代压缩的基础上 ，利用分 

支搜索技术提出 PFVS问题时间复杂度为 ()(5kkn )的 FPT 

算法，并首次对带权图提出 PW MFVS(权值最小的含有顶点 

数不超过 k的FVS)问题的 FPT算法，算法时间复杂度也为 

()(5kkn )E7]。 

另外，人们也研究了无向冈中带权和不带权 FVS问题的 

随机参数算法。Becker等提出：对不带权图，找到一个含 k个 

顶点的 FVS的概率至少为 1 (1 1／4 )“ ，其中 C为一个任 

意的大于 1的常数 ，算法时间复杂度为 0(4 kn。)；对带权图， 

找到一个权值最小的含有顶点数不超过 k的 FVS的概率至 

少为 1一(1—1／6 ) ，算法时间复杂度为 ()(6 kn。)[ 。 

FVS问题的核心化是参数化 FVS问题的重要研究内容。 

如果在求解 FVS之前 ，利用核心化算法对问题规模进行简 

化，将大大提高求解 PFVS的效率。Fellows首次证明 PFVS 

问题存在多项式的核 ，核大小为O(k”)E28]。Bodlaender对简 

化规则进行改进且对 图进行新 的结构划分，得到大小为 0 

( 。)的核 1。在文献 [e3，24]中提 出的规约规则基础上， 

Thomass6最近基于 Hall的 Matching理论及 Gallai的关于 

A—path(端点在集合 A中，中间点不在 A中的路径)的 Min／ 

Max结论，新增了一条规约规则 ，得到 O(k )的核[2 。 

4 有向图中的FVS问题 

Karp在 1972年证明了有向图的FVS问题是 NP-完全问 

题 。对有向图的 FVS问题的研究进展较为缓慢，主要包括 

近似算法、精确算法和参数算法的研究 ，但在精确算法的研究 

中没有提出有效的技术对其时问复杂度进行分析。 

Leighton等对有 向图 MFVS问题 提出 了近似度为 0 

(1og )的近似算法[2 。Even等提出了有 向图 MFVS问题 

和 MWFVS问题近似度为 O(1ogn·loglogn)的近似算法 。 

文献[28]对有向图 MWFVS问题提出近似度为不超过图中 

最长简单圈长度的近似算法。 



 

Smith和 Walford首次提出有向图 MFVS的精确算法， 

算法对图进行划分，得到的运行时间是指数时间，但是对于一 

些特殊图可以在多项式时间内返 回一个最优解[2 。之后人 

们提出的基于枚举的精确算法都是通过对图进行简化使算法 

得以改进。Cheng利用枚举 和简化方法对算 法进 行 了改 

进 。Orenstein等利用基于图简化和有效的图划分的枚举 

过程，提出一种求解 MFVS的算法 [3 。但是这些文献只对 

算法子过程进行了时间复杂度分析，都没有提出一种有效的 

方法计算整个算法的时问复杂度。 

有向图 PFVS是否是 FPT问题曾经在很长时间内都是 

个开放性难题。2008年，Chen等在文献[5]中证 明了 PFVS 

问题是 FPT 问题，并提 出 了一个 时 间复杂度 为 O(4 志! 

?。“ )的 FPT算法。算法包含以下 4个步骤：首先，利用迭代 

压缩技术 ，将问题转化为有向图 PFVS规约问题(DFVS RE— 

DUCTION)：输入一个有向冈 D、参数 k和 D的一个 k+1大 

小的 FVS F，找图 D的不大于 是的 FVS。其次，通过穷举 F 

中不大于 的子集 ，(最多 2 +1个)，将有向图 PFVS规约问 

题转化为不相交的有向网 PFVS规约问题(DISJOINT DFVS 

REDU(：TION)：给定有向图 D的一个 尼+1大小的 FVS F， 

找图 D中不大于k且与 F不相交的 FVS。再次，将给定的 

FVSF中的点排序(有( +1)!种排序)，对每种排序，根据 

有向图中 FVS问题与 Muhicut问题的关系，将不相交的有向 

图 PFVS规约问题转化 为带 限制条件的分割问题 (SKEW 

SEPARAT()R)：给定两个只包含 F中点的集合序列Is 一， 

S ]和[ ，⋯， ]，最多删除图 D中 个不属于F的点 ，使得 

对于 ≥ ，s 和 T，问没有路径。最后 ，参照文献[32]中对于 

参数化 Multicut问题所用的算法技术，可在 0(4 。“ )时间 

求解带限制条件的分割问题 。最终得到了一个时间复杂度为 

O(4 k!”‘ ”)的有向图 PFVS问题的 FPT算法。 

5 特殊图中的FVS问题 

对于特殊图上的 FVS问题，人们也进行了大量的研究。 

某些特殊的应用对应一些在具有特殊性质的图上的 FVS问 

题，而特殊图上的 FVS问题比一般图上的 FVS问题更容易， 

使得在特定条件下解决 FVS问题显得更有意义。本节列举 

了一些特殊冈上的 FVS问题 ，除了锦标赛 图和平面图上的 

FVS问题是 NP难问题外，其它特殊图上的许多 FVS问题都 

是多项式可解的，下面分别简要阐述各特殊图中 FVS问题的 

研究现状。表 3列出了多项式时间可解的特殊图上 FVS问 

题的主要研究成果 。 

表 3 多项式时间可解的特殊图上 FVS问题的主要研究成果 

(1)锦标赛图上的 FVS问题 

锦标赛图(Tournament)T一(V，E)指任意两个顶点之间 

有且仅有一条有 向边的图。锦标赛图上的 FVS问题是 NP- 

完全问题 ]。对于锦标赛图上的 MWFVS问题，文献[34]利 

用局部近似技术给出一个近似度为 2．5的近似算法。 

只有当锦标赛图 丁中存在有向三角形时，图 T中才存在 

有向圈。那么，对于锦标赛 图 T上的 PFVs问题，通过找出 

图 T中一个有向三角形然后再对三角形上的点进行分支，容 

易得出时间为 0(3 。)的 FPT算法 。在锦标赛图上的 

FVS问题也可以看作 3-Hitting Set问题(FVS是锦标赛图中 

所有有向三角形的 Hitting Set)，利用文献[36]中 3-Hitting 

Set问题的 FPT算法，可在 O(2．076 + 。)时间内求解锦标 

赛图上的 PFVS问题。Dom对锦标赛 图上的 PFVS问题利 

用迭代压缩技术提出时间为 0(2 ·” (1og，z+是))的 FPT算 

法，同时将问题核心化 ，得到大小为 O(k )的核[3 。 

Raman对锦标赛 图上的 P、ⅣrFVS问题进行了研究-3 ： 

当顶点权值为正整数时，Pw—FVS问题的难度和 PFVS问题 

的难度一样 ，通过转化，可以利用 3-Hitting Set的 FPT算法； 

对于顶点权值为不小于 1的实数的锦标赛 图，提出了一个时 

问复杂度为 ()(2．4143 )的 FPT算法，其 中 为求矩阵乘 

积的时间；根据文献[33]关于 FVS问题的规约 ，证明了顶点 

权值为一般实数的锦标赛图上的 PW-FVS问题 不是 FPT 

的，除非 P—NP。 

二分锦标赛图(Bipartite Tournament)是有向的完全二分 

图，且两个端点之问只有一条有向边。Cai等证明二分锦标 

赛图上的 MFVS问题是 NP一完全问题 ，并提出了一个近似度 

为 3．5的近似算法 。和一般锦标赛上的FVS问题一样， 

二分锦标赛图上的 PFVS问题可转化为 4-Hitting Set问题。 

对于二分锦标赛图上的 Pw—FVS问题 ，参照文献[4O]中带权 

4-Hitting Set的 FPT算法，能得出时间复杂度为 ()(3．12 ，2 ) 

的 FPT算法。Sasatte利用二分锦标赛 图中圈的 packing和 

covering的 MIN—MAX关系，对于权值为整数的 PW-FVS问 

题提出了一个时间复杂度为 0(3kn +”。)的 FPT算法【 ]。 

(2)平面图上的 FVS问题 

平面图的定义：若能把图 G画在一个平面上，使任何两 

条边都不相交，就称 G可嵌入平面，或称 G是可平面图。可 

平面图在平面的一个嵌入称为平面图。 

Yannakakis证明了平面图(有向和无向)上的 FVS问题 

是 NP难问题。即使每个顶点的入度和出度的大小都不超过 

3，有向平面图上的 FVS问题也是 NP难问题[4 。 

对于无向平面图上的 MWFVS问题，Bar-Yehuda给出了 

一 个近似度为 10的近似算法l1 。Goemans和 Williamson利 

用原始对偶方法给出了一个近似度为 9／4的近似算法[ 。 

Chudak同样运用原始对偶方法将此近似度改进到 2”]。 

Ton Kloks等在文献[44]中主要运用树分解技术 ，利用 

平面图上 FVS的大小与树宽之间的关系，对平面图 PFVS问 

题提出时间复杂度为 ()( + )的 FPT算法，并给出了一 

个大小为 O(k。)的核。Bodlaender等利用局部简化技术，提 

出多条简化规则，得到了一个大小为 112k的线性核 [4 。 

(3)可简化流图上的FVS问题 

可简化流图(Reducible Flow Graph)的定义：对于一个有 

根节点的有向图G，如果从它的根出发，利用深度优先搜索所 

得到的有向无环图是唯一的，那么图G就是可简化流图。 

对于可简化流图上的 MFVS问题 ，Shamir给出了一个线 

性时间算 法l4 。而 Ramachandran对 于可简 化流 图上 的 
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MWFVS问题 ，给出了一个时间复杂度为 O(mr／。log(n ／m)) 

的多项式时间算法E47]。 

(4)弦图上的 FVS问题 

弦图(Chordal Graph)的定义：图 G是一个弦图，当且仅 

当图G中所有长度不小于 4的圈含有弦。 

对于弦图上的 MFVS问题 Yannakakis和 Gavril首次给 

出了一个多项式时间的算法l18_，而 Corneil和 Fonlupt将弦图 

上的 MFVS问题作为弦图上的团覆盖问题的特例，也给出了 

一 个相应的多项式时间算法[4 。 

(5)排列图上的 FVS问题 

排列图(Permutation Graph)的定义：给定数字 1，2，⋯，，z 

的一个排列 ，将此排列构造出无向图G[7c]一(V，E)，V是顶 

点集{1，2，⋯， }，E是边集 ：(i， )∈E当且仅当(i--j)(m一 

)<0。如果存在一个排列 ，使得图 G全等于 G[7【]，那么 

图G就是一个排列图。 

对于排列图上的 MWFVS问题 ，在 1987年 Brandstfidt 

和 Kratsch利 用动态规划技术给 出了一个时 间复 杂度为 

0( 。)的算法E 。在 1992年，Brandstgdt将结果改进为 O 

(，z 鬲)，其中 是排列图G的补图中边的数 目[s8。1994年， 

Daniel Liang利用动态规划技术提出了一个时间复杂度为 O 

( m)的算法[5 。 

(6)区间图上的 FVS问题 

区间图(Interval Graph)的定义：对于无向图G(V，E)，如 

果能使得顶点集合 与实轴上的区间集合 J形成如下的一 

一 对应关系：两顶点相邻当且仅当它们对应的区间的交集不 

为空，那么，图 G就是一个区间图。 

对于区间图上的 MFVS问题，Marathe等首次提出了一 

个多项式时间算法[5 。Lu和 Tang利用动态规划技术对区 

间图上的 MWFVS问题提出了一个时问复杂度为 O(n+m) 

的算法l5 ，而 Saha和 Pal给出了一个时间复杂度为 0( + 

rn)的区间图上的 MFVS问题的算法和一个时间复杂度为 0 

( ．／i )的区间图上的 MWFVS问题的多项式时间算法 

(C是图G中最长的路径长度)[ I。 

(7)无一AT图上的 FVS问题 

无一AT图(AT-free Graph)的定义：对于三个互不相邻的 

顶点，如果任意两点之间存在一条路径不经过第三个顶点的 

邻居节点，那么这三个点就形成了一个星状三元组(asteroidal 

triples，简称 AT)，一个不含 AT的图是 AT-flee图。 

对于 AT-free图上 的 MFVS问题，Kratsch给出了一个 

时间复杂度为 O(n m。)的多项式时间算法 E56]。 

(8)钻石图上的 FVS问题 

钻石图(Diamond Graph)上的定义：钻石图 D=(V，E)是 

一 个包含两个尖端 r和 (其中 r， ∈ )的带权图，且满足如 

下两个条件：(1)每一顶点 ∈v被一条 r与 之间的简单路 

径包含；(2)D一{ }是一棵树。 

对于钻石图上的 MWFVS问题 ，F．Carrabsl等利用动态 

规划技术得到了一个线性时间的算法l5 。Yen-Lian Chen等 

在文献E58]中研究了此问题的两个变种：并联双钻石图和串 

联双钻石图上的FVS问题，并给出了相应的线性时间算法。 

(9)凸二分图上的 FVS问题 

凸二分图(Convex Bipartite Graph)的定义：对于二分图 

G(A，B，E)，A和B是凸二分图的两个不相交的顶点集合，E 
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是边集，如果存在集合 A的一个全序使得：对于任意顶点 6∈ 

B，A中所有与顶点b相连的顶点形成一个区间，那么图 G就 

是一个凸二分罔。 

Liang和 Chang利用动态规划技术给出了凸二分图中 

MWFVS的时间复杂度为 O(1Al。+IAl IEI)的算法l5。]。 

(10)比较补图上的FVS问题 

比较补图(Cocomparability Graph)的定义：给定一个偏 

序(S，<)，构造一个无向图 G，使得 S中的各元素对应G 中 

各顶点，如果两个元素 和 在S中存在关系z< 或 <z， 

则在图G中与此两个元素对应的两个顶点 和 间存在一 

条边，这样构成的图 G为比较图，比较图 G的补图就为 比较 

补图 。 

C~org和 Rangan给出了时问复杂度为 O( )的比较补 

图中MWFVS问题的算法[6 。I．iang和 Chang利用动态规 

划技术，深入分析了此特殊图的结构特性 ，给出了一个时间复 

杂度为 O(n m)的改进算法[5 。 

6 FAS问题 

在无向图中反馈边集问题可以转化为找图的生成树(或 

生成森林)问题，不在生成树(或生成森林)中的边为无向图的 

反馈边集。而求一个图的生成树(或生成森林)的时间复杂度 

为 O(nlogn)l6 ，因此无 向 图巾反馈 边集 问题 可 以在 0 

(ntogn)时间内解决。 

对于一般有向图，Even等在文献[27]中提出了 FAS问 

题和 FVS问题相互转化的方法。由于 FAS问题转化为 FVS 

问题的时间是多项式的， 此有向图中的 FAS问题和有向图 

中的 FVS问题难度一样。以下介绍一般有向图中 FAS的研 

究现状以及备受关注的锦标赛图中FAS问题的研究现状。 

6．1 有向图中的FAS问题 

Leighton和 Rao给出有向图 MFAS问题的第一个近似 

算法，通过应用有向割集 (将图分成近似相同两部分的割集) 

的近似度为 ()(1ogn)的近似算法得到近似度为 ()(1og ，z)的 

近似算法 ]。Seymour随后进行了改进 ，提出了一个不带权 

有向图 FAS的近似度为 O(1ognloglogn)的近似算法[ ]。 

Even等将带权有 向图 FAS问题规约为有 向循环 网络 

(circular networks)中最小容量多路分割问题(minimum ca— 

pacity multicut)，提出了一个近似度为 O(1og l xI)的算法， 

其中 x是给定的顶点集合，从图中删除 FAS中边将使得图 

中没有圈与 X中点相交 E273。 

根据 Even等提出的将有向图 FAS问题转化为有向图 

FVS问题的方法，文献Esl中证 明了有 向图 PFVS问题是 

FPT问题，则有向图 PFAS问题也是 FPT问题。 

6．2 锦标赛图中的 FAS问题 

锦标赛图上的FAS问题是 NP难问题[6。 。Ailon等对 

锦标赛图上的 MFAS问题提出近似度为 3的随机近似算法。 

对于锦标赛图上的 MWFAS问题，当满足概率约束(对任意 

顶点对 “和 ， +‰ 一1)、满足三角不等约束(Wij≤Wd,+ 

Wk／)、满足概率和三角不等约束时能得到的近似度分别为5，3 

和 2的随机近似算法 。文献[66]对满足概率约束的锦标 

赛图的 MWFAS问题提 出近似度为 3的确定近似算法。 

Coppersmith对锦标赛图的 MFAS问题提出近似度为 5一￡ 

的确定性近似算法以及对边的权值满足概率约束的 MWFAS 



问题提出近似度为 5的近似算法[ 。 

有向图的 PFVS问题和 PFAS问题可以相互转化，而在 

锦标赛图中不能直接用 PFVS的算法来解决 PFAS问题。 

Raman等在文献[35]中证明锦标赛 网上 的 PFAS问题是 

FPT问题，并提出时间复杂度为O((c,／F7) lgn)的FPT算 

法。之后 Raman等在文献[38]中其对锦标赛图中边的权值至 

少是 1的 PW FAS问题提 出时间复杂度为0(2．415 ” )的 

FPT算法，其中” 为求矩阵乘积的时问。Dom等对锦标赛 

图的PFAS问题 提 出核 心化方 法，得到大 小为 O(k )的 

核 。 。 

对于二分锦标赛图的 FAS问题，文献[68]证明了此问题 

也是 NP-完全问题。Gupta对于二分锦标赛图中的MFAS问 

题提出了近似度都为 4的随机近似算法和确定性近似算法， 

并且也对多分锦标赛图上的 MFAS问题提出了一个近似度 

为 4的确定性近似算法[ I。Guo等证明了二分锦标赛图上 

的 PFAS问题是 NP一完全问题l6 。Dom等对二分锦标赛图 

上的 PFAS问题提 出了一个时间复杂度为 O(3．38 ，z )的 

FPT算法 。 

结束语 反馈集问题是一类重要的 NP_难问题 ，在很多 

领域有重要的应用。历年来对 FAS问题的研究相对较少，本 

文重点阐述 FVS问题的研究现状。从文中可以看出，之前研 

究较多的是 FVS问题的近似算法，而随着参数计算理论的产 

生，推动了 FVS问题的发展，使之成为近阶段的热点研究问 

题。近两三年来通过利用迭代压缩技术在无向图 FVS的参 

数算法上取得了很多不错的结果，而且通过应用迭代压缩技 

术并将 FVS问题转化为 Multicut问题证明了有向图中的 

PFVS问题是 FPT问题 ，这也是一个很大的突破。 

通过对反馈集问题相关算法的分析和比较，使人们对反 

馈集问题有了全面的理解。关于反馈集问题，尤其是 FVS问 

题，依然还有很多方面有待于我们进一步的研究，主要可从以 

下几个角度进行研究。 

(1)FVS问题的 FPT算法研究 

对于无向图，目前带权和不带权 FVS问题最好的 FPT 

算法均应用了迭代压缩和分支搜索技术 ，其时间复杂度为 0 

(5kkn )，能否应用其它技术对算法进行改进? 

对于不带权有向图，目前 PFVS问题的时间复杂度较大， 

能否提出时间复杂度为 。 的 FPT算法，c为常数?对于 

有向I莓I中的参数化带权 FVS问题，证明其是否是 FPT问题 

仍然是一个开放性难题 。 

(2)FVS问题的枚举 

最近参数理论中出现了固定参数可枚举这一新概念。所 

谓固定参数可枚举问题(fixed—parameter enumerability)就是 

能在时间复杂度 O(f(k)n”“ 。“ )内枚举出 z个最优结果的 

NP难优化问题[7 。目前已经证明带权无向图 FVS问题是 

FPT问题，能否提出一个带权无向图 FVS问题的固定参数枚 

举算法? 

文献E15]~够枚举出所有的极小 FVS，但是算法的时间 

复杂度为 ()(1．7548 )。如果引人参数，即枚举出所有 k大小 

的 FVS或枚举出所有小于惫的极小 FVS，问题的复杂度将会 

有多大? 

(3)FVS的核心化 

人们对无向图 FVS的核心化取得了很不错的结果 ，通过 

一 系列局部简化规则以及对图结构进行分析 ，对核大小不断 

地进行改进，目前最好的核大小是 O(k )，但是无向图FVS 

问题是否存在线性核还有待于进一步的研究。希望通过深入 

地分析 FVS问题的结构，挖掘出更多的简化规则，或利用其 

他的核心化方法，如“皇冠分解”，提出更好的核心化算法。 

有向图 FVS问题的核心化也是一个很值得研究的课题， 

能否得到多项式的核还是一个开放性难题。 

(4)特殊图中的反馈集问题 

根据特定的应用，对于特殊图上 FVS问题和 FAS问题 

的研究也很有意义。本文已经列举了很多特殊图上的 FVS 

问题和 FAS问题，可以对这些问题的算法做进一步的研究， 

提出更好的算法 ，或对由实际应用而转化成 的其它特殊的 

FVS问题和 FAS问题展开研究。 
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