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摘 要 给出一组带有两个形状参数的三次多项式基函数，它是三次DP基函数的扩展；分析该基函数的性质；基于 

该组函数定义了广义三次DP曲线，它不仅具有与DP曲线类似的性质，还可通过改变参数 或 使其具有形状可调 

性。当这两段曲线相拼接时，在满足一定的条件下，曲线可达到G2或 连续，从而为自由曲线设计提供了一种有效 

的方法。 
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Abstract A set of cubic polynomial function with two shape parameters was presented as an extension of cubic DP ba— 

sis functions．The properties of the new basis were analyzed．The generalized cubic DP curve with two shape parameters 

was defined using the new basis．The new curve not only retains many properties of cubic DP curve，hut also can adjust 

the shape by moderating shape parameters or“．Based on the some given condition，the two section curves can be G2 or 

C2一continuous between adjacent generalized cubic DP curves，which is useful for free curve and surface design． 
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1 引言 

在计算机辅助几何设计(CAGD)和计算机图形学(cG) 

中，自由曲线曲面往往由基函数与控制顶点的线性组合表示。 

如果在确定基函数的基础上确定了控制顶点，则相应的曲线 

曲面也就被确定下来，这方面非均匀有理B样条(NURBS)_1] 

发展比较成熟，但其存在权因子选取不便的局限性，使得在几 

何外形设计上，曲线曲面的形状调节就不够灵活。调节控制 

顶点或者设置适当的形状参数是解决曲线曲面形状不够灵活 

的有效方法。 

Barskyt ]在讨论一种称为 Beta样条曲线中提出了关于 

形状参数的概念。带形状参数的曲线大部分是在保留已有类 

型曲线优良性质的基础上发展起来的，并且可通过调整形状 

参数来调节曲线的形状。其得到了广泛的发展，例如 2003 

年，韩旭里、刘圣军提出的带一个形状参数的三次均匀 B样 

条曲线[。 ；2004年，王文涛、汪国昭提出的带形状参数的均匀 

B样条曲线_4 ；2011年，夏成林等提出的带多个形状参数的 

三次均匀 B样条曲线|5 等。 

曲线曲面设计的不断发展和完善，激发了学术界对构造 

新型曲线的研究。Delgado和Pefia在2003年提出了一种新 

型参数曲线C6,z3，被学术界称之为DP曲线。DP曲线在数值 

计算上具有稳定性，在算法上具有线性的计算复杂度，同时具 

有插值端点性质。2010年，Qian-qian HU等利用低次(三次 

和四次)有理DP曲线表示圆弧Ⅲ8j。2011年，陈杰和王国瑾在 

Delgado和Pefia的DP曲线的基础上引入了形状参数[ ，但 

在表示复杂形状的曲线时，高次曲线的稳定性通常不如低次 

曲线。而陈杰等并未对带参的低次 DP曲线及其拼接条件进 

行分析。为此，本文结合形状参数和DP基提出了另一种形 

式的广义三次 DP基及曲线，并在此基础上讨论了曲线两种 

度量连续的拼接条件。 

2 广义三次 DP曲线 

2．1 广义三次 DP基函数及其性质 

定义 1 对任意的 ∈[O，1]， ， ∈[一1，1]，称关于t的 

多项式 

fDo( )一(1--At)(1一￡)。 

IDl( )一 (1一 )(1+A--At) 

l D2( )= (1-t)(1+ ) 

lD3(￡)一(1一 + ) 

为带参数 ，／1的三次多项式基函数，简称广义三次DP基。 

根据式(1)所定义的基函数有很多与Bernstein基函数类 

似的性质。 
3 

1．规范性，即∑ ：1； 
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2．非负性，即当 ， ∈[一1，1]时，对任意的 tE EO，1]有 

(￡)>jO( 一0，1，2，3)； 

3．拟对称性，即当 = 时，Do(￡)一D3(1一 )，Dl( )一D2 

(1--t)； 

4．端点性质，即 

=  

，= 

5．对参数的单调性，即固定参数￡，D0( )和D3(￡)分别是 

， 的递减函数，而D ( )和D2( )分别是 ，／1的递增函数； 

6．积分等值性，即当 一 时，有： 

』Do( )d￡一』 ( )出=了1一丧 

』D1∽ =fDz( 一 +壶 
根据定义1可以得出，当 = 一1时， (t)( 一0，1，2，3) 

为三次DP曲线基函数。图1给出了形状参数 一 一O．5时 

对应的基函数图形。 

图 1 2=／．L=o．5基函数图形 

2．2 广义三次 DP曲线及其性质 

定义 2 给定 4个控制顶点 bi∈Rd( 一2，3，i一0，1，2， 

3)，对t6 E0，1]，定义曲线： 
3 

P( )=∑ D ( ) (2) 
一

0 

为广义三次DP曲线，式中D(￡)为广义三次DP基。 

根据定义 2可知，当 一 =1时，曲线 P( )退化成三次 

DP曲线；当 一 时，曲线P( )退化成单形状参数三次DP曲 

线 。广义三次 DP曲线有如下性质。 

1．端点性质。根据基函数的端点性质有： 

P(0)=bo，P(1)一 

P (O)=( +2)△60+Ab1 (3) 

P (1)=Vbz+( +2) 63 

(1)=(2 一2)vbl+(4 +2)Vb3 

(O)一一(4 +2)Ado+(2--2 ) 2 

式中，Abl( =0，1，2，3)向前差分， ( ：0，1，2，3)向后差 

分。 

该性质表明，广义三次DP曲线插值首末端点，切线为与 

端点相邻的两个控制顶点满足式(3)的线性组合。 

2．凸包性质。从广义三次DP基函数的性质(非负性和 

规范性)可知，n( )( =0，1，2，3)构成权函数。对于固定的 

，P( )即为各控制顶点 bl( 一0，1，2，3)的加权平均。从几何 

方面看，这意味着广义三次 DP曲线落在控制顶点的凸包内。 

3．对称性。当A一 时，如果颠倒广义DP曲线P( )的控 

制顶点 的次序，令 =b3一 ，( 一0，1，2，3)，则新的广义三 

次 DP曲线为： 
3 3 

P ( )一∑bl Di( )：∑ 一 D ( ) 
f一 0 z= o 

3 3 

= ∑ D3一 (￡)一P( )一∑ D (1--t) 
= o 2一 。 

一P(1一 ) 

即P ( )和P(￡)表示的是同一条曲线，但是经过参数变换 t 

一1一 ，会使曲线的方向与原来相反。 

4．几何不变性和仿射不变性。广义三次DP基满足规范 

性，对广义三次DP曲线进行仿射变换，即用线性变换L和平 

移变换s作用，得到新的曲线： 

P ( )一LP( )+S 

3 3 

一 L∑ D ( )+S∑ ( ) 
{一 0 2— 0 

3 3 

一 ∑LbiD ( )+∑S (￡) 
2—0 一 0 

3 

一 ∑(L +S)DI( ) 
i= 0 

3 

一 ∑ D ( ) 
i= 0 

对原广义三次DP曲线的控制顶点bl进行相同的仿射变 

换后得到新的控制顶点6 ( —O，1，2，3)对应的广义三次 DP 

曲线。这表明，广义三次DP曲线不依赖坐标系的选取，是几 

何不变的。 

5．变差缩减性(V．D．) 

证明：采用文献[10]提供的方法。首先证明基函数{D0 

( )，D ( )，Dz( )，D3(￡))在(0，1)上满足笛卡尔法则，即对任 

意一组常数列{n0，nl，a2，铂)，有： 
3 

Zeros(O，1){∑。 D{( )}≤ SA(ao，nl，n2，a3) (5) 
一

0 

3 

式中，Zeros(O，1){，( )}表示函数厂(￡)一∑Ⅱ D ( )在区间(0， 

1)上根的个数，SA( ，m，a ，∞)表示常数序列{a。，a1，a2， 

a。}的符号改变的次数。 

不妨设 a>0，SA(a0，al，a2，a3)的可能取值为 0，1，2，3。 

1)当 SA(a0，a1，a2，a3)一3时，则 ∞<0。另外一方面 ， 

_厂(￡)在区间(0，1)上是连续 函数，，(O)一。o，厂(1) a3。假设 

_厂( )区间(O，1)上有 4个根，则，(1)一∞>O，故产生矛盾，则 

式(5)成立。 

2)当SA(a。，m，a2，铂)一2或 1时，同理可证式(5)成立。 

3)当SA(a。 ，a2，a3)一0时，式(5)显然成立。故结论 

成立。 

下面证变差缩减性。令 L为通过点 m 和法向量为 的 

直线。 

如果 L和控制多边形<bo 616zb3>交于 ， + 之间的边 ， 

则 ， 十 一定位于L的两侧，即7z·( 一 )与 ·( 十 一 

m)符号相反。因此 

SA{ ·(bo—m)， ·(61一优)， ·(62一m)， ·(b3一 

m)}≤(bob b3)与L的交点个数 

另外一方面， 
3 

P(t)与 L交点的个数=Zeros(0,1){∑afDf(￡)(bl— ) 
一 0 

· } 

所以，根据基函数组的笛卡尔符号法则有： 
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P( )与L交点的个数≤SA{7"1·(bo— )， ·(61一优)， 

· (62一m)， ·(b3一m)} 

因此 ，结论得证。 

该性质表明了广义三次DP曲线比其控制多边形波动要 

小，也更光滑。 

6．保凸性。由于在平面上，任一直线与凸控制多变形最 

多为 2个交点，因此根据性质5可知，任一直线与曲线的交点 

个数最多也为 2个交点。 

3 广义三次 DP曲线的形状参数的几何意义 

曲线的每个形状参数可以是增大、减少或者固定不变，因 

此，可改变参数 ， 来调整曲线P( )的形状。 

(1)当固定 ，参数 逐渐增大(减少)时，曲线逐渐逼近 

(远离)控制顶点 。 

因为当固定 时，改变参数 影响到的基函数只能是D 

( )，D3(￡)，而 D2( )关于参数 的导数D ， 一t (1一 )>0， 

∈(O，1)，即D2(￡)是关于 的增函数。又根据曲线端点性质 

知：曲线总是经过末端点的。因此结论得证。图2(a)是参数 

A=O．5、参数 从下到上取值依次为一0．5，0，0．5，1的曲线 

图形 。 

(2)当固定 ，参数 逐渐增大(减少)时，曲线逐渐逼近 

(远离)控制顶点b 

(a) —o．5， -o．5，o，O．5，1 (b) — O．5， 一 - 0．5，O，0．5，1 

图 2 广义三次 DP曲线图形 

用上面的方法易得结论成立。如图 2(b)是参数 一0．5、 

参数 从下到上取值依次为～O．5，O，0．5，1的曲线图形。 

如果同时改变两个参数，则可更加灵活地改变曲线的形 

状。 

4 广义三次 DP曲线的拼接 

广义三次 DP曲线设计复杂 的自由曲线时，一段单一的 

曲线已不能满足外形设计的要求，因此，在实际的造型中，曲 

线的拼接是必不可少的。参数连续和几何连续是我们经常用 

到的两种连续的度量。 

3 

假设两条广义三次 DP曲线段分别为：P( )一∑biD ( )， 
2— 0 

3 

Q(t)一∑ D (t )(rE Eo，1])，其中bi，d ( 一0，1，2，3)分别 
t一 0 

为两曲线的控制顶点。 

由曲线的GO(Co)连续性有：b3一 。下面先讨论 G1(C1) 

连续性。 

根据曲线的端点性质，若两条广义三次DP曲线P( )，Q 

(￡)既满足位置连续，又在连接点处具有同向的切矢量，即： 

P (1)=删 (0)(m>0) (6) 
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由式(3)得： 

vbz+( +2) 一m[( +2)△ +△ 1] 

有 ： 

d2一 [( +2) 一( +1) 一 ]+( +2) 。一 

( +1)d1 (7) 

则两曲线拼接能达到G1连续。由式(7)知：必须先确定 d ， 

才能得到 dz点。我们通过选取一个角0的方法来确定d。d 

的方向，其中 为曲线Q( )在t=0点处的切线与d。d 的夹 

角，而且满足 0E(--90。，90。)，并规定边 dod 的长度为： 

Id。d1 l—l Q，(0)1．cosO= l P (1)I cos0 (8) 

式中，0E(--90。，90。)。 

如果给定 ，由式(8)确定顶点d ，从而由式(7)确定顶点 

dz，则两曲线段完成了Gl连续的拼接。当取m=1时，两曲 

线 P( )，Q( )之间的拼接达到了 C1连续。图 3是两段曲线 

G1拼接图。 

图 3 一-o．5， 一O．5， 一2的G1连续图形，直线 dom为后段 

曲线在端点处的切线， od 为直角。 

特别地，当 ： 一0，三次广义 DP基退化为：Do一(1一 

)。，Dl—D2一￡(1一 )，D3一t。，贝0曲线 Q( )为： 

Q(￡)： 0D0+( l+ 2)D1+d3D3 (9) 

求导得： 

(0)=2Ado+Ad1一 z+d1—2 

有： 

d2+d1一Q (O)+2d0 (10) 

由式(6)、式(9)和式(10)得 

Q( )一 Do+(mP (1)+2d0)D1+d3D3 

说明当两条广义三次DP曲线P( )，Q(￡)进行 Gl连续拼 

按时，若 一 一O，则曲线Q(t)的形状由控制顶点的首末端点 

确定。 

显然，对于式(9)，若曲线中间两控制顶点重合 ，则曲线退 

化成了二次 B~zier曲线。 

在实际应用中，曲线的G1，Cl连续往往不能充分满足实 

际的需要，因此，接下来讨论广义三次DP曲线G2，C2拼接的 

条件。 

(A)G2连续：如果 G1连续且在连接点处具有相同的曲 

率矢，则两曲线在公共点的曲率为： 

一 一 。 

由式(6)，再变形得： 

l (1)一 (o)l×P (1)一0 

所以，存在n使得： 

(1)一 (0)一aF-P (1)] 



 

： 

(0)= (1)一口P (1) 
m  

由式(3)、式(4)可得： 

一 (4A+2)Ado+(2--2／~)M z 

= 嘉[(2 一2)vb1+(4 +2) 63]--{2[vb2+ 
(／z+2)vb3] 

有： 

=  [L+(4 +2)Ado]+dz (11) 

其中： 

L=SE(2A一2)vb1 q-(4~q-2)vb3--G[-vbz+ 
( +2) 63] 

因此，由Gl连续性，确定d ，dz，再由式(11)确定控制顶 

点 ，从而完成了两曲线段 G2连续的拼接。图4是两段曲 

线 G2拼接 图。 

l ～～、 。 
。临—— 一 

一

z} 、／ 
一  【 z l ／／ 
6} ／ 

。 l 也 —— — —  — —  — —  —  

图4 一--0．5， 一O．5，m一2的 (≯连续的图形 

(B)C2连续 ：由Cl连续性且 (1)= (O)，即： 

(2 一2) 6l+( +2) 63=一( +2) +(2一 ) 

有： 

d3= [(2 一2)vb1+(4,u+2)vb3+(4 +2)△I ] 

+d2 (12) 

因此，由C1连续性，确定 d ，dz，再由式(12)确定控制顶 

点 ，从而完成了C2连续的两段曲线拼接。 

5 广义三次 DP曲线拼接的应用实例 

广义三次DP曲线之间的拼接条件，在实际的样条曲面 

造型中能得到有效的应用。下面给出了两个 G1连续花瓶旋 

转曲面造型的实例。 

图 5 一 一O．1时花瓶模型 图 6 花瓶模型 

旋转母线 

给定曲线 P1( )的 4个控制顶点 Po=(4，一10)，P = 

(12，-8)，P2一(13，-4)，P3一(4，0)以及常数m=2。利用本 

文提供的方法，当参数 ， 确定时，根据 Gl连续性条件，确定 

下一段曲线P2( )。图5为当 一 一0．1时，两相邻曲线 P 

(￡)和P ( )以G1连续拼接而成的花瓶旋转曲面的母线。图 

6是由图 5中曲线旋转生成的花瓶旋转曲面模型；图 7、图8 

分别是修改参数 =O．5， 一1所生成的花瓶旋转曲面的母线 

和用该母线旋转生成的花瓶模型。 

图7 2=0．5，／z=l时花瓶模型 

旋转母线 

-

10一l0 

图 8 花瓶模型 

结束语 广义三次 DP曲线是三次 DP曲线的推广。本 

文首先给出广义三次 DP基函数并分析其性质，然后讨论广 

义三次DP曲线的性质和两段广义三次DP曲线间 ，C2光 

滑拼接条件。特别地，当两形状参数 = =0，且中间两控制 

顶点重合时，曲线退化为二次 B6zier曲线；另外，当两参数 

a=p=l时，该新基函数就退化成三次DP基。曲线的分割也 

可大大增加曲线的灵活性和表达复杂曲线的能力，因而，广义 

三次DP曲线的分割算法将是一个值得研究的课题。 
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