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摘 要 考虑到实际决策问题中损失函数的不确定性特征，从贝叶斯理论出发，将模糊数损失函数引入决策粗糙集， 

提出模糊数决策粗糙集模型。首先，讨论在贝叶斯期望风险最小决策的语义下模糊数决策粗集理论基本模型的构建 

过程。其次，分析模糊数决策粗集理论的相关数学性质和准则。最后，通过一个企业信用评估问题来阐明模糊数决策 

粗糙集模型的应用过程。 
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Abstract By considering the uncertain character in practical decision procedure，the fuzzy loss functions were induced to 

decision-theoretic rough set theory(DTRS)based on the BayesianB decision theory．With respect to the minimum Baye- 

sian expected risk，a model of fuzzy decision-theoretic rough set theory(FDTRS)was built．The corresponding proposi— 

tions and criteria of fuzzy decision-theoretic rough set theory were also analyzed．An example of enterprise credit assess— 

ment was given to illuminate the proposed model in applications． 
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1 引言 

决策粗糙集(Decision-theoretic rough sets，DTRS)是上 

世纪 9O年代初由 Yao．YI Y．提出的一种重要的粗糙集模型， 

其最大特点是引入贝叶斯理论，利用损失函数来度量实际决 

策问题中的风险。它不仅考虑了概率粗糙集对模型容错能力 

和分类错误的刻画，而且讨论了在贝叶斯期望风险最小的决 

策语义下，两个阈值参数的自动获取过程。决策粗糙集的提 

出为粗糙集理论和决策理论的融合建立起一座桥梁。 

现有文献对于决策粗糙集的研究主要集中在模型、属性 

约简和应用 3个方面。在模型上，Abd E1-Monsef和 Kilany 

将基本模型中的等价关系扩展到了广义二元关系，提出了一 

种广义的决策粗糙集模型_1]。Herbert和Yao J．T_将代价损 

失函数的确定视为一个目标优化的博弈问题，提出了博弈论 

粗糙集模型[ 。Liu和 Li考虑到状态集是多分类的情形，提 

出了一种多分类决策粗糙集模型_6]。Li和Zhou根据决策者 

的不同风险偏好，给出了乐观决策、悲观决策与中性决策的多 

角度决策粗糙集模型【3]。Yang和Yao J．T．针对目前决策粗 

糙集模型集中于单代理的现状，提出了一个多代理的决策粗 

糙集模型[1 。Ma和Sun讨论了多论域下的决策粗糙集模 

型 9̈]。刘盾等考虑了损失函数为区间数时的区间值决策粗糙 

集模型_2 。在属性约简上，现有研究主要集中于“正域约简” 

和“决策风险最小化约简”两个方面。Yao．Y_Y．和Zhao从 

性质保留性和属性独立性两个方面给出了一种广义的约简定 

义，并利用区分矩阵，依次构造出了在决策粗糙集模型下保持 

决策属性不变和区域不变的属性约简_】 。李华雄等提出了 

一 种在决策粗糙集模型下至少保持正域不变的启发式约简算 

法L4]。贾修一和商琳提出了一种基于决策风险最小化的属性 

约简定义，它要求在约简后的属性集合上所做出的决策风险 

最小E22]。此外，决策粗糙集 已在医疗网络支持系统、邮件信 

息过滤系统、DLearning系统数据分析、文本聚类和分类、石 

油开采、政策制定等医学、信息、管理问题中得到了较好的应 

用 [7l2 。 

然而，在已有对决策粗糙集的研究中，大多都假定损失函 

数为精确值。在实际决策过程中，风险应具有一定的不确定 

性。心理学家 Mishra和 Shiv在研究中指出：与一个刚性的、 

精确的目标相比，人们往往更容易对头脑中勾勒的一个模糊 

的愿景保持积极性，并最终达成目标[1 。此外，利用模糊数来 
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代替精确值，在实际中也往往更容易获取。基于此，本文拟将 

模糊数损失函数引人决策粗糙集，提出一种模糊数决策粗糙集 

模型。本文首先简要介绍相关粗糙集基本理论和研究背景；其 

次讨论模糊数决策粗集理论基本模型的构建过程，并介绍其相 

关语义和性质；最后针对企业信用评估问题给出一个模型的具 

体应用。 

2 粗糙集理论相关基本概念 

在本节中，主要简要介绍粗糙集理论及其扩展模型的基 

本概念和定义，以及模糊数的定义和运算法则[II 14,gO]。 

定义 1 假设 U是一个有限的非空子集，R U×U为论 

域u上的等价关系。记n 一(u，R)为一粗糙近似空间，U 

可以通过该等价关系R划分成互不相交的子集，形成论域U 

上的一个划分U／R={[ z] Iz∈U}。对 x∈U，其上下近似 

可定义为：apr(X)一{xEUl[ ] x}，apr(X)一{z∈UI[z] 

nX≠0}。上下近似将论域分为正域 PGI5(X)、边界域 BND 

(x)和负域NEG(x)，其定义分别为： 

POS(X)一 (X)； 

BND(X)=apr(X)一npr(X) (1) 

NEG(X)一U一口 r(X) 

Yao进一步提出了三枝决策的概念：从正域里获取的正 

规则用来表示接受某事物；从负域里获取的负规则用来表示 

拒绝某事物；落在边界域上的规则表示需要进一步观察，即： 

延迟决策。三枝决策思想的提出丰富了决策粗糙集在实际问 

题中的应用背景[5,8,18,19]。 

定义2 假设 S一(u，A，V，．厂)是一个信息表，对x U， 

令O≤ <a≤l，则(a， 一上下近似集可定义为： 

apr( (x)：{x6Ul Pr(X【[z])≥a) 
— —  

(2) 

apr(。． (X)：{xEUI Pr(Xl[z])> } 

其中，Pr(X1 Ex1)一l Exl n XI／l[ ]l表示分类的条件概率 

(也称为粗糙隶属函数)，1．1表示集合中元素的基数。同样 

地，(a， 一上下近似集将论域分为 3个部分：POS( ( )、 

BND( (x)和NEG( (x)，其定义分别为： 

POS( (x)一{z∈Ul Pr(xl[ ])≥口} 

BND( (x)一{xCUlfl<Pr(Xi ])<口} (3) 

NEG( (x)一{x6UlPr(Xl E~-I)≤ 

定义3 论域X到[0，1]闭区间上的任意映射 

：X [O，1l 
(4) 

0 

确定X上的一个模糊数 ， 称为 的隶属函数， ( )称为 

．z对A 的隶属度，记为： 

A一{(z，m ( ))Iz∈X) (5) 

定义4 设 ∈F(x)，V ∈Eo，1]，称： 

A 一{Xlz∈X， ( )≥ (6) 

为A的矿截集。特别地，称A ={ l z∈X， ( )>叩}为A 

的强一截集。 

假设 和 为两个模糊数，记 (硝)，脚( )和 

(砖)， ( )分别表示模糊数 ， 的r／-截集的左端点和右 

端点，脚 ( )一脚 ( )， ( )一 ( )。则模糊数四则 

运算的具体表达式如下： 

(1)模糊加法：胁 (+) 一[ ( )+ (砖)， ( ) 
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+ ( )]。 

(2)模糊减法： (一) 一[ (峭)一 ( )， ( ) 
一  ( )]。 

(3)模糊乘法： (×) 一[ (峭)× (砖)， ( ) 
× ( ) 。 

(4)模糊除法： (÷) 一[脚(11,／L )÷ ( )， ( ) 

÷ (瞄)]且 (硝)， (瞄)>o。 

3 模糊数决策粗糙集模型 

决策粗糙集模型的基本思想来源于贝叶斯决策理论_l1 。 

其基本模型为：假设s=(U，A，V， 是一个信息表，Q一{W ， 

毗 ，⋯， }为 m个有限的状态集，A={n ，nz，⋯⋯a}为 个 

有限的行动集。Pr(w~l )表示32在状态W：下的条件概率。 

令X(a 1 w1)为在状态 Wi下采取行动a 的损失或代价。对于 

某元素 ，如果采取行动a，，其期望损失为： 

R(ai lz)一E (n，1wi)Pr( 【z) (7) 

一 般地，对于给定的描述X，令 r(z)为一个决策规则，它 

是描述空间到A的一个函数，r(z)∈A。令 是在给定一个 

决策规则r下的总体期望风险，它可表示为： 
一 ∑R(r(z)1z)Pr(x) (8) 

∈U 

式中，Pr(x)为 的先验概率，R(r( )Jz)则为采取不同行动 

时z的条件风险。按照贝叶斯决策过程，需要选取使得总体 

期望风险 达到最小的决策行为作为最佳行动方案。如果 

有多个决策使得 研达到最小，则根据实际情况选择其中之 

一

0 

模糊数决策粗糙集模型由2个状态集和3个行动集来描 

述决策过程。状态集 Q一{x，一X}分别表示某事件属于 x 

和不属于X，行动集 A一{a ，ne，a }分别表示接受某事件、延 

迟决策和拒绝某事件 3种行动。考虑到损失函数具有一定的 

模糊性，给定一个隶属度 叩， ∈Eo，1]，记 ， ， 分别表 

示当z属于 X时采取行动n ，“e和a 下的损失；同样地，记 

， ， 分别表示当 不属于x时采取行动a P，咖和a 

下的损失。此外，记·· 和·· 分别表示模糊损失函数 ．在 

矿截集下的左右端点。不同状态下对应的不同行动的损失函 

数如表 l所列。 

表 1 不同状态对应不同行动的损失函数 

进一步地，·· 代表各损失函数 的下界，它表示风险偏 

好者对风险的衡量，这类人对风险采取乐观态度，他们往往低 

估损失函数值；·· 代表各损失函数的上界，它可以表示风险 

厌恶者对风险的衡量，这类人对风险采取悲观态度，他们往往 

高估损失函数值。 

基于上述分析，由式(7)可知，对 Vz∈U，风险偏好者和 

风险厌恶者采取a ，ne和n 3种行动下的期望损失可表示 

为式(9)和式(10)。 

风险偏好者采取不同行动的期望损失： 

R(a l[z])=PP Pr(Xl[1z])+PN Pr(— xl[z]) 

R(aB l[ ])=BP~Pr(Xl[1z])+BN Pr(— xl[z]) (9) 



 

R(aw l[ ])一NP；Pr(Xl[z])+NN Pr(一xl[z]) 

风险厌恶者采取不同行动的期望损失： 

R(a l[z])一PP Pr(Xl[ ])+PN Pr(—-7xI[z]) 

R(ae I[z])一BP Pr(XI[-z])+BN Pr(— xj[z])(10) 

R(a l[ )一N Pr(X1[-z])+N』、 Pr(一x1[ ) 

根据贝叶斯决策准则，需要选择期望损失最小的行动集 

作为最佳行动方案，于是可得到如下 3条决策规则(P)一 

(N)： 

(P)：若R(a l[ ])≤R(“e l[ ])和R(a l[ ])≤R(口w l 

[z])同时成立，则 xC-POS(X)； 

(B)：若R(a I[ ])≤R(口 l[ ])和R(ae I[ ])≤R(a l 

[．z])同时成立，则x(-B～D(x)； 

(N)：若R(a l[z])≤尺(n [z])和R(a l[z])~R(aB I 

[ ])同时成立，则xC-BEG(x)。 

对于风险偏好者，一个合理的假设为：0≤P <B < 

NPL ，o≤NN <BNI<PN ；对于风险厌恶者，一个合理的 

假设为：0≤PP <BN<NP ，o≤N <BN <P 。上 
述两个假设表示接受正确事物的损失不大于延迟接受正确事 

物的损失，且这两者都小于拒绝正确事物的损失；同样地，拒 

绝错误事物的损失不大于延迟拒绝错误事物的损失，且这两 

者都小于接受错误事物的损失。根据Pr(xI[ ])4-Pr(一xl 

[z])一1可知，规则只与概率 Pr(xI I-x])和相关的损失函数 

有关。由此，分别计算风险偏好者和风险厌恶者 3个阈值参 

数的值，如表 2所列。 

表2 风险偏好者和风险厌恶者3个阈值参数取值表 

由规则(B)可知： > 和 > ，则黼L L< 
L L

BNL ，糕 <黼 。此外，由不等式 一NN ’P 一B 、B 一N “ 
鲁> 鲁>a c> c (n，6，c， >o)，我们有：F曼i -g n C n —广 —D』V 
<、< PN

N

P

；
)

一

--

N

PP

N
~；"、_ NP —BP BP BNL—NN PN B < N a

一

--

瓣e~< 

百N
N
N 

一

--

』＼『
B ~

。 因而，o≤ < <a ≤1和 o≤ <y2< ≤1。 

这样，决策规则(P)，(B)，(N)可重写为： 

对于风险偏好者，其决策准则为： 

(P1)：如果 Pr(Xl[ ])≥m，贝0 xC-P()S(X) 

(B1)：如果fl~<Pr(Xl[z])< 1，则z∈BND(X) 

(N1)：如果Pr(Xj[z])≤向，则xENEG(X)。 

对于风险厌恶者，其决策准则为： 

(P2)：如果Pr(Xl[z])≥口2，贝0 xEPOS(X)； 

(B2)：如果 <Pr(X1[ )<a2，则z∈BND(X)； 

(N2)：如果 Pr(Xl[z])≤ ，则zENEG(X)。 

特 地，当 P 一P ，B =B ，N 一N ，PN — 

P ，BM —B ，NNL—N 时．决策规则(P1)一(N1)与 

(P2)一(N2)等价，模糊数决策粗糙集退化为 Yao提出的决策 

粗糙集。 

针对模糊数决策粗糙集模型，这里考虑一种实际决策语 

义性 ： 

O~PPL≤P ≤B ≤B <NP孑≤N ⋯、 

o≤N ≤M  ≤B ≤B <P ≤P 

式(11)表示模糊损失函数 的左端点不小于 的右 

端点； )lJP的左端点大于 的右端点；同样地，模糊损失函数 

的左端点不小于 的右端点； 的左端点大于 的右 

端点。 

基于决策粗糙集模型和模糊数的四则运算，给出两个定 

理来确定a和口的区间上下确界。 

定理 1 在满足式(11)条件的情况下，阈值 a的取值范 

丽  

‘ (

B
P N~

)

--

+
BN[')(BP~- ，1)]。 、 PN —B )十 一P )” 。 

证明：根据现有的决策粗糙集模型推导条件易得，PN 

BN>O，BP—PP≥O，a一 (PJ＼，一BN) 
—PP—)。再由式 (PN— BN +(BP 

(11)7得，PN —BN ≤PN—BN≤PN 一BN ，BP 一PP 

≤BP～PP≤B 一ppL。因此(P —B )+(BP 一 

PP )≤(PN—B』＼『)+(BP—PP)≤(PN 一B )+(BP 一 

P )。 由 此 可 得， (
B

p

N

N L

)

--

+

B

(B
N ~)．二二 ≤ 

(PN—BN、 两 ≤—(V—Ni (PN—BN)+(BP 二旦 
B )4-(BP)--p )。 

Y-NN O'l ∈[ 蔫尚 ， 
min( ， )]成立。得证。 

定理 2 在满足式(11)条件的情况下，阈值 的取值范 

围 为： J9 ∈ ， 

r !旦 二巡  1、] 
(BNj—NN )+(NP；--BP ) 。 

证明：根据决策粗糙集模型推导条件易得，BN—NN> 

O，NP—BP>O，因此， 二 (B N -- N N两) 
。 其他证 

明过程同定理 1，这里省略。 

由定理 1和定理 2，显然有： 

al，a2 E[乱，∞]一[ 

! =旦 
BN )+(BP； 

(PN --BNt~) ． 弼 ’珊“ 

，fl~E EA枷 一 

( 二 (

N

B

N
N ~
)

--

+

N

(N

N

P

)) 
，1)] (12) (B 

一

NN )+(NP；一BP ) 

式(12)表明了风险偏好者和风险厌恶者的决策准则只是 

模糊数决策粗糙集的一个特例。 

4 案例分析 

下面利用企业信用评估的例子来阐明模糊数决策粗糙集 
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的应用过程。对企业进行信用评估，一方面有利于资本市场 

的公平、公正和诚信，有助企业防范商业风险，为现代企业制 

度的建设提供良好条件；另一方面，也是商业银行确定贷款风 

险程度的依据和信贷资产风险管理的基础。它通过对企业信 

用记录、经营水平、外部环境、财务状况、发展前景以及可能出 

现的各种风险等进行客观、科学、公正的分析研究，就其信用 

做出综合评定。文献E21]详细地讨论了新兴技术企业信用风 

险识别问题 ，总结出 4类财务方面指标和 1类非财务方面指 

标。其中，4类财务方面指标依次反映出企业的偿债能力、盈 

利能力、经营能力和发展前景。而 1类非财务方面指标则反 

映出企业的创新能力。 

根据模糊数决策粗糙集的思想，企业信用评估问题利用 

2个状态集和 3个行动集来描述决策过程。状态集 Q一{x， 

一 x}分别表示企业信用可靠和企业信用不可靠两种状态；行 

动集A一{a ，a ，“ }分别表示判定企业信用可靠、延迟判定 

和判定企业信用不可靠 3种行动。接着，专家利用企业信用 

评定指标对各个企业进行仔细评估，综合给出参与评定的企 

业的损失函数。考虑到专家思维模糊性和评估过程中的不确 

定性情况，最终各损失函数是由模糊数来表示。对于各模糊 

数，考虑到简单多数原则，这里对所有损失函数模糊数取截集 

叩=0．5。令 PP—EPPL，P'P ]， BP一[BP ，BP ]， NP一 

[N ，NP ]分别表示在隶属度 叩下，当企业信用可靠时采取 

行动“ ，n 和“ 下的损失； P~一EPN ，P ]， BⅣ一[B哪 ， 

BN ]， 一[N ，NN ]分别表示在隶属度 叩下，当企业信 

用不可靠时采取行动a ，“e和aw下的损失。表 3给出了6 

家企业的模糊损失函数左右端点的情况，其数值是综合相关 

专家意见得到的结果。 

表 3 6家企业的综合评估损失情况 

通过表2、表3以及式(12)，计算得到 6家企业相应的a 

和口值，结果如表 4所列。 

表4 6家企业的相关阈值计算结果 

表 4详细地列出了每一个企业在风险偏好者决策准则、 

风险厌恶者决策准则下，a，口和)，的取值情况；并给出了a和 

的阈值下界和阈值上界，可以看到， ，az∈[乱，叫]，／31， ∈ 

[ ， ]。根据模糊数决策粗糙集中的决策规则，在决策判定 

过程中需比较条件概率Pr(X1 0 )与0／和口值的大小。条件概 

率 Pr(x 0 )表示企业属于信用可靠的概率，计算通常会根据 

先验信息来确定，其具体计算过程可参见文献[18]。这里，为 

了方便起见，表 5给出了条件概率Pr(Xl 0 )从0到 1，步长为 

0．1时，在(a ， )、(口2， )、(aL， )和(鲫， )4种情况下，根 

据决策准则(P)一(N)，评定为信用可靠的企业的结果，如表5 

所列。 

表 5 条件概率变化下各企业信用可靠性决策表 

表5给出了4种特殊情况下条件概率取不同数值时信用 
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可靠企业的变动情况。从表5可知，随着Pr(010 )的增大，判 

为信用可靠的企业数量也随之增多。可以看出，考虑阈值下 

界情形下，所做出的决策要求最为宽松；在考虑阈值上界形 

下，所做出的决策要求最为严格；而风险偏好和风险厌恶两种 

情况下的决策结果都处于两者之间。通过本节的分析可以看 

出，模糊数粗糙集理论能够简单、直观地描述实际决策问题， 

并有效地辅助决策者作出合理的决策。 

结束语 本文从决策粗糙集出发，利用模糊数设定损失 

函数，提出一种模糊数决策粗糙集模型来处理具有模糊特征 

的损失函数问题。首先，模糊损失函数的左右端点分别对应 

了相关乐观主义和悲观主义的决策准则。其次，从数学上，经 

典决策粗糙集模型可看作是模糊数决策粗糙集模型的一个特 

例，并给出了模糊数决策粗糙集下阈值参数 和 的上下确 

界。最后，通过一个企业信用评估的案例来说明模型的可行 

性。在后续的研究中，我们将着重讨论其他不确定性条件下 

相应的扩展决策粗糙集模型的建立；此外，其他模糊情形，如 

区间模糊集、模糊区间集、直觉模糊集情形下的决策粗糙集的 

理论和方法的研究，也将逐步展开。 
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