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多处理器任务调度算法 TDS的建模与验证 
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摘 要 在 多处理器系统中，一个应用所要完成的任务可以分配给同一个处理器处理，也可以分配给多个处理器处 

理，所以传统的测试方法难以满足多处理器任务调度算法的验证。在此，提出一个基于扩展 Btichi自动机的形式化模 

型，并用该模型来描述多处理器任务调度算法TDS(TaskDuplication based Scheduling)；用线性时序逻辑描述出算法 

TDS期望的一些性质；最后在该模型上验证 了这些性质。该方法有效地克服 了传统测试的局限性 ，保证 了多处理器 

任务调度的可靠性。 
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M odeling and Verifying Scheduling Algorithm TDS for M ultiprocessor Systems 
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Abstract In multiprocessor systems，the tasks which need to be completed by an application can be distributed onto the 

same processor or a group of processors．Therefore，software testing is unable to verify the reliability of multiprocessor 

scheduling algorithms．Thus a formal mode1 based on extended Bachi automata which iS used to describe the TDS(Task 

Duplication based Scheduling)algorithm was presented．The expected properties of the algorithm  were described by li- 

near temporal logic formulas and verified on the above mode1．This method overcomes the limitations of software testing 

and can be used to check the reliability of the multiprocessor task scheduling TDS． 
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1 引言 

随着科技的发展，目前多处理器已应用到我们的计算机 

中，特别是已广泛应用于服务器领域，而多处理器的任务调度 

问题是影响系统性能的关键问题。多处理器任务调度的目标 

是：按照某种策略将每个任务合理分配到各个处理器上并行 

有序地执行，以减少并行运行任务问的通信开销和等待时间， 

使任务的执行时间最短。已经证明，基于任务复制的调度算 

法比无任务复制调度算法具有更好的性能。TDS算法就是 

典型的任务复制算法。 

由于多处理器上任务之间的执行已经实现了真正意义上 

的并发 ，因此传统测试方法很难满足多处理器任务调度验证 

的需要。与测试不同，形式化验证采用数学的方法，在对软件 

系统进行规约的基础上分析系统是否具有所期望的性质 ，这 

种方法已成为最有希望解决多处理器任务调度验证的途径。 

常见的形式化验证方法主要有两种：定理证明和模型检测。 

定理证明是系统及其特性以某种数学逻辑公式表示的技 

术 ，它实质上是从系统公理中寻找特性证明的过程。定理证 

明具有强大的逻辑表达能力，可直接处理无限的状态空间，但 

它不适合做时态方面的推理且 自动化程度低 ；模型检测是一 

种基于有限模型并检测该模型的期望性质的一种技术，它的 

实质就是在状态空间中蛮力搜索，模型的有限性确保 了搜索 

可以终止。模型检测的优点在于：自动化程度高，当系统不具 

备所期望的性质时，能给出相应的反例路径，其缺点是状态爆 

炸的问题。 

本文为多处理器调度算法 TDS建立了一个数学模型，即 

多处理器环境下有序任务处理自动机；使用线性时序逻辑来 

描述算法所期望的性质，将自动机模型转换成 Kripke结构并 

应用不动点理论进行验证；还结合具体的实例展示了基于 自 

动机和线性时序逻辑的模型检测方法在验证多处理器任务调 

度算法上的有效性。 

2 TDS算法介绍l1] 

TDS算法的输入是 DAG图(有序任务图)，输出是任务 
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簇 ，其算法的主要思想是：将 DAG图中join结点与其友好前 

驱结点分配到同一处理器，以降低并行执行时间。 

(1)DAG图 

将一批有序任务用 DAG图表示，它是 TDS算法的输入 ， 

即 G一( ，E，W ，C)，这里 ： 

一  【n4是有序任务，i一1，2，3，⋯， ， —lVl表示任 

务的数目}； 

E一{ef．J 表示任务 到 J的边}； 

w={WilWi表示任务 的计算时间开销，i=1，2，3， 

⋯ }； 

C一{C 表示任务 到 的通信时间开销}； 

pred(n )一Ul ej， EE}，succ(~)={Jl el， EE}； 

如果 7"t 没有前驱任务，则 n／为开始任务，如果 n／没有后 

继任务，则 为结束任务。 

不失一般性 ，假定 DAG图仅有一个开始任务和一个结 

束任务。 

(2)算法调度所需参数的说明 

ES7、一{est I est 表示第i个任务的最早可能开始时间)， 

est(i)一l if pred(i)= ， 

est(i)=rain{ max {ect(j)，ect(k)+ ．。)} 
∈ pred“ ),kE pred(z)， ≠  

if pred(i)：≠ ； 

ECT={ect 1 ect 表示第i个任务的最早可能结束时间}， 

ect(i)=est(i)+砌( )； 

FPRED={
．  

I fpred 表示第i个任务的友好前驱 

任务对应的任务序号}， 

V ∈pred(i)，kEpred(i)，忌≠ ，fpred(i)一忌l(ect(j)+ 

C )≤(ect(k)+ ．{)； 

LAcr一(1act f lacti表示第i个任务的最晚可能结束时 

间}，lact(i)一ect( )if SRgC( )= ，否 贝0 lact( )=min 

{
，∈～ ( 

(1a ( )一Ci,j)
． E succ(i=~fpred(j) suet(i ) fpred(j)

( ( )))； 
，∈ “ (z)， ． ， — ) 

LAST一{last l last 表示第 i个任务 的最晚开始时间)， 

last(i)=lact(i)～训( )； 

LEVEL={level llevel 表示第i个任务到结束任务的最 

大长度}， 

level(i)一叫( )讧succ(i)一 ，level(i)： max(1evel(忌)) 

+叫( )if succ(i)≠ 。 

(3)基于(2)计算出来的参数将任务分簇 

输入：DAG(v，e，r，c )，queue：按 level值的升序存放了所有的任务， 

以及 pred(i)：任务 i的前驱任务集合t最后还有 succ(i)：任务 i 

的后继任务集合； 

输出：任务簇，具体的分簇方法请看下面的伪码 

x—queue中的第一个元素； 

=1；／*处理器标号从 1开始 *／ 

将 X分配给 pj； 

While(不是所有的任务已分配了处理器){ 

y—fpred(x)； 

if(已经将 Y分配到另外的处理器处理){ 

if((1ast(x)一lact(y))~=c⋯)then／ Y对于 x来说不是关 

键 的 *／ 

· 3O2 · 

y—x的另一个还没有分配给处理器的前驱任务 

else对于x的另一前驱任务 z，z≠y； 

if((ect(y)+c⋯)一(ect(z)-~-c )并且 z还没有分配给任何的 

处理器)，then y=z 

endif 

endif 

} 

endif 

将 y分配给 P；；x—y； 

if(x是开始任务) 

将x分配给 pj；x—queue中还没有被分配处理器的下一个任务； 

j++；将 x分配给P ； 

endif) 

3 多处理器调度算法 TDS的模型 

3．1 TI)S算法的模型 

定义 1 TDS算法对应的自动机 A为一个九元组 A一 

(A尸，L，N，Q， 。， ，F，G， )，其中： 

(1)AP={ ，nz，⋯， }为任务的集合 ，表示一段时间里 

要处理的一些有序任务 ； 

(2)赋值集 L一{0，P，训，r，1}，0表示任务未就绪，e表示 

任务正在与前驱任务通信 ，w表示任务与自己某个前驱任务 

通信结束后空闲等待，r表示任务正在被计算；1表示任务处 

理结束； 

(3)Q是有限状态集合，QcLAP，即AP到 L的部分映 

射。V s∈Q，埔EAP，lzEL， ti表示第 个任务 z的值为z z， 

记 F 且 + +量+⋯+ 
，为了方便表示，再记 厶为 

n l 礼 2 n3 ‘ 

(4)N为 自然数的集合，表示系统时间(为 r方便，这里 

使用的是相对时间)； 

(5) ∈Q为初始状态，№一 + + +⋯ o 
，表示没 

有～个任务就绪 

(6) Q为接收状态集，Y sEF，s一 +去+去+⋯ 

+去，表示所有任务处理结束 
(7)将一组有序任务表示为一个有向无环图(DAG)，G 

参考第 2节中的(1)； 

(8)任务系统的每个任务分配到处理器之后，分配时序 

情况可以用一个多元组来表示为 

一 (P，EST，ECT，FPRED，LACT，LAST，LEVEL， 

T，STIM 

其中： 

P一{P l 表示第 i个处理器，i=1，2，3，⋯，m，m为处 

理器数目)； 

EST，ECT，FPRED，LACT，LAST，LEVEL的表达式参 

考第 2节中的(2)； 

T一{t 对应的值表示分配到处理器 P 的第 个任 

务对应 的任务序 号 }，t(i)( )一f(P，FPRED，LEVEL， 



LAST，LACT，ECT，EST，C)。 

具体的任务分簇方法参见文献[1]，需要说明的是文献 

Eli中只做了如何把任务分配给每个处理器，所以这里在做的 

时候只需要同时记录每个任务是处理器上的第几个任务即 

可 ； 

STIME={stime l stime~表示第 i个任务开始被计算的 

时刻) 

1)如果当前任务 i是处理器的第一个任务 ，为 了处理方 

便，默认在时刻 1开始运行； 

2)如果当前任务 i不是处理器的第一个任务，则 VJE 

pred(i)，且 和i不在同一个处理器上计算，而且 k，k是 i 

在同一处理器上的前驱任务，则 

stime(i)=max{max(stime(j)+叫( )+q， )，(stime(k)+ 

叫(忌))} 

(9)任务处理函数为映射 艿：Q×N—Q，系统时间为 t时， 

有 8(s，￡)一 ，其中qi E S ，qi E S则 ： 

1) 一 ，当 V 一O且 ≠1时，如果 Yj∈pred(i)．rain 

(stime(j)+叫( ))≤￡，这里 ，J在不同的处理器上，或当 j 

一  时，如果 j kEpred(i)，尼≠ ，S．t．stime(k)+硼(忌)≤t，i，k 

在不同的处理器上； 

2) 一叫，当 一P，且(j k， ∈pred(i)，且是≠ ，stime 

( )+W( )+q， ≤ ≤stime(k)+叫(走))，i， ，忌分别在 3个不 

同的处理器上，或者 i，k在同一处理器上， 在另一处理器上； 

3) 一r，当 qx=O，或当 =P，s．t．stime( )≤t~stime 

( )+ ( )，或当 ] 一训并存在这样的情况：Vj∈pred(i) 

stime(j)+ ( )+0． < ，i， 在不同的处理器上 ，且 k∈ 

pred(i)，k=／=j，stime(k)+叫(走)≤f，i， 在同一处理器上； 

4)ql 一1，当V 一r，s．t．stime(i)4-叫( )≤￡； 

5) ，一旦 +—o_+旦 +⋯旦
，当 ： + + +⋯+ 

，z1 2 n 3 l n 2 n3 

1 

，且V ql，stime(i)-+-w(i)<t时； 

6)否贝0， 一 。 

3．2 TDS算法的模型所具有的性质 

(1)根据这个计算模型可以看出这个扩展的 Bi~chi自动 

机是确定性的。输入的字符是系统时间 N，只有一个初始状 

态 且I8(s，r)I：1，其中SOEQ，rEN。所以，TDS算法模型 

是一个扩展确定性 Biichi自动机(EDBA)。 

(2)可以看出，从 s。开始经过状态转移到可接收状态 s的 

状态序列是可以被此EDBA所接收的，所有满足上述条件的 

状态序列的集合就构成了此 EDBA所接收的语言。其中， 

一 旦 +旦 +旦 +⋯旦 ， 一 + + +⋯+ 。 一一 十一 十一 十⋯一 ，s一一 十一 十一 十⋯1_一 。 
1 规2 n3 72口 nl 2 n3 n 

(3)EDBA的AP，L，G， 虽然决定了模型状态的个数 

(状态的数量是有限的)，但不会影响 EDBA的性质。所以， 

EDBA仍是一类确定性 Biichi自动机，所有确定性 Bt~chi自动 

机的理论同样适用于 EDBA。 

3．3 实例 

例 1 下面图 l中，圆圈中的 ( 一1，2，3，⋯，lO)表示任 

务的结点编号，圆圈旁的数字表示任务的计算时间，带箭头线 

上的数字表示两个任务问的通信时间。 

图 1 有序任务的DAG图 

任务的时序处理器分配情况如表 1所列。 

表 1 任务分配及开始和完成时间表 

说明：t 表示任务 9被分配到了第 1个处理器的第 4个 

任务，其他的以此类推。 

处理任务 m，Yl2，⋯， 的状态转移图如图 2所示，箭头 

中间数字就是系统的相对时间。 

图 2 状态转移图 

3．4 性质描述 指一个系统模型中坏的事情一定不会发生，可用线性时序逻 

我们要验证的是 TDS算法的安全性和活性。安全性是 辑表示为口一( )，这里的 P描述一件坏事情。活性则是指 
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在一个系统中好的事情一定能发生，可用时序逻辑表示成 

◇g，g表示好的事情。判定TI 算法是否合理有效，可以参 

考以下性质是否能被满足： 

(1)如果一个任务的前驱任务没有处理完，那么它不能 

开始进行计算(安全性)。 

LTL描述如下：V ∈pred(i)．口一(一1 ̂ r1)，i， 是任 

务序号。 

(2)对于一批有序任务，其中每一个任务都是可以处理 

结束的(活性)。 

LTL描述如下：Vi，◇1 ， =1，2，3⋯是任务的序号。 

4 对自动机模型进行模型检测 

4．1 扩展 Biichi自动机对应的Krlpke结构 

定义 2 一个扩展 Bt~chi自动机对应一个 Kripke结构 K 

=(AP，S椭 ，R，L )，其中： 

AP是一批有序任务的集合，AP={ ， z，⋯， )； 

S足有限状态的集合 ，s—Q； 

5。ES是初始状态； 

R S×S是状态转移关系，这里要求 R是一个全关系， 

即V sES， s ES，使得(s，s )ER； 

：S一2AP为状态标识函数，V sES， 

L ( )一 

Ⅱ1 

a2， 

a 3． 

“ 4． 

a5． 

“1_ 表示第i个任务在该状态取值为“0”时的真值(o I 1)； 

n。． 表示第i个任务在该状态取值为“e”时的真值(O l 1)； 

“。， 表示第i个任务在该状态取值为“ ’时的真值(0 l 1)； 

表示第i个任务在该状态取值为“，’时的真值(0 1 1)； 

：表示第i个任务在该状态取值为“1”时的真值(o I 1)。 

根据定义 2可以将定义 1描述的扩展 B~chi自动机模型 

抽象成 Kripke结构。对于定义 2中的L 的定义，V ES计 

算L ( )，这样可把多值向量(o，e，训，r，1)编码成二值(o，1) 

矩阵。可以看出定义 l与定义 2所定义的状态空间相同且状 

态转移一一对应。 

4．2 用不动点进行模型检测 

由于口一_厂=一◇_厂，要验证模型能够满足性质口一_厂，就 

可以转换成验证模型不能满足◇，。又◇-厂=A[n U力，所 

以要验证的公式如下。 

性质 1(安全性的否定式) ◇-厂1=AETrueU厂1]，其中： 

V — ( )，̂ 一 V (n4， ̂ — n5， )。 

A[，fr U_厂1]表示无约束的在路径上的每一个状态成立 

直到路径上出现一个状态满足 _厂1，其中 ^ 表示至少有一个 

任务已经开始计算 ，但是它 的前驱任务并非全部处理结束。 

TDS算法不满足_厂1就等价地满足了上述安全性的要求。 

性质2(活性) AETrueU_厂2]，其中：_厂2一n 5-l̂ as，ẑ ⋯ 

^a5． 。 

A[ U_厂2]表示无约束的在路径上的每一个状态成立 

·304 · 

直到路径上出现一个状态满足 ，其中 l厂2表示所有任务处 

理结束，TDS算法满足_厂2就等价地满足了上述活性的要求。 

检测的具体方法[4]： 

(1)根据4．1节生成的Kripke结构分别计算A[True U 

厂1]一 ．厂1 V(Truê AXZ)，A[T PU ]一， ．． V(True 

ÂXZ)。 

(2)如果 S。~AETrueU^]且 s]∈AETrueU厂2]，则算 

法是合理的，否则不合理。 

算法的复杂度嘲 不动点模型检测算法的复杂度为0 

(1l厂1．(1SI+lRI))，其中，lfl是 _厂子表达式个数，lSl是状 

态数，fRI是状态迁移数。 

例 2 对例 l中的模型应用不动点算法来进行检测： 

(1)L (S)的值计算如下： 

L ( )一L (<0，0，0，0，0，0，0，0，0，0>)一 

L ( 1)=L ((r，0，o，o，o，o，o，o，o，o))一 

L ( ”)一L ((1，1，1，1，1，l，1，1，1，1>)一 

(2)图 2生成的Kripke结构如图3所示。 

O O ⋯ O 

0 0 ···0 

0 0 ···0 

0 0 ⋯ O 

1 1 ⋯ 1 

图 3 Kripke结构 

(3)要验证的性质描述，AETrueU_厂1]和A~TrueU ]， 

其中： 

fa一( 4，2̂ —7“5，1)V(“4，3八—7n5，1)V((上4，4八— “5，1)V 

(“4，5̂ (一以5，2 V一嬲，3))V(口4，6八__7n5，4)V(n4，7̂ __7“5，4)V 

(n4，8̂ (__7Ⅱ5，5 V]n5，6))V(H4，9̂ (__，n5．6 V__，n5，7))V(“4，10 

^(—-7n5，8 V—一n5．9)) 

一 “ 5
，
1 ^a5，2人⋯ ^“s，lc 

(4)最小不动点计算，计算过程中公式看作满足它的状 

态之集；逻辑运算V^一对应集合运算 U n～。 

(a)r( = V(Truê AXZ)的最小不动点计算如 

下 ： 

(0)一O 

l  O  O  0  O  l  0  O  0  O  

● ● ●  ●  ● ●  ● ● ● ●  

● ●  ●  ● ●  ■  ● ● ， ●  

● ● ● ● ● ● ● ● ● ● 

1  O  0  O  O  l  O  O  O  0  

1  0  O  O  0  O  O  0  l  O  



 

r (0)一A V(True AAX( (D)))一 {O}U(SNAX 

{0))={D) 

： 

可以看出，计算的 r值全是 O，所 以 so A[TrueU ]， 

该模型满足上述定义的安全性要求。 

(b)r( 一 Z V(True AAXZ)的最小不动点计算如下： 

(0)=0 

一(D)= V(Truê AX( (D)))一{s 。}U(S nA 

{0})一{s 。} 

(0)=_厂2 V(True八AX(r (O)))一{s 。)U(S N AX 

{s13))一{s12，n3) 

j 

(D)一 V(Truê AX(r1。( ))) 

一 {s13}U(SnAX{s1，s2，s3，s4，s5，s6，s7，s8，s9，s1o， 

su，s12，513}) 

一 {s0，s1，s2，s3，s4，s5，如，s7，s8，s9， o，sl1， ，s13} 

r”(D)一厂2 V(TrueAAX(r“(D)))一{5- 3}U(SnAX 

{s))一 (D) 

显然，r1 (D)一S为最小不动点；因为 s。∈s，该计算模型 

满足上述定义的活性要求 。 

由此可以看出，TDS算法是合理有效的。 

结束语 本文提出了多处理器任务调度算法 TDS的自 

动机模型，并通过不动点理论对其进行了形式化验证，讨论了 

算法的合理有效性。应用 自动机建模 ，并将所建模型转换成 

Kripke结构，然后在此基础上应用模型检测方法进行验证 ， 

本文结合实例进行了系统的说明。今后的研究工作可以进一 

步探讨 目前的扩展 Bachi自动机模型是否可以应用到其他的 

系统或者算法建模中，或者探索一下对于目前的模型是否有 

更简单更好的检测方法。 
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