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部分多值逻辑中单纯可离和完满对称关系的计数 
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摘 要 根据部分多值逻辑的完备性理论，对两类准完备集——单纯可离函数集和完满对称函数集进行研究，给出了 

单纯可离和完满对称关系的函数的计数公式。 
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Abstract According to the completeness theory of partial mu1tip1 valued logic，some properties of simply separable 

function set and full symmetric function set were discussed，and the formulas for the number of simply separable rela— 
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1 引言 2 多值逻辑函数的基本概念 

多值逻辑是计算机科学与技术的一个重要分支。多值逻 

辑函数结构理论是多值逻辑理论中的一个重要的研究方向， 

主要包括完备性理论、函数表示理论以及单向陷门函数[2 ]。 

其中函数系完备性之判定问题是一个基本而重要的问题 ，同 

时也是 自动机理论、多值逻辑网络中必须解决的问题，此问题 

的解决依赖于定出多值逻辑函数集中的所有准完备集(又称 

极大封闭集)l_1]。 

如果一个忌值逻辑函数能实现所有的k值逻辑线路，则 

称此函数为 Sheffer函数。Sheffer函数的判定与构造是多值 

逻辑函数理论的一个重要的组成部分，此问题可归结为定出 

所有准完备集的最小覆盖。完全多值逻辑函数已由Schofield 

和Kudrjaveev等完全解决，但对于部分多值逻辑，虽然其函 

数的完备性问题已彻底解决，即定出了其中的所有准完备集 

(共7类)，但其中Sheller函数之判定与构造问题尚未彻底解 

决 ]。 

根据部分多值逻辑 的完备性理论_6， ，f(x ，⋯，Xn)是 

Sheffer函数必要而且只要对 中的任何准完备集A都有 

，链A。 

本文对于部分多值逻辑中的两类准完备集——单纯可离 

和完满对称关系的计数问题进行了研究和探讨[53。 

设 EK是一个 K元集 ，K≥2，函数 f(x ”，Xn)定义在 

EK上且其函数值仍属于Ex。如果对任意值组(a ，⋯倘 )(m 

∈ ， ：1，⋯ )，f(a 一，a )都有定义，则称 f(x 一，z ) 

为完全K值逻辑函数，否则称其为非完全 K值逻辑函数。 

Ex上的完全和非完全K值逻辑函数统称为部分K值逻辑函 

数，所有完全K值逻辑函数之集合记为Px，所有部分K值逻 

辑函数之集合记为 。 

对于非完全函数 f(x 一，Xn)，当 f(a ．．，Otn)无定义 

时，记为_厂(a “，a )一*；处处无定义的函数称为空函数，记 

为 *。 

设 A是PK中的一个非空子集，函数 f(x 一， )∈A， 

函数 ( “，Xn)( =1，⋯， )或属于A或为自变数z ，于 

是，函数 f(g1( ．．，Xn)，⋯， (z 一， ))是由A 中的函 

数复合出来的函数。 

设 A是P女中的一个非空子集，函数 f(x ，⋯， )∈A， 

g (z 一，Xn)( 一1，⋯， )或属于 A或为自变数，于是，函数 

f(g (z ，⋯，z )，⋯， (z ，⋯，z ))是由A中的函数复合出 

来的函数。其中若gi(z ，⋯，z )，( =1，⋯，m)无定义，则 厂 

(gl(Xl，⋯ ， )，⋯ ， (xl，⋯， ))一 *。 

所有由A复合出来的函数记为 A 。显然 A A ，且若 
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A B，则A B 。 

设 A PK或A P壹，A非空，如果 A=A ，则 A是封闭 

集。 

任意一些封闭集的交集仍是封闭集。 

设A是 Px或P 的一个非空子集，包含A 的所有封闭 

集之交集称为A的封化集 ，记为 GEN(A)一AUA UA U⋯ 

UA“ U⋯。 

如果 GEN(A)一PK(A PK)或 GEN(A)一 Pk(A 

)，则 A是完备集。 

若 M 是一个封闭集，而 M 与 P (MCPK)或 Pk(M 

Pk)之间无其它的封闭集，则 M 称为一个极大封闭集(或准 

完备集，准完备类)。 

PK(或 Pk)中的非空子集 A是完备集，必要而且只要 A 

不包含在任何准完备集之内。由此，完备集之刻画问题可以 

转化为准完备集之刻画问题，只要定出 PK(或 P壹)中的所有 

准完备集便完全解决了函数系完备性之判定问题。 

如果 GEN({f(x ，⋯，z )})一PK(或 Pk)，则函数 厂 

(z ”，JCn)∈PK(或Pk)是Sheffer函数。即由_厂(z 一，Xn) 

可以复合出 P (或 )中的所有函数。 

设 三一{A IAc 且 A 是极大封闭集}。∑ ∑，令 

S 一{fE l存在AJ 使 f∈AJ )，即 S∑，表示 中所有属 

于∑ 中准完备集的函数之集合，也即s=，一 U lA 。如果满 
∈ 

足 S =Sz，则集合 ∑ ( ∑)是 的覆盖。 

在部分多值逻辑函数完备性理论中，文献[1]将P 中所 

有属于 乏 中的准完备集分为 7类，分别是 ：PK U{*)、完满对 

称函数集 ⋯ 拟线性函数集 、L型函数集Ls 。、单纯可离 

函数集 s 、正则可离函数集 及保E函数集T 。本文只 

涉及单纯可离函数集 s 和完满对称函数集 F⋯ ，它们的定 

义如下。 

定义 1 设 是集合 E 一{1，2，⋯， )上的 m次对称 

群，其单位元素为e， ∈ 。令 

G ={<倪 (1)，⋯，n ( o>I(n1，⋯，倪 >∈G } 

定义 2 设 一 U LJ-- o1 U⋯U _。， 一{( ⋯， 

> ≠aj， ，其中 i， =1，2，⋯，m}，H一{e， ，⋯， 一1) 

是 的子群。称 是单纯可离的，如果存在 E 的一个直 

接划分：E ----A1+⋯+ A n AJ— ， ，i，J：1，2，⋯， 

m，使得对任意<“ ，nz，⋯，a )∈G 皆有a EA ， =1，2，⋯， 

m。若 单纯可离 ，则称 T(G卅)为单纯可离函数集 ，并记为 

SJ⋯  

定义 3 设 E 的一个直接划分为： ：E —A +⋯+ 

A ，其中，1A l≥1，A n AJ：D， ≠ ，1≤i， ≤m，2≤m≤忌。 

若不记 A 的次序，则称 为无序的直接戈Ⅱ分。 
m  

定义 4 设 一 U G ({i， })U 

式中，G 是空集(当 一2时除外)或仅含 m元不同的序列， 

且 对 S 是对称的。称非完全关系 是完满对称的，所 

有保 函数之集合称为完满对称函数集 ，并记为 ， 。 

3 主要结论及其证明 

由组合数学知，E 的无序直接划分个数为 S(忌，m)。其 

中，S(k，m)即第二类Stifling数，它是将忌个不同的球放到m 

个无标记 的盒子中，且每个盒子至少有 1个球的方法数。 

S(k，m)满足以下递推关系： 

S(k，m)=mS(k—l，仇)+S 一1，m一1) 

易知有 ，S(忌，O)一O，S(k，1)：1，S(k，2)一2卜 一1，S(k， 

k--1)一Ci，S(k，忌)一1。 

设 ： 一A +⋯+A 为 E 的一个直接划分。若令 

lA l一是 ，则有 1≤岛≤忌一m+1，∑岛一忌。记此直接划分为 
z —  

D 。 

由于 1≤尼 ≤忌一m+1， 一1，⋯，m。因此，可令 Si={ l 

忌，一i}， ：1，⋯ ，意一优+1。 

一m+ ] 

若记 —l S l，则有 ∑ i*Ci一忌。 
2一 l 

定理 1 直接划分 聊 的个数为 

． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ．  ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ．! ． ．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．． ．一  

(愚1 1⋯忌 !)(c1 1⋯c +1 1) 

证明：先求有序的直接划分 DZ的个数R，即将 忌个元素 

分别放人A 一，A 共m个有序集合中，A 中的元素个数为 

忌 ，则由排列组合的思想有： 

R 一 一 
⋯ 一  

一  

鱼! ． 生二 ! 
忌!(是——忌1)! 忌2 1(忌——忌1——忌2) 

(忌一忌1一⋯～ 1)! 

忌 !(尼一∑七 )! 
l 

一  

忌! 
m  

愚1 1志2 1⋯ !(忌——∑忌 ) 

m  

因为 忌：∑岛，所以R— 
一 1 

再考虑无序的直接划分 DZ的个数P。 

对于C —l S l，即在某一个划分中集合A 一，A 中元 

素个数为i的集合共有c 个。这i个集合的有序排列数共有 

c !个，所以当不记A 的次序时，这Ci!个有序划分只等价于 

一 个无序划分， =1，⋯， 一m+1。即 

P= R 忌 

Cl!C2 1⋯ 一+l! (志1 I-·· !)(C1 1⋯ 一 1 1) 

易知，当志 一 ·一 —L k／mJ时，忌 ⋯ 取极大值，即单 

纯可离关系 G 中的G 满足： 

1≤l l≤L ／ J 

例如，令 惫：4。 

当m一2时，直接划分 D2：E4一A +Az共有 S(4，2)一7 

种，其中 

(1)l A 1— 1，l A l一 3时，直 接 划 分 共 有 

可 可  一4种，即 

D “：E4一{0}+ {1，2，3} 

D ：E4一{1}+{0，2，3} 

D w：E4一 {2}+{0，1，3) 

D ： 一 {3}+ {0，1，2} 

(2)1 A I一 2，l A l一 2 时，直 接 划 分 共 有 

面 酉 一3种，即 
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：E4：{0，1}4-{2，3} 

上)2”：E4一{0，2}+{l，3} 

D2w：E4一{0，3}4-{1，2} 

当m=3时，直接划分 D3：E =A +A +A 共有 S(4， 

3)一C；一6种，其中』A 『=1，『Az f=1，『A。『：2时，直接划分 

共有 一6种，即 

D。一：E4一{0}+{1}+ {2，3} 

D。 ： 一{0}+{2}+{l，3} 

D_{ ：E ={0}4-{3}4-{1，2} 

D。一：E4一 {1}+ {2)+{0，3) 

D。一：E4={l}+{3}+{0，2} 

D。一：E4一{2}+ {3}+{0，1} 

定理2 部分K值逻辑中完满对称函数集的个数为： 

∑k 2 
一 k 

证明：先考虑n-t取 2，3，4，⋯，k时所对应的完满对称函 

数集的个数。 

当m=2时，即( 一{(0，O>，(1，1>，⋯，(毛一1，是一1>)U 

，其中 为下列之一： 

(1){(O，1)，(1，O>}～{(0，2)，(2，0>}～⋯(<志一1，五>，(忌， 

k--1)}，这个序列总数为0到 愚中取2个的组合数，共计 C1 

个 ； 

(2)在这 个集合中取2之并的组合共有c 个； 

(3)在这 C1个集合中取 3之并的组合共有 c 个； 

((==i一1)在这 个集合中取 一1之并的组合有 个。 

所以，当m=2时，完满对称函数集个数有： 

c 2-r 2+c乏+⋯+c毒 
一  +c +c +⋯+c≤ 4．g 4．g+嚆～c 

一  一

嚆 
一2《-1-1 

=2《一2 

当m一3，Ga"一O时有 1个。当 ≠O时， 

(1)0到 忌中取 3个的组合数有 Ci个 ； 

(2)在这 C1个集合中取 2之并的组合共 c 个； 

(3)在这Ci个集合中取 3之并的组合共c 个； 

( 一1)在这 C2个集合中取 c2—1之并的组合共 

个。 

所以，当m=3时，完满对称函数集个数为； 

Ci3]- 2+c +⋯+c葛 +1 

一c~4-q 4-ca+⋯+噶 + + +噶一 
一  一  4．1 

： 9ci一1 
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同理可证，当m—i时，完满对称函数集的个数为：2‘ 一 

1，其中 i大于 3小于 k。 

所以，当 ／-／2分别取 2，3，4，⋯，k一1时所对应的完满对称 

函数集的个数为 2《一2
，
2 一1，2cl 1

， ⋯ ，2 1，而当 

m= 时，有 1个 ，即 ≠O，其中l {一 一是!(==l。 

将 m=2，3，4，⋯，k所对应的完满对称函数集个数相加 

得 ： 

2《一2+2c~一14．2c~一l+⋯+2 ～一1q-1 

：2《一2+2嚷一14．2q一14．⋯+2 一14．14．1一l 

一2Cl+2嚷+2《+⋯+2(=l 4．2‘ 一2一(志一3)一l 

： 壹2 一尼 
m 一 2 

至此，定理证毕。 
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