
第 39卷 第 9期 
2012年 9月 

计 算 机 科 学 
Computer Science 

Vo1．39 No．9 

Sep 2012 

一 种查找形式背景箭头关系的快速算法 
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摘 要 在形式概念分析 中，“箭头关系”对简化形式背景、识别兼容子背景等起着至关重要的作用，因此如何快速确 

定一个给定形式背景的对象与属性间的箭头关系是一个值得探讨的问题。首先针对形式背景给 出对象与属性间的箭 

头关系的等价判定定理，在此基础上提出一个查找形式背景的箭头关系的快速算法，并通过实例与数值实验证实了该 

算法的可行性与有效性。 
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Abstract In formal concept analysis．the so-called“arrow relation”plays an important role in reducing the size of a for 

real context and recognizing a compatible subcontext of a formal context．Thus，how to quick determine the arrow rela 

tion between the objects and the attributes of a formal context is worth to be investigated．This study first gave an e 

quivalent theorem of checking whether or not there is an arrow relationship between an object and an at tribute of a for— 

real context．Then a quick algorithm of determ ining the arrow relation between the objects and the attributes of a formal 

context was developed．Finally，a real example and numerical experiments were used tO demonstrate the feasibility and 

efficiency of the proposed algorithm． 
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1 引言 

形式概念分析_1 是 20世纪 80年代初 由R．Wille教授提 

出的，经过将近 30年的发展，它 已在数字图书馆、软件工程、 

数据分析与数据挖掘等领域得到成功应用口 ]。形式概念分 

析的两个理论基石是形式背景与形式概念。当形式背景较大 

时，可能只需要考虑它的某一部分即可，即子背景，尤其是兼 

容子背景。另外 ，根据特定需要，也可以通过约简一个给定形 

式背景的对象或属性，得到它的简化子背景。 

为了识别兼容子背景、净化背景等，R wi11e在形式背景 

r_}I提出了所谓的箭头关系l ]。文献E9]对利用箭头关系实 

现形式背景的约简做了详细介绍。软件 ConExp在 version1． 

3中加入了显示箭头关系的功能 1̈ 。借助箭头关系约简形式 

背景时，仅需在带有箭头关系的形式背景中简单地合并相同 

行或列即可 ，且该过程可以并行地计算。因此 ，研究如何在形 

式背景中快速查找箭头关系显得非常必要。 

另外，形 式背景 的双建立 也可 以通过箭 头关系来描 

述[8 。文献E127还利用箭头关系成功给出了一种 由Mj生 

成的变换中双建立概念格的形式背景的刻画。因此，如何在 

形式背景中提出查找箭头关系的快速算法是一个值得研究的 

重要课题，因为直接利用箭头关系的原始定义来计算大型形 

式背景的箭头关系是很复杂且不容易实现的 ]。 

对于形式背景箭头关系快速查找的研究，目前未检索到 

相关文献 ，故本文尝试提出一种箭头关系快速查找的算法。 

首先，基于形式背景给出了对象与属性间的箭头关系的等价 

判定定理，由此定理可以对给定对象 (属性)快速查找到满足 

箭头关系的所有属性(对象)；在此基础上提出了一个形式背 

景的箭头关系快速查找算法。通过数值实验表明，本文提出 

的快速算法可以有效地降低形式背景中查找箭头关系所需的 

计算时间。 

2 基础知识 

在给出箭头关系的定义与查找算法之前，先简要介绍与 

本文有关的一些基本概念和性质，其详细的描述可以参见文 

献[1，7，8]。 

为了方便，下文中有时忽略掉“形式”这个修饰词，把“形 
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式背景”简称为“背景”，把“形式概念”简称为“概念”。 

定义 1(形式背景)[ 称(u，A，J)为一个形式背景，其 

中 u一{．SE ，z ，⋯， }为对象集，每个 ,72 ( ≤ )称为一个对 

象；A一{m，nz，⋯，a }为属性集，每个 q( ≤m)称为一个属 

性；I为 U和A之间的二元关系，即 1cmUXA。若(z，“)∈J， 

则称 ．72具有属性n；若( ，n) j，则称 z不具有属性a。 

若用 1表示(g，m)∈J，用 0表示(g，17"1) J，那么形式背 

景可以表示成数据取值为 0或 1的表格。 

定义 2(形式概念) 。 设(【，，A，j)为一个形式背景，在 

对象集 x U和属性集B A上分别定义运算： 

X 一 {aEAl V EX，(Lz，口)E1} 

B 一{ EU VaEB，(z，口)Ej} 

如果一个二元组(X，B)满足 X 一B，且 B 一X，则称 

(x，B)是一个形式概念，简称概念。其 中 X称为概念 的外 

延，B称为概念的内涵。 

定义 3(概念格)嘲 若(X ，B )、( 。，B。)是某个背景 

(U，A，I)上的两个概念，记 

(X1，B1)≤ (X2，B2)∞X1 X2(㈢Bl B2) 

则称(X1，B )是(X。，B2)的子概念 ，(X2，Bz)是(X1，B1)的超 

概念。显然，“≤”是一个偏序关系。(【，，A，D的所有概念连 

同偏序关系“≤”记为L(U，A，J)，称为(【，，A，j)的概念格。 

定理 1E。 设(U，A，D是一个背景，VX1，X2，X U是 

对象集，VB ，Bz，B A是属性集，则下列性质成立： 

(1)X1 Xz X X ，B1 B2 彤  ； 

(2)X ：X” ，B B一 ； 

(3)X ：X⋯ ，B =B⋯ ； 

(4)X 三B B 三X ； 

(5)(X UXz) =X n澍 ，(B UBz) 一B ClB ； 

(6)(X ，X )和(B ，B )都是(U，A，I)的概念。 

对定理 1的(5)进行推广，有如下定理。 

定理 2E 设(U，A，I)是一个背景 ，若 T是一个索引集， 

而且对每个 tE T， U是对象集，B A是属性集，则 

(UX ) 一 nX ，(UB，) 一nB 
tE1 tE ，∈ 』 tE』 

定理 3(概念格基本定理)El3 概念格 L(U，A，I)是一个 

完全格，其下确界和上确界分别为 

^( ，B，)一(nX ，(UB )“) 
tE1 tE7 tET 

V(X，，B，)一((UX ) ，nB ) 

一 个完全格 与L(U，A，I)同构，当且仅当存在映射 ： 

+ 和 ：A—V，且 (U)在 V中上确界稠密 ， (A)在 中 

下确界稠密；对所有 ：rEU及口EA都有 (z，d)Ej甘 ≤ 。 

特别地，V与L( ，V，≤)同构。 

在下文中，V．72EU，记{z) 为 ．27 ；VaEA，记 {口} 为 

a 。由定理 1的(6)可知，(z ， )与(日 ，a一)都是概念， 

称(z一 ， )为对象概念，记作 7cc；对偶地 ，称(n ，a )为属 

性概念，记作 。 

3 形式背景的箭头关系及其判定定理 

定义4(箭头关系) 。 如果(【，，A， )是一个背景，xEU 

是一个对象，aEA是一个属性，那么 

(1)z a当且仅当(z，口) J，并且 cy ( ，口)E ； 

(2) 十口当且仅当( ，口) J，并且 口 Cb =>(z，6)E j； 

(3)z：b当且仅当z “，并且 十“。 

利用箭头关系的定义在形式背景中查找满足箭头关系的 

对象一属性对时，需要不断判断一个集合是否真包含于另一个 

集合。对于给定的z∈【，，计算 -z 的时间复杂性为 0(1A1)； 

对于给定的 “EA，计算 n 的时间复杂性为 0(IUI)。对于给 

定的xEU和a EA，对任意 yEU，判断一个“ Cy 是否满 

足”的时间复杂性为 O(jA1)，从而对给定的 xEU和aEA， 

判断“ a是否满足”的时间复杂性为 0(IUl IA1)；同理可 

知，判断“-z十n是否满足”的时间复杂性也为 0(1Ul lA1)。 

因此，基于定义 4查找背景(U，A，D中箭头关系的时间复杂 

性为 0(』Ul。fA J )。 

为简化箭头关系的查找过程、减小计算的时间复杂性，下 

面先给出一个定理，该定理给出了与箭头关系定义等价的条 

件。 

定理 4E ] 设(U，A，D是一个背景 ，zEU是一个对象， 

nEA是一个属性， 表示对象概念， 表示属性概念 ，令 

sup(Tx)一V{(X，B)∈L(【，，A， )I(X，B)< } 

inf(,ua)一^{(X，B)EL(U，A，I)j(X，B)> } 

则 

z aC：=D'x  ̂ 一sup( )≠ (1) 

z十口㈢ V 一inf( )≠ (2) 

文献Y-83中对此定理未给出证明，本文给出补充证明。 

证明：下面仅证明式(2)，式(1)可以类似证明。 

( )易知 V ≥ ，由 inf( )一^{(x，B)EL(U， 

A，D I(X，B)> }可得，弘 V．“(1≥in{(pa)。欲证 V 一 

inf(~a)，下面需证 V ≤inf(,ua)，由于 ≤inf(~a)，故只 

需 ≤inf( )满足即可。 

设 (X，B)∈L(【，，A，D，且 (X，B)> 。由 一(口 ， 

n )得 a (==X，又 X=B ，从而 n CB 。由VbEB，有 B 

6 ，则 a Cb 。根据 z十a的定义，有( ，6)∈I，即 bE 

，再由b的任意性可得B z 。故( “，32 )≤(X，B)，亦 

即 ≤(x，B)。根据概念(x，B)的取法可知， ≤inf( )。 

假设 V 一 ，则 ≤ ，根据定理 3(概念格基本定 

理)，有(z，“)∈j，与 十“的定义矛盾，所以 V ≠ 。 

因此，当z十a成立时，需要满足 V~a=inf(,ua)≠,ua。 

( )由 V ≠ 可得，(z，n)仨I。否则若(z，n)∈J， 

由定理 3有， ≤ ，则 V 一 ，与 弘 V ≠ 矛盾。 

对任意 aEA，记 N(口)一{bEAl n c6 }，记(X，B)一 

((N(口)) ，(N(n)) )，显然 (X，B)是一个概念。对任意 

bEN(口)，有 n (==b ，从而 a (== n b 。根据定理 2，有 
6∈ ～ ) 

n b ：(U {b)) 一(N(“)) ，则 a (==(N(口)) 。又 一 
6∈～ ) bE ( 

(n ，口 )，从而 <(X，B)。根据 inf( )的定义可得 ，inf 

( )≤(X，B)。再由 V 一inf(／~．a)得 ， V ≤(X，B)。 

由于 V 一(( nn一) ， nn一)，则 B n 
a “

。 而 B=(N(口)) ，故(N(n))” z Cla一 。根据定理 

1(2)，有 N(口) (N(a)) ，则 N(n)c_x na 。设 

VbEN(“)，可得 bE ，亦即当n (==6 时，有(z，6)∈I。 

因此由 弘V =inf(,ua)≠,ua可得，(z，口)硭I，并且当 

a (==6 时，有(z，6)∈I，据定义4得，32十a成立。 

定理 4给出了与箭头关系定义等价的条件，但若利用此 

定理查找满足箭头关系的对象一属性对，则需要计算 sup(7sc) 
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与 inf(~a)，而这个过程需要对背景中的每一个概念进行判 

断，进而计算出 的所有真“子概念”和 的所有真“超概 

念”。为降低计算复杂性，基于定理 4，提出如下箭头关系判 

定定理，利用此定理可以方便地计算出对给定的对象(属性) 

满足箭头关系的所有属性(对象)。 

定理 5 设(【，，A，I)是一个背景，那么下列命题成立 ： 

(1)对任意 xEU，有 

{nEAlx n}=(n ( ”na ) )n (z) 
n∈ p‘z) 

其中 (z)一A--x ； 

(2)对任意 nEA，有 

{lzEU1z十n}一(n (n nz ) )nq(“) 
∈ 口(口) 

其中 q(n)一U--a 。 

证明：这里仅证明式(1)，式(2)可以类似得证。 

(i)对于任意 bE{“EAlz a)，有 b成立。根据定义 

4，有(z，6) J，且 Cy ( ，6)E J。由(．z，6) ¨j丁得b 

z ，即 bE (z)。下面证明bE n (z“ na ) 成立。 
aG p(x) 

对于任意的 “EP(z)，有 z Cx U{a}，进而有(z U 

{“)) z一。对 任意 Y E(z U{n}) ，有 y (．27 U 

{n}) lz⋯ ，即 y z 。如果 y 一z ，则 a y ，这与 

yE( U{n}) d 是矛盾的，因此 Y ≠ ，故有 Y 二=) 

-z 。再由z b的定义可得( ，6)∈J，即有 yEb 。因此(z 

U{n}) 6 ，从而 bEb ( U{n}) 。根据定理 2，有 

(z U{n}) 一(z n“ ) ，故 bE( N n ) 。由 “的 

任意性可得，bE n (z— nn ) 成立。 
aE ( ) 

因此 bE(n ( ”na ) )n户(z)，所以 
aEp( ) 

{61,EAf37, “} (n (Iz n ) )n ( ) 
0∈ L 

(ii)对于任意bE n ( ”na ) np(x)，有 bE (z) 
d∈ 【 ) 

且 bE n (z na ) 。因此 ，6 z (即(z，6) D，且对任 
aE ) 

意 “E (z)，有 bE(z n“ ) ，所 以b (z“ n“ ) 。 

由于(．z“n“ ) 一(z U{a})⋯ 一( U{n}) ，故( 

U{a}) 6 。 

对于任意 Y∈(z U{a)) ，显然有 YE b 。根据 nE P 

(z)，可得 z cz U{Ⅱ}，从而 (z U{a)) z ，故 Y∈ 

z 。因此，y z⋯ ，即 y z 。由yEb 可知 bE y ， 

但 6硭 ，所以 z Cy 。从而 z Cy 时，有( ，6)∈I成 

立。根据定义 4可知，．z b，也即bE{aEAI z n)。这就证 

得 ： 

(n (z nn ) )n (z) {nEAI37, n}。 
aE ( ) 

综上所述，可得 ： 

{“EA{z “}一(n (z— nn ) )n (z) 

在形式背景中，计算出背景的所有对象概念和属性概念 

后，根据定理 5，对一个给定的对象，可以很方便地找出满足 

箭头关系的属性集合；对一个指定的属性，亦可方便地找出满 

足箭头关系的对象集合，故相对于定义 4，定理 5的效率较 

高。对比定理 5与定理 4可以看出，定理 5不需要计算背景 

的所有概念，而只需要计算所有对象概念和属性概念。对于 

一 个背景来说，计算对象概念和属性概念是容易的，定理 5可 

以用作设计快速实现查找箭头关系算法的理论依据。 

在定理 5中，对 VxEU，V口EA，37,“和 n 已知时，计算 
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n (z na ) 需要进行 lA—z j次“*”运算。在设计箭 
Ⅱ∈声L ) 

头关系查找算法时，为了进一步减少计算 n (z n“ ) 
“∈ p(a) 

的复杂性，根据定理 2，可 以得到推论 l。利用此推论，计算 

n ( ～n“ ) 仅需一次“*”运算。 
n 户t ) 

推论 1 设(U，A，J)是一个背景，则下列命题成立： 

(1)对任意 ∈U，有 

{aEAlz “}：( n(U “ )) n户( ) 
4∈ 【 ， 

其中 声(z)一A—z ； 

(2)对任意 aEA，有 

{z∈U【z十“} (n n(U ,22 )) nq(“) 
∈ 矾 ⅡJ 

其中 q(“)一【， Ⅱ 。 

证明：这里仅证明式(1)，式(2)可以类似证明。 

根据定理 2，有 

n (z n a ) 一 (U (．27“ n“ )) 一 (32 n 
aE ( ) aEp( ) 

(U “ )) 
aEp( ) 

再结合定理 5，可得 

{aEAl-z “}=(n ( n 61 ) )n (z) 
aE (T) 

=( ～n(U “ )) np(z) 
aE ( 

4 快速查找形式背景的箭头关系的算法 

在推论 1的基础上，对一个给定的形式背景，提出如下箭 

头关系快速查找算法。 

算法 1 快速查找形式背景的箭头关系 

输入：一个背景(U，A，I) 

输出：带有箭头关系标号的背景 

(1)对于 U中的每个对象 xi，令 UI(i)一x． ，UE(j)一(UI(j)) ；／J 

UI(i)，UE(i)分别存储对象概念 7xi的内涵和外延／／ 

(2)对于 A中的每个属性 aj，令 AE(j)一a， ，A1(j)一(AE(j)) ；／／ 

AE(j)，AI(j)分别存储属性概念 ai的外延和内涵／／ 

(3)令 Tempi*-U； 

(4)若 Templ—D，则转(9)，否则任取 Templ中的一个对象 x．，执行 

p(i)—。A—UI(i)； 

(5)若 p(i)一0，则转(8)；否则执行 E—temp~-UE(i)n( U AE 
∈p( ) 

(j))； 

(6)令 Itemp*-(E__temp) ，P(i)'*-Itemp~p(i)； 

(7)在背景(U，A，I)中，把 x．所在行与 P(i)中的属性所在列的交叉处 

标记为“ ”； 

(8)令 Templ*~-Templ一{x，}，并返回(4)； 

(9)今 Temp2""-A； 

(1O)若 Temp2=0，则转(15)，否则任取 Temp2中的一个属性 a ，执 

行 q(j)一u—AE(j)； 

(11)若 q(j)一0，则转(14)；否则执行 I—temp—AI(j)n( U UI 
∈ qU， 

(i)) 

(12)令 Etemly'-(I_temp) ，Q(j)-．--Etemp q(j)； 

(13)检查属性 aj所在列与Q(j)中的对象所在行的交叉处是否已标 

记有“ ”，如果是则将其修改为 l；否则标记为“十”； 

(14)令 Temp2"-Temp2--(aj)，并返回(1 O)； 

(15)结束算法，输出带有箭头关系的背景。 

下面分析算法 1的时间复杂度 ，这里仅考虑最坏情况下 

的时间复杂度。 

根据上一节的讨论可知，执行步骤(1)和执行步骤(2)的 



时间复杂度分别为 O(1Ul IA1)和 O(IUl IAI )。在步骤(4) 

中，差运算需 0(1A1)时间；步骤(5)中，交、并运算的时间复 

杂度为 0(1Uf IAI)；步骤(6)中，“*”运算的时间复杂度为 O 

(1U1 lA1)，交运算需O(1Ai)时间；步骤(7)中，执行标记任务 

的时间复杂度为0(1A1)；步骤(8)中，差运算需要 0(1 U1)时 

间。因此，步骤(3)一(8)的时间复杂度为 O(1Ul。lA1)。类 

似地，执行步骤(9)一(14)的时间复杂度为 0(f己厂f fAf )。 

综上可知 ，算法 1的时间复杂度为 ： 

0(1Ul IA1)-4-0(IUl lAl )-4-0(1Ul lAI)-4- 

0(IUl IAI )一O((1Ul+lAI)lUl IAI) 

由于基于定义 4查找箭头关系的时间复杂度为 O(1UI 

lA l )，因此从理论上讲，算法 1能够有效地降低查找形式背 

景的箭头关系的计算复杂性。 

下面给出一个实例来说明算法 1的有效性与可行性。 

例 1 表 1E 给出了一个形式背景(U，A，I)，其中对象集 

为 L厂一{ 1，z2， 3，z4，z5}，属性集为 A一{m，d2，n3，口4)，i行 

列的交叉处，1表示对象丑具有属性n ，0表示对象32i不具 

有属性 n 。求该背景的箭头关系。 

表 1 一个形式背景 

为便于计算，下面叙述 中，用 321zz323324z5表示{ 1，动， 

z3， 4，325}，用 aln2∞n4表示{口1，口2，n3，“4}，其他对象集、属 

性集可以类似表示。 

对于表 1所列的背景，文献E9]中已经给出利用箭头关系 

的定义查找箭头关系的过程。下面利用本文提出的箭头关系 

快速查找算法(算法 1)查找表 1所列背景中满足箭头关系的 

对象一属性对，并在表中用 、十或 ：标出。 

(1)对于 U中的每个对象 z ( ≤5)，计算 UI( )和 UE 

( )，可得 ： 

UI(1)一z 一0lⅡ2n3m ，UE(1)一 1； 

UI(2)一Iz —n1a2，UE(2)一z1X2； 

UI(3)= 一n2d3a4，UE(3)一z1z3； 

UI(4)一z 一口2，UE(4)一 1z2 3 4奶 ； 

UI(5)一z =“2钆 ，UE(5)一z1323z5。 

(2)对于A 中的每个属性 a ( ≤4)，计算 AE(j)和 AJ 

( )，可得： 

AE(1)=口 — 1-z2，AJ(1)一n1n2； 

AE(2)一“ —zlz2z3z4z5，Aj(2)一口2； 

AE(3)一n 一zl323325，AJ(3)一国a3； 

AE(4)一口 —jE1．z3，AI(4)一n2n3n4。 

(3)令 1一U； 

(4)由于 T~npl一0不成立，取 z1∈Templ，计算 P(1) 

一 A—UI(1)=0。 

(5)由于 P(1)= 0，贝U Templ— Templ一 { 1}一 

32 232 3X 4Z 5 。 

(6)由于 Templ=0不成立，取 322∈Temp1，计算 (2) 

一

“ 3“4 。 

(7)由于 p(2)一0不成立，执行 

E temp=UE(2)FI(AE(3)UAE(4))一z 。 

(8)J m =． 一醴l 2n3 4， 

P(2)一Itempn (2)一n3Ⅱ4。 

(9)在背景(U，A，J)中，在第 2行与第 3列和第 4列的交 

叉处分别标记 0，如表 2所列。 

重复算法 1中的步骤(4)一(8)，直至 Templ一0成立 ， 

此时可以得到如表 2所列的形式背景。 

表 2 背景中的“+”关系 

(1O)令 D2一A； 

(11)由于 而砷 2一O不成立，取 嘶∈Temp2，计算 q(1)一 

U AE(1)一动 4 5。 

(12)由于 q(1)一0不成立，执行 I—temp=AI(1)n(UI 

(3)UUI(4)UUI(5))一n2。 

(13)Etemp=a#=z1-z2-z3324z5，Q(1)一Etempn q(1)= 

3 4 5 。 

(14)在表 2所列的形式背景中，由于第 1列第 3行交叉 

处已存在 ，因此修改标号为 l；第 1列第 4行和第 5行的交 

叉处都没有 ，则分别标记十，如表 3所列。 

表3 背景中的箭头关系 

重复算法 1中的步骤(1o)一(14)，直至 Temp2—0时算 

法终止。此时可以得到最终的具有箭头关系标号的背景(见 

表 3)。 

5 数值实验 

上一节已经从理论上证明了“算法 1较基于传统定义查 

找箭头关系的方法更能够有效地降低计算复杂性”。这一节 

通过一些数值实验对有效降低查找箭头关系的时间复杂性的 

程度作进一步评估，为此需要选取各种规模的形式背景进行 

查找箭头关系的仿真。对于较小的形式背景 ，该文选取文献 

E8]中的“Live in water”和文献E133中的“Lattice properties”。 

为了获取较大的形式背景，该文选择 UCI知识库中的Wine、 

Tic-Tac-Toe Endgame和 Car Evaluation数据集。由于这 3 

个数据集 中的属性取值都为多值或连续值，即原始背景都为 

多值背景，因此需要事先将这 3个多值背景转换成单值背景。 

文献E83中给出了利用标尺把多值背景转换成单值背景的方 

法(即各种转换标尺)，FCA Data RepositoryE ]公布了对以上 

3个 UCI数据集进行转换的最终结果。实验所需的形式背景 

的详细情况如表 4所列。 
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表 4 数值实验所需的形式背景 

使用 MA1、LAB进行编程 ，对于每一 个形式背景都分别 

采用基于箭头关系定义的箭头关系查找方法和算法 1(箭头 

关系快速查找算法) 找箭头关系，并记录运行时间，具体运 

行时间如表 5所列。 

表 5 两种方法运行时间对比 

从表 5可以看出，当形式背景较大时，本文提出的算法 1 

在计算效率上显著高于基于定义查找箭头关系的方法，说明 

算法 l可以有效地降低背景中查找箭头关系所需的计算量。 

结束语 在形式概念分析中，箭头关系在约简形式背景、 

构造兼容子背景等方面有着重要的作用，因此如何快速确定 

出一个形式背景的箭头关系是一个有意义的课题。为此，本 

文提出了一个快速确定形式背景的箭头关系的算法，并通过 

实例与数值实验表明了它的可行性与高效性。由于箭头关系 

的基础性作用，本文提出的快速算法实际上也为形式背景的 

约简、子背景的构建以及双建立背景的研究等提供了计算上 

的支持。 
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